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| Para el profesor 


■ Filosofia En esta obra reflejamos nuestra filosoffa de que un libro de matematicas para 
estudiantes de bachillerato debe ser legible, directo y muy motivador. Y aun asf, los estudian- 
tes solo aprenden matematicas haciendo matematicas. Por tanto, a lo largo del texto hemos 
puesto enfasis en la resolucion de problemas como medio de comprension. Los ejemplos 
estan disenados para motivar, instruir y guiar los alumnos. A la vez, los ejercicios les brindan 
la oportunidad de probar su comprension, desafiar su intelecto y aplicar sus conocimientos a 
situaciones del mundo real. 

■ Publico y flexibilidad Escribimos este libro para presentar temas de algebra, graficas, 
funciones, logaritmos, trigonometrfa, sistemas de ecuaciones y desigualdades, matrices, 
geometrfa analftica, coordenadas polares, sucesiones y probabilidad de modo que sea acce- 
sible a un estudiante de bachillerato con algunos conocimientos de matematicas. Hemos 
incluido suficiente material para un curso normal de un semestre, de dos cuatrimestres e 
incluso para uno de un ano. La cantidad de temas abordados permite que el profesor elija los 
que considere mas apropiados para lograr el objetivo de su curso, sin soslayar los anteceden- 
tes y las habilidades de los estudiantes. La obra puede servir como preparacion para las 
matematicas finitas, la estadfstica o las matematicas discretas. Tambien puede ser un curso 
introductorio de matematicas para quienes estudian artes liberales o negocios y planean no 
profundizar en las matematicas, o bien, como un primer curso de varios que brinden los 
fundamentos para el calculo. 


Caracteristicas 


■ Ejemplos Nuestra experiencia nos ha demostrado que los ejemplos y los ejercicios son 
la principal fuente de aprendizaje en un libro de matematicas. Hemos visto que los estudian- 
tes se basan en los ejemplos, no en los teoremas ni en las demostraciones. Por consiguiente, 
hemos incluido gran cantidad de ejemplos que ilustran tanto los conceptos teoricos presen- 
tados en la obra como las tecnicas usadas para realizar los calculos correspondientes. 

■ Ejercicios Como hemos dicho, creemos que los estudiantes solo aprenden haciendo. En 
consecuencia, para promover la participation activa en la resolucion de problemas los ejer- 
cicios son abundantes y variados. En cada grupo se incluyen numerosos problemas de ejerci- 
tacion, preguntas de verdadero/falso, oraciones para anadir la o las palabras faltantes, aplica- 
ciones, problemas de reto, problemas que implican la graficacion o la interpretation de graficas, 



asf como problemas para analizar y comentar. Tal variedad brinda al estudiante la oportunidad 
de consolidar lo que ha aprendido acerca de los conceptos fundamentales, de notar los usos 
practicos de las ideas matematicas y de poner a prueba su ingenuidad. En esta tercera edicion 
hemos reorganizado y ampliado casi todos los grupos de ejercicios. 

■ Motivacion Hemos incluido una buena cantidad de demostraciones, pero realmente la 
motivacion se ofrece al presentar los conceptos ya sea intuitiva o geometricamente. Por 
anadidura, siempre que fue posible usamos figuras para ilustrar una idea o dar un apoyo para 
encontrar una solution. 

■ Entasis en las funciones Las funciones son un concepto esencial en este curso y en las 
matematicas en general, de modo que en esta edicion hemos puesto mas enfasis en ellas y en 
su notation. 

■ Enfasis en la graficacion Tambien se ha puesto enfasis en la graficacion de ecuaciones 
y de funciones. A lo largo del texto hemos insistido en la simetrfa, en el uso de graficas des- 
plazadas, en la reflexion, en las intersecciones con los ejes coordenados y en la interpretation 
de las graficas. 


Novedades en la tercera edicion 


■ Aplicaciones En esta edicion seguimos presentando aplicaciones seleccionadas de dia- 
rios, revistas y textos cientfficos. Estos problemas de la “vida real” muestran a los estudian- 
tes el poder y la utilidad de las matematicas que aprenden en este curso. Entre el amplio 
repertorio de disciplinas de donde proceden las aplicaciones se cuentan la astronomfa, la 
biologfa, los negocios, la qufmica, la ecologfa, la ingenierfa, la geologfa, la medicina, la meteo- 
rologfa, la optica y la ffsica. 

■ Leyendas En los ejemplos y en los margenes hemos agregado una gran cantidad de 
leyendas impresas en color azul para guiar al estudiante por los pasos de la resolution de 
algun ejemplo y para mostrarle como se usan los conceptos y las propiedades expuestos en 
los teoremas y las definiciones. Las leyendas impresas en rojo que aparecen en los margenes 
indican precaution, y se han colocado junto a las partes de la exposition que los estudiantes 
deben leer mas despacio o incluso leer un par de veces para evitar dificultades o malas inter- 
pretaciones. 

■ Aperturas de capitulo Cada capftulo empieza ahora mostrando su propio contenido. 
Ademas, hemos incluido un texto de motivacion de los temas expuestos, asf como una breve 
resena historica de una o mas personas que influyeron en el desarrollo de las matematicas. 

■ Notas del aula Ciertas secciones del texto terminan con una section de comentarios 
informales llamada “Notas del aula”. Se dirige directamente al estudiante y en ella se aborda 
una gama amplia de aspectos relacionados con los alumnos, el libro o las clases, como ter- 
minologfa alternativa, errores comunes, refuerzo de conceptos importantes, materiales que 
se aconseja aprender de memoria, procedimientos de resolution, uso correcto e incorrecto de 
la calculadora, consejos sobre la relevancia de la pulcritud y la organization, interpretaciones 
equivocadas y, ocasionalmente, palabras de aliento. 

■ Conceptos clave Cada capftulo termina con una lista de temas que consideramos los 
mas importantes. El estudiante puede usarla para repasar el material antes de realizar pruebas 
y examenes. 

■ Ejercicios de repaso del capitulo Para ayudar al profesor a elegir los temas de repaso o 
enfasis, hemos reorganizado todos los ejercicios de repaso del capftulo en tres partes: en la 
A incluimos las preguntas de verdero/falso; en la B, oraciones que deben completarse con 
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una o varias palabras, y en la C problemas tradicionales con los que se repasan los temas y 
conceptos mas relevantes expuestos en el capftulo. 

■ Figuras Cabe decir algo acerca de la numeration de las figuras, definiciones, teoremas 
y tablas. Debido a la enorme cantidad de figuras incluidas en el libro, en esta tercera edicion 
usamos un sistema decimal para hacer referencia a ellas. Por ejemplo, “Figura 1.2.3” se 
interpreta asf: 

Capitulo Section 

i i 

1-2-3 <— Tercer figura de la section 

Consideramos que este tipo de numeration facilita remitirse a las figuras, definiciones y 
teoremas cuando se hace referencia a ellas en secciones o capftulos posteriores. Asimismo, 
para relacionar mejor una figura con el texto, en la referencia que se hace a ella se usa el 
mismo tipo de letra y color que en el numero de la figura; por ejemplo, FIGURA 1.2.3. Ademas, 
en esta edicion todas las figuras tienen pies breves y explicativos. 

■ Temas nuevos En seguida se indican algunos cambios hechos en cuanto a los temas 
abordados: 

• Casi todos los grupos de ejercicios incluyen ahora algunos llamados “Para el analisis”. 
Fundamentalmente, son de tipo conceptual. Esperamos que los profesores los usen y 
que, con su pericia, logren involucrar a los alumnos en un intercambio de ideas acer- 
ca de como resolverlos. Esos problemas podrfan tambien ser la base para dejar tareas 
escritas. Para favorecer la originalidad, no incluimos respuestas a esos problemas. 

• Mejoramos la explication sobre la funcion inversa (section 5.6) anadiendo figuras 
que resultaran mas tiaras y motivadoras. 

• La section 5.7, “Traduction de palabras en funciones”, es nueva en el capftulo. 

• La section 5.8, “Recta de mfnimos cuadrados”, tambien es nueva en el capftulo. En 
ella calculamos la recta de mfnimos cuadrados en la forma algebraica normal. El 
mismo tema se presenta de nuevo en la section 14.6 desde el punto de vista de las 
matrices, especfficamente, de la matriz inversa. 

• El capftulo sobre funciones logarftmica y exponential se ha reescrito por completo. 
En la section 7.4 se consideraron nuevos modelos matematicos relacionados con 
dichas funciones. Las funciones hiperbolicas se explican ahora en la nueva section 
7.5. 

• Se ha eliminado la comprobacion de la inutilidad de las identidades trigonometricas 
incluida en ediciones anteriores. Nos parecio cuestionable el valor que tema para el 
aprendizaje, sobre todo cuando hay temas mucho mas importantes que podfamos 
presentar mas profundamente. En esta edicion, la section 9.4 se dedica a las impor- 
tantes identidades pitagoricas, a las formulas de suma y diferencia, a las de doble 
angulo y a las de semiangulo. 

• En el capftulo 10 se afladio una section, la 10.5, “Movimiento armonico simple”. 

• Las coordenadas polares se explican ahora en su propio capftulo, el 12. La exposition 
sobre vectores en el piano se removio ahf. 

• Debido a su sencillez hemos anadido explicaciones sobre la rotation de graficas 
polares en el capftulo 12 (secciones 12.1 a 12.3). 

• En el capftulo 12 se agrego una section nueva, la 12.5, “El producto punto”. 

• En la section 14.5, “Sistemas lineales: matrices aumentadas”, mostramos como usar 
operaciones elementales entre renglones en una matriz aumentada para balancear 
ecuaciones qufmicas. 

• En la section 14.6, “Sistemas lineales: matrices inversas”, volvemos a abordar el tema 
de la recta de mfnimos cuadrados y = mx + b. En esta section calculamos los coefi- 
cientes m y b mediante metodos matriciales. 

• En el capftulo 14 anadimos una breve section, la 14.8, “Criptograffa”. En ella se 
expone la idea de codificar y decodificar mensajes empleando matrices. Creemos que 
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al estudiante le interesara el tema y quiza incluso lo motive a buscar mas information 
acerca de esta importante aplicacion de las matrices. 

En el capftulo 15 se anadio una section, la 15.3, “Convergencia de sucesiones y series”. 
La exposition sobre la convergencia de una sucesion o de una serie infinita se man- 
tiene en el nivel intuitivo. 

La section sobre permutaciones y combinaciones de la edition anterior se ha reescri- 
to y ahora se llama “Principios de conteo” (section 15.6). 
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LOGICA Y CONJUNTOS* 

n 


\ 


I l En este capftulo" 


1 . 1 Enunciados y valor de verdad 

1.2 Proposiciones simples y compuestas 

1.3 Proposiciones logicamente equivalentes 

1.4 Argumentos 

1.5 Cuantificadores 

1.6 Conjuntos y elementos 

1.7 Cardinalidad y tipos de conjuntos 

1.8 Operaciones con conjuntos 

1.9 Conjuntos y tecnicas de conteo 
Ejercicios de repaso 



Un conjunto es 
una coleccion de 
elementos que 
comparten una 
caracteristica; por 
ejemplo, la aficion 
por un deporte o 
por un equipo 
deportivo 


* El autor de este capftulo sobre logica y conjuntos es el profesor Amado Reyes, de la Pontificia Universidad 
Catolica Madre y Maestra, y de la Universidad Autonoma de Santo Domingo. 


■ Conjuntos La mayorfa de los estudiantes no se dan cuenta de que gran parte de la nota- 
tion algebraica que se usa en los textos de algebra tiene menos de 400 aflos. 

El mas grande matematico frances del siglo xvi fue Francois Viete (1540-1603), abogado 
y miembro del Parlamento, quien dedico la mayor parte de su tiempo libre a las matematicas. 
Escribio muchas obras sobre algebra, geometrfa y trigonometrfa, la mayorfa de las cuales 
imprimio y distribuyo por su propia cuenta. La obra mas famosa de Viete, In Artem, hizo 
avanzar en forma significativa la notacion algebraica. Antes del trabajo de Viete era una 
practica comun utilizar diferentes sfmbolos para representar varias potencias como x, x 2 , x 3 
etcetera. Viete, que sabfa escribir en latrn, utilizo la misma letra calificada en forma apropiada 
para estas potencias: x, x quadratum (cuadrado), x cubum (cubo), etcetera. Ademas, extendio 
el uso de las letras del alfabeto para representar no solo las variables sino tambien los coefi- 
cientes constantes. La nueva notation de Viete aclaro las operaciones que emplearon para 
construir una serie completa de terminos. 

En este capftulo se presentan los conceptos fundamentales sobre conjuntos que un plan 
de estudios de bachillerato suele incluir. 


| | 1.1 Enunciadosy valor de verdad 

■ Logica La logica es la rama del conocimiento que trata los metodos de razonamiento 
mediante reglas y tecnicas, con el fin de determinar si un argumento es valido. El tema que 
nos ocupa es el de la logica usada en matematica. Aquf trabajamos con elementos basicos 
llamados proposiciones. 


Definition 1.1.1 Proposiciones 

Una proposition es un enunciado u oration declarativa de la cual se puede afirmar que es 
falsa o verdadera, pero no ambas cosas a la vez. 


Definition 1.1.2 Valor de verdad 

La veracidad o falsedad de una proposition es lo que se llama su valor de verdad. 


HUISSEII Proposiciones 

La expresion “la Tierra es redonda” es una proposition. Puede notarse que su valor de 
verdad es verdadero, ya que se conoce con certeza que la Tierra es redonda. = 


Proposiciones y valor de verdad verdadero 

La expresion “2 + 3 = 5”, que se lee “dos mas tres es igual a cinco”, es una proposition 
con valor de verdad verdadero, ya que en el sistema numerico decimal (que usa el numero 
10 como referencia) se conoce con certeza que 2 + 3=5. = 


■ mrr - Proposiciones yvaloresde verdad 

La expresion “1 + 1 = 5”, que se lee “uno mas uno es igual a cinco”, es una proposition 
con valor de verdad falso, ya que se conoce con certeza que 1 + 1 A 5 ( A se lee “diferente 
de”). 


CAPITULO 1 Logica y conjuntos 


<,Por que la expresion 3 — x = 5 es una oracion declarativa, pero no es una proposicion? 
3 — x = 5 no es una proposicion porque no sabemos su valor de verdad a menos que 
asignemos un valor a la variable x. Si asignamos axel valor —2, entonces 3 — x = 5 se 
convierte en una proposicion con valor de verdad verdadero, ya que 3 — (—2) = 3 + 2 
= 5. Pero si le asignamos el valor 6, por ejemplo, entonces 3 — x = 5 se convierte en una 
proposicion con valor de verdad falso, ya que 3 — 6 =h 5. 

<,Por que la expresion “/.Habla usted espanol?” no es una proposicion? = 


La expresion, “^habla usted espanol?” no es una proposicion porque no es un enunciado 
declarative sino interrogativo. 

(j Por que la expresion “tome dos aspirinas” no es una proposicion? Porque se trata de un 
enunciado imperativo, es una orden, no es un enunciado declarative. 


■ Postulados o axiomas y teoremas 


Definicion 1.1.3 Axioma 

Un axioma o postulado es una proposicion inicial que se presupone verdadera. El conjunto 
de postulados de los cuales se desprenden las demas proposiciones de un sistema se llama 
conjunto de postulados del sistema. En este, uno de los axiomas no debe ser deducible 
de los otros. 


Axiomas 

Uno de los postulados de la geometrfa euclidiana es el de la recta: “Dados dos puntos 
distintos cualesquiera, hay exactamente una recta que los contiene”. 

Este postulado o axioma forma parte de un conjunto de postulados del sistema que 
plantea la geometrfa de Euclides, estudiada desde la escuela elemental. = 


Axioma 

En nuestro estudio de geometrfa aceptamos cierta la proposicion: “Dos rectas no pueden ^ La caracterfstica basica de un pos 
cortarse en mas de un punto”. tulado o axioma es el hecho de ser 

Este es otro ejemplo de los postulados o axiomas sobre los que se apoya el sistema mdependiente de otras proposicio- 

geometrico euclidiano. = nes ' 


Definicion 1.1.4 Teorema 

Un teorema es cualquier proposicion que se desprende de otra proposicion o proposi- 
ciones dadas por supuestas o previamente demostradas dentro del sistema. Asi, un 
teorema es una proposicion cuya veracidad requiere ser demostrada a partir de otras. 


Teorema 

El teorema del triangulo isosceles establece que “si dos lados de un triangulo son con- ^ 
gruentes, entonces los angulos opuestos a estos lados son congruentes”. 

Este teorema se demuestra a partir de otras proposiciones, entre las cuales se cuenta 
uno de los postulados para congruencia de triangulos (lado-angulo-lado, L < L). = 


En estas notas tratamos basica- 
mente con el analisis de la veraci- 
dad de las proposiciones en forma 
general, es decir, con el calculo 
proposicional. 


1.1 Enunciadosy valor de verdad 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1. 


En los enunciados 1 a 15 indique en cada caso si el enunciado 
es o no es una proposicion. Justifique su respuesta. En caso de 
ser una proposicion, establezca su valor de verdad. 

1. Julio Cesar fue presidente de la Republica Dominicana. 

2. 2 + 2 = 4 

3. Si la Tierra es plana, entonces 2 + 2 = 4 

4. /,En tu casa o en la rnfa? 

5. jAyudeme, por favor! 

6. La matematica es importante. 

7. Existen dos soluciones para la ecuacion x 2 + 4 = 20, y 
ambas soluciones son enteras. 

8. Si x es cualquier numero entero, entonces x 2 es un numero 
entero positivo. 

9. Ve en su busca. 

10. x es mayor que y. 


11. 15 es un numero primo. 

12. a + b = 1.7 

1 3. La poblacion de la Republica Dominicana es de siete millo- 
nes. 

14. Las mesas son cuadradas. 

15. /Bello dia? 


j | 1.2 Proposiciones simples y compuestas 

Sin pretender dar una definicion precisa de variable podemos afirmar que en matematica se 
usan las literales x,y,t , ... para representar numeros reales, y estas literales se Hainan varia- 
bles. Las variables pueden combinarse mediante las operaciones corrientes para producir 
otras expresiones variables mas complejas. En logica, las literales p,q,r, ... denotan variables 
que pueden sustituirse con proposiciones. 


>?R T /iaVld Variables 

La variable proposicional p puede sustituirse con la proposicion “El sol brilla todo el dia”; 
en este caso: 


p: El sol brilla todo el dia 

y la variable proposicional q puede reemplazarse con la proposicion “Hace frio”; aqui: 
q: Hace frio I 


Las proposiciones p y q que se 
combinan mediante algun conec- 
tivo logico para formar una propo- 
sicidn compuesta se llaman propo- 
siciones simples. 


Definicion 1.2.1 Conectivos logicos 

Los conectivos logicos son simbolos usados para combinar proposiciones, con lo que se 
producen otras, llamadas proposiciones compuestas. 


CAPITULO 1 Logica y conjuntos 


CONECTIVOS FUNDAMENTALES 


Los conectivos fundamentales usados en este capftulo si 


a) ~ negation 

b ) a conjuncion 

c) v disyuncion inclusiva 

d) v disyuncion exclusiva 

e) — » condicionante 

f) <-» bicondicionante 


■ Negation La negation de una proposition es una nueva proposition que tiene un valor 
de verdad opuesto, es decir, si p es verdadera, la negacion de p es falsa. Se denota con ~p y 
se lee no p. 


BSH Negation 

Si p: El rfo esta sucio, entonces 

La caracterfstica fundamental de la 
negacion es que es una proposi- 
tion cuyo valor de verdad es con- 
trario al valor de verdad de la pro- 
position dada. Asi, si la 
proposicion p es verdadera, enton- 
ces ~p es falsa y viceversa. 


Definition 1 .2.2 Tabla de verdad 

El arreglo que nos permite tener los posibles valores de verdad de una proposicion compuesta 
a partir de los valores de verdad de las proposiciones componentes se llama una tabla de 
verdad. 


~p: No es verdad que el rfo esta sucio 


~p: El rfo no esta sucio. 


La tabla de verdad para la negacion de p esta dada por: 



donde V significa verdadera y F falsa. 


La proposicion 


p: 2 + 3 > 1 

es una proposicion verdadera. Pero la proposicion 

~p : no es verdad que 2 + 3 > 1 o ~p: 2 + 3^1 
es una proposicion falsa. 


1.2 Proposiciones simples y compuestas 
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■ Conjuncion La conjuncion es la proposition compuesta que resulta de conectar dos 
proposiciones py q mediante la conjuncion (a). Esta proposition se denota con p a q y se 
lee “p y q”. 


Si p: “La silla es alta” y q: “El mantel es bianco”, entonces la proposition “La silla es alta 
y el mantel es bianco” se expresa asf: p a q. = 


Es natural que el valor de verdad de una proposition compuesta dependa de los valores 
de verdad de las proposiciones simples que la forman. 

La caracterfstica fundamental de la conjuncion es que su valor de verdad es verdadero 
solo en el caso en que las proposiciones simples que la forman tengan valor de verdad ver- 
dadero. La tabla de verdad de una conjuncion es la siguiente: 



Note que cada lmea de la tabla registra el valor de verdad de la conjuncion para valores 
particulares de las proposiciones simples que la forman. 


M3EBBEH Conjuncion 

Si sabemos que “El dfa esta lluvioso” es una aseveracion verdadera, pero que la asevera- 
cion “El carro es nuevo” es falsa, ^cual es el valor de verdad de la aseveracion “El dfa esta 
lluvioso y el carro es nuevo”? 

Solution Si p: “El dfa esta lluvioso” y q: “El carro es nuevo”, entonces la proposition 
“El dfa esta lluvioso y el carro es nuevo” se escribe como p a q. 

Ahora sabemos que p es verdadero (V) y q es falso (F); basta leer la tabla de la con- 
juncion en la lmea donde p es V y q es F para tener el valor de p a q, la cual es falsa. Asf, 
procedemos del mismo modo para las demas posibilidades. = 

■ Disyuncion inclusiva La disyuncion inclusiva es la proposition compuesta que resulta 
de conectar dos proposiciones py q mediante la disyuncion inclusiva (v). Esta proposition 
se representa p v q y se lee “p o q”. 


HEnSSSEO Disyuncion inclusiva 

Si p: “Esta lloviendo” y q: “3 < 5”, entonces la proposition “Esta lloviendo o 3 < 5” se 
expresa pv q. EE 


La caracterfstica fundamental de la disyuncion inclusiva es que su valor de verdad es 
falso solo en el caso en que las dos proposiciones simples que la forman tengan valor de 
verdad falso. En todos los otros casos la disyuncion inclusiva tiene valor de verdad verdadero. 
La siguiente es la tabla de verdad de una disyuncion inclusiva. 


CAPITULO 1 Logica y conjuntos 




^EEEHEH Disyuncion inclusiva 

Si p : “El libro es nuevo”, es verdadera, en tanto que q: “El joven es inteligente”, es falsa, 
determine el valor de verdad de la proposicion “El libro es nuevo o el joven es inteli- 
gente”. 

Solucion La proposicion “El libro es nuevo o el joven es inteligente” puede expresarse 
como p v q. Puesto que p es V y q es F, la segunda fila de la tabla de la disyuncion inclusiva 
muestra que el valor de verdad para pv qe s V. = 

■ Disyuncion exclusiva La disyuncion exclusiva es la proposicion compuesta que resulta 
de conectar dos proposiciones py q mediante la disyuntiva exclusiva (v). Esta proposicion 
se denota por p v q y se lee “o p o q”. 

HEE2EHI1 Disyuncion exclusiva 

Si p: “El vaso es bonito” y q: “La leche esta adulterada”, entonces la proposicion “O el 
vaso es bonito o la leche esta adulterada”, se expresa pvq. = 

La caracterfstica fundamental de la disyuncion exclusiva es que su valor de verdad es 
verdadero solo cuando las proposiciones que la componen tienen valores de verdad contrarios. 
En los otros casos la disyuncion exclusiva tiene valor de verdad falso. La tabla de verdad de 
una disyuncion exclusiva es la siguiente: 



Disyuncion exclusiva 

Si p\ “Antonio va a la fiesta”, es falsa y q: “Luisa va al cine”, es verdadera, determine el 
valor de verdad de la proposicion “O Antonio va a la fiesta o Luisa va al cine”. 

Solucion La proposicion “O Antonio va a la fiesta o Luisa va al cine” se puede expresar 
como pvq. Puesto que p es F y q es V, la tercera fila en la tabla de la disyuncion exclusiva 
muestra que el valor de verdad para pvqe s V. = 

■ Condicional La conditional es la proposicion compuesta que resulta de conectar dos 
proposiciones py q mediante la condicionante (— >). Esta proposicion se denota por y 
se lee “si p entonces q”. 
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^QESSEIISl Condicional 

Si p : “2 + 3 = 5” y q: “La universidad es bonita”, la proposicion “si 2 + 3 = 5, entonces 
la universidad es bonita”, se expresa con p — » q. = 

En la estructuras /? — > <y, la proposicion que esta antes de la flecha se llama el antecedente 
y la que esta despues de la flecha se llama el consecuente. 

La caracterfstica fundamental de la condicional es que su valor de verdad es falso solo 
cuando el consecuente es falso y el antecedente es verdadero. En los demas casos la condi- 
cional es verdadera. La siguiente es la tabla de verdad de una condicional: 



Condicional 

Si p: “3 2 = 9”, es verdadera y q: “2 es par”, es verdadera, determine el valor de verdad de 
la proposicion “Si 3 2 = 9, entonces 2 es par”. 

Solucion Esta proposicion se puede expresar como p —=> q. Puesto que p es V y q es V, 
la primera fila en la tabla de verdad de la condicional muestra que p — > g es verdadera 
(V). = 


Existen varias formas de leer la condicional p —> q\ enumeramos a continuacion algunas 
de ellas: 

Si/> -> q es una condicional dada, ^ a ) Si p entonces q 

entonces la recfproca de p — > q es 

la condicional q — > p. Asimismo, b) p implica q 

la contrapositiva de p — > q es la 

condicional ~q — > ~p y la inversa c ) 9 s i P 

d) p solo si q 

e) p es condicion suficiente para q 

f) qe s condicion necesaria para p 

Si construimos las tablas de verdad para p —» q y la contrapositiva ~q — » ~p, vemos que las 
dos tablas coinciden en las columnas finales. 

■ Bicondicional La bicondicional es la proposicion compuesta que resulta de conectar 
dos proposiciones p y q mediante la bicondicionante (++). La proposicion resultante se repre- 
senta con p q y se lee “p si y solo si q”. 


EJEMPLO 12 


Bicondicional 


Si p: “El triangulo es equilatero”, y q: “El triangulo es equiangulo”, entonces la proposicion 
“El triangulo es equilatero si y solo si es equiangulo”, se expresa p ++ q. = 
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La caracterfstica fundamental de la bicondicional es que su valor de verdad es verdadero 
solo en los casos en que p y q tengan valores de verdad iguales (ambos V o ambos F). En los 
demas casos la bicondicional es falsa. La tabla de verdad de una bicondicional es la 
siguiente: 



Otra forma de leer p <7 e s diciendo que p es equivalente a q o que p es una condicion 
necesaria y suficiente para q, y q es una condicion necesaria y suficiente para p. 


HESSEHl Bicondicional 

Si p: “15 — 8 < 4” es falsa y q: “3 es un numero primo” es verdadera, determine el valor 
de verdad de la proposicion “5 — 8 < 4 si y solo si 3 es un numero primo”. 

Solucion La proposicion “5 — 8 < 4 si y solo si 3 es un numero primo” se puede expresar 
como p<H>q. Puesto que p es F y q es V, la tercera fila en la tabla de verdad de la bicondi- 
cional muestra que p <7 e s falsa (F). = 


Las proposiciones compuestas pueden combinarse o conectarse con otras para formar 
proposiciones aun mas complejas. Es claro que el valor de verdad de una proposicion, por 
compleja que sea, depende de los valores de verdad de las proposiciones que las componen 
en sus formas mas simples. 

Para hacer la tabla de verdad de una proposicion asignamos una columna a cada propo- 
sicion que interviene, sea esta simple o compuesta, normalmente comenzando con las mas 
simples y progresando en el orden de complejidad de las proposiciones componentes. 

El numero de filas de la tabla queda dado por la potencia 2", donde n es el numero de 
proposiciones en la forma mas simple que entran a formar la proposicion dada. Para asignar 
los valores de verdad a dichas proposiciones se procede de esta forma: la primera columna 
se llena asignando valores V a la mitad de las filas y valores F a la segunda mitad. La segunda 
columna se llena asignando valores V a un cuarto de las filas, valores F al segundo cuarto, valo- 
res V al tercer cuarto y valores F al ultimo cuarto. La tercera columna se llena asignando 
valores V a un octavo de las filas, valores F al segundo octavo, valores V al tercer octavo, 
etcetera. Asf, se continua hasta que terminen las columnas de las proposiciones mas simples. 
Las columnas de las otras proposiciones se llenan a partir de las columnas de las proposicio- 
nes mas simples que estas. 


Formacion de una tabla de verdad 

Determine la tabla de verdad de la proposicion (p a q) at. 

Solucion Tomemos las proposiciones p, q, r, (p a q) y (p a q) a r interviniendo en este 
caso; asf, la tabla tendra cinco columnas, una para cada proposicion, incluida la proposicion 
dada. 

Por otro lado, tenemos tres proposiciones en sus formas mas simples: p, q y r, asf que 
el numero de filas de la tabla es 2 3 = 8 . Procedemos a llenar la tabla: 
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p 

f 

r 

(P A«) 

< 

< 

3- 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 


MmSEEHl Valor de verdad 

Si sabemos que la proposicion p es verdadera, la proposition q falsa y la proposition r 
verdadera, £cual sera el valor de verdad de la proposition {p a q) a r? 

Solution La solucion a este problema es muy facil de obtener, ya que podemos leer en 
la tercera fila y en la ultima columna para determinar que cuando p es V, q es F y r es V, 
la proposition (p a q) a r es F. = 

MEESSIIIiJ Tabla de verdad 

Determine la tabla de verdad para la proposition ~p v q. 

Solucion Las proposiciones representadas son p, q, ~p, ~p v q. Asf, la tabla tendra cua- 
tro columnas. Las proposiciones en sus formas mas simples, representadas en la proposi- 
tion dada, son dos: py q; por tanto, el numero de filas de la tabla es 2 2 = 4 filas. La tabla 
es la siguiente: 



Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1. 


En los problemas 1 a 5, escriba cada una de las proposiciones 
dadas en forma simbolica. 

1. “Luis es estudiante y Juan es zapatero”. 

2. “El domingo es un dfa feriado o Jose ha sido expul- 
sado”. 


3 . “Si 2 + 2 = 4, entonces 3 + 3 = 8”. 

4 . “O 3 + 4 = 7 o la Tierra es plana”. 

5 . “Antonio es hijo de Luis si y solo si Luis es el padre de 
Antonio”. 
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En los problemas 6 a 10, escriba la reclproca y la contraposi- 
tiva de cada una de las proposiciones dadas. 

6. p->(?Ar) 

7 . “Si 2 + 2 = 5, entonces 2 + 4 = 8 ”. 

8. “Si la Tierra es plana, entonces Julio Cesar fue el primer 
presidente de Estados Unidos”. 

9 . “Si los cuadrados tienen tres lados, entonces los triangulos 
tienen cuatro lados”. 

10 . “Si un hexagono tiene seis lados, entonces la Luna es de 
queso”. 

En los problemas 1 1 a 20, suponga que p: 1 < 9, q: El Sol es 
un astro frfo y r: La temperatura esta por debajo de cero. 
Escriba las proposiciones indicadas. 

11. pvq 

12 . P Aq 

13 . ~p^>q 

14 . p — > 

15 . (r a p) — > <7 

16 . \(p v q) a (q a r)] -> r 

17 . {p a q)<-^ r 

18 . ~(pvr)vq 

19 . (pAq)A(qAr) 

20. ~q<r*r 

En los problemas 21 a 24, construya la tabla de verdad de 
cada una de las proposiciones dadas. 

21 . ~{pAq) 

22 . ~pv~q 

23 . (p > q') > [(p v ~q) > (p a q)\ 

24 . [(pvq)Ar]^(pA~q) 

25 . Escriba en forma simbolica el enunciado: “Un numero p 
es real y no racional siempre que p sea un irrational” y 
construya su tabla de verdad. 

En los problemas 26 a 30, considere la proposition: 

K~P a q) v (p v r) [(p v ~q) v (p v -/-)] 


e indique cual es el valor de verdad de esta proposition para 
cada uno de los casos dados. 

26 . p es falso, q es falso, r es falso. 

27 . p es falso, q es falso, r es verdadero. 

28 . p es verdadero, q es falso, r es verdadero. 

29 . p es verdadero, q es verdadero, r es falso. 

30 . p es verdadero, q es verdadero, r es verdadero. 

En los problemas 31 a 35, considere las proposiciones p: un 
byte tiene 7 bits, q\ una palabra consta de 2 bytes, r: un bit es 
un 0 o un 1. Si se sabe que p es falso y q y r son verdaderos, 
escriba enunciados para las proposiciones dadas en cada 
caso, y determine si el enunciado es verdadero o falso. 

31 . pAq 

32 . pvr 

33 . ~(pAq) 

34 . ~pv~q 

35 . [(p a q) v r] a [[p v r)] 

En los problemas 36 a 40, considere: 

p: Panama esta en America Central. 
q\ Colombia esta al sur de Venezuela. 
r. Quito es la capital de Ecuador. 

Observe que py r son verdaderas, pero q es falsa. Escriba las 
proposiciones dadas en forma simbolica y determine en cada 
caso si la proposition es verdadera o falsa. 

36 . “Panama esta en America Central y Colombia esta al sur 
de Venezuela.” 

37 . “Colombia no esta al sur de Venezuela.” 

38 . “Colombia esta al sur de Venezuela y Quito es la capital 
de Ecuador, o Panama no esta en America Central.” 

39 . “Quito no es la capital de Ecuador ni Panama esta en 
America Central.” 

40 . “Si Panama esta en America Central y Colombia no esta 
al sur de Venezuela, entonces ni Panama esta en America 
Central ni Quito es la capital de Ecuador.” 


| | 1.3 Proposiciones logicamente equivalentes 

Considere las tablas de verdad de las proposiciones: 


1.3 Proposiciones logicamente equivalentes 
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a) qv (r as) 


q 

v 


v 


v v 

V F 


F 

V 


V F F 


F 


V 


V 


F V 

F F 


F 

V 


F F F 


V 


F 

F 


F 


V 


F 

F 


F 


s qv (r a 
V 


V 

V 


V 


V 


F 

F 


F 


■s') 


b) (p a q) a (~p a ~q ) 


p 

q 

~P 

~q 

( p^q ) 

(~p a ~q) 

(p a q) a (~p a ~q) 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

V 

F 


c) (p Aq)<r*{qAp) 


P 

q 

(p A q) 

(q a p) 

(p Aq)<r*(qAp) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

V 


Definicion 1.3.1 Tautologia 

Una tautologia es una proposition cuyo valor de verdad es verdadero (V), independiente- 
mente de los valores de verdad de las proposiciones que la componen. En la tabla c) se 
muestra que (p a q) (q a p) es una tautologia. 


Definicion 1.3.2 Contradiction 

Una contradiction es una proposition cuyo valor de verdad es falso (F), independientemente 
de los valores de verdad de las proposiciones que la forman. En la tabla b) se muestra que 
(p a q) a (~p a ~p) es una contradiction. 
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Definicion 1.3.3 Contingencia 

Una contingencia es una proposition que toma valores de verdad verdaderos en unos casos 
y falsos en otros, segun los valores de verdad de las proposiciones que la forman. En la 
tabla a) se muestra que qv (r as) es una contingencia. 


Definicion 1.3.4 Proposiciones equivalentes 

Dos proposiciones son logicamente equivalentes si al conectarlas mediante la bicondicio- 
nante se obtiene una proposition que es una tautologia. Para indicar que dos proposiciones 
P(p, q,...) y Q(p, <?,...) son logicamente equivalentes escribimos: P(p, q,...) = Q(p, q,...) 
oP<=> Q. 


En la tabla c) se muestra que las proposiciones p a q y q a p son logicamente equivalen- 
tes, ya que (p a q) (q Ap) es una tautologia. Podemos escribir (p a q) = (q a p). 

A continuation enumeramos algunas tautologias e implicaciones logicas (este concepto 
se define en la proxima seccion) de interes en las aplicaciones. Cabe senalar que la contra- 
diction se representa con C. 


. — p <=> p Doble negation 

. a) (pvq)tt(qvp) 

b ) (p A q) <=> (q A p) Leyes conmutativ; 

c) (p <-> q) \q <-> p) 

. a)[(pvq)vr\^[pv(qvr)] 
b) [(p a q) a r] <=> [p a (q a r)] 

>[(pvq)A(pv r)J 

» [(p A q) V ip A r)] 


leyes distributivas 


leyes de la idempotenci; 


leyes de De morgan 


Implicacidn 


4. a) fe)v( ? Ar)]t 
b) [pA(qvr)\* 

5. a) (p v p) <=> p 
b) (p a p) <=> p 

6. a) ~(pvq)<^ ( ~p a ~q) 

b) ~(p a q) <=> (~p v ~q) 

c ) (p v #) <=> ~(~p a ~q) 

d) (p a q) <=> ~{~p v ~q) 

7. a) (p — > <?) <=> ( ~p v q) 
b) (p -> q) <=> ~(p a ~q) 

8. a) (p v #) <=> (~p q) 
b) (p a q) <=> (~p -> q) 

9. a) [(p ^ r) a (q > r)] <=> [(p v q) -» r] 

*) [(P 4 ) a (p Hr r)] «=> [p -> (<? a r)] 

10. (p q) <=> (p — > q) A (q — > p)] Equivalencia 

11. [(p A q) — > r] <=> [p — > — > r)] Ley de exportation 

12. (p — > < 7 ) <=> [(p A ~p) — > c] Reduction al absurdo 

13. p => (p V q) Adicion 

14. (p A q) => p Simplification 






1.3 Proposiciones logicamente equivalentes 
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r 


15. [p A (p — > q)\ => q Modus ponens 

16. [(p q) A ~q\ => ~P Modus tollens 

17. [(p V q) A ~p] => q Silogismo disyuntivo 


18. 

19. 

20 . 
21 . 


22 . 


P => [<7 -> (P a <?)]' 

[(p q) A {q r)] => (p r) Transitividad de <-» 

[(p — > q) A (q — > r)] (p — > r) i I de -» o silogismo hipotetico 


«)0->9)=>[(pvr)^(9V r)] 

b) (p^>q)=>[(p a r)^>(q a r)] 

c) (p -> q) => [(p -> r) -» (p -> r)] 

a) [(p^?)AHi)]#[(pvr)^( 9 v S )] 

*) [(p->9)A(r-»i)J^[(pAr)-»( 9 A S )] 


Dilemas constructivos 


V 


a) [(p -> tf) a (r -> s)] 
ft) [(P -> ?) a (r -> s)] 


K~9 

K~9 


~s) (~p v ~r)] 

~j)-K~pA~r)] 


Dilemas destructives 






Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1. 


En los problemas 1 a 9, clasifique cada una de las proposicio- 
nes dadas como una contingencia, como una tautologfa o 
como una contradiction, segun corresponda. 

1 P v ~(p a q) 

2 . (p Aq) A~(pv q) 

3 . (pAq)v(pvq) 

4 . [pA(qvr)]A[qA(pvr)] 

5. (p -> q) (~q -> ~p) 

6. (p<->tf)<-> [(p^q) A(q^p)] 

7 . p v (q a r) (p v q) a (p v r) 

8 . (pAq)A~(pvq) 

9. [(p <-> #) V (p — » r)] — > (# Ap) 


En los problemas 10 a 14, indique si el par de proposiciones 
dadas en cada caso es un par de proposiciones logicamente 
equivalentes. 

10. [(p -» q) a (r -» s)], [(pvr)4(?v s)] 

11 p^q,~(pA~q)^r 

12. pAq,~(~pv~q) 

13 . (p ^ q)v (p ^ r),p ^ (qv r) 

14 . (p ^ <?) a (r > 5), (-^ v -5) (~p v ~r) 


| | 1.4 Argumentos 

Un argumento es una relation entre un conjunto de proposiciones pi, P2,..., p„ llamadas 
premisas y otra proposition q llamada la conclusion. Un argumento se denota por: 

pi,p 2 , ...,p„ <?(■■■ se lee por tanto) 

Se dice que un argumento es valido si las premisas dan como consecuencia la conclusion; 
mas formalmente tenemos la definition siguiente. 

14 CAPITUL01 Logics y conjuntos 


Definicion 1.4.1 Argumento 

Un argumento p\,p 2 , ■■■, p n Q es valido si q es verdadero cada vez que las premisas p\, 
p 2 , ■■■, p n sean verdaderas. 


Definicion 1.4.2 Falacia 

Un argumento que no es valido se llama falacia. 


W3M2EII Argumento 

El argumento p,p — » q q es valido. Este argumento se llama modus ponendo ponens 
o, mas corto, modus ponens. La demostracion de esta regia se obtiene directamente de la 
tabla: 



Observe que en la primera fila de la tabla q es verdadero cuando p y p — » q lo son; el 
argumento es valido. = 


MUBBEH Falacia 

El argumento p — > q, q p es una falacia, ya que en la tercera linea de la tabla anterior 
se tiene que p es falso cuando p —> q y q son verdaderos. 

Observemos que las proposiciones pi,p 2 , ...,p n son verdaderas simultaneamente si y 
solo si la proposition p x Ap 2 a . . ., Ap n es verdadera. De esta manera, el argumento p\, p 2 , 
. . . , p n q es valido si y solo si q es verdadera siempre que p\ /\p 2 /\ ...,/\p n sea verdadera 
o de forma equivalente, si y solo si la proposition 

(Pi a p 2 A . . . , a p n ) ^ q 


es una tautologia. 


Argumento 

Un principio fundamental del razonamiento logico dice: “Si p implica q y q implica r, 
entonces p implica r”. En otras palabras, el argumento p — » q, q — » r .•. p — > r (ley del 
silogismo) es valido. 

Para comprobarlo solo debemos mostrar por medio de una tabla de verdad que la 
proposition [(p — » q) a (q — » r)] — > (p — > r) es una tautologia. 


1.4 Argumentos 
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p 

q 

r 

p^q 

q^r 

p^r 

(p q) A iq -» r) 

[(p q) A iq -> r)] ip -> r) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 


Observe que en los casos donde p — > qy g — > r son verdaderas, entonces p — > r es verda- 
dera; el argument*) es valido. = 

Es importante senalar que la validez del argumento no depende de los valores de verdad 
o del contenido de los enunciados que aparecen en el argumento, sino solamente de la estruc- 
tura formal del argumento. 

MSMSnn Argumento 

Considere el argumento 

a) p — > q: Si un hombre es soltero, es infeliz 

b ) g — > r. Si un hombre es infeliz, muere joven 

c) p —> r: Los solteros mueren jovenes 
Este es un argumento de la forma 

p — > q, <7 — » r p — > r (silogismo) 

el cual ya sabemos que es valido. Observe que en este ejemplo, p: El es soltero q: El es 
infeliz y r: El muere joven. = 

Decimos que una proposicion Pip, q, ...) implica logicamente una proposicion Q(p, q, ...), 
denotada por: 

Pip, q, ...)=> Qip, q, ...), 

si Qip, q, . . .) es verdadera cada vez que Pip, q, . . .) sea verdadera. 

Implicacion de proposiciones 

La proposicion p implica logicamente la proposicion p v q. Para ver esto consideremos la 
tabla: 



Note que pv qes verdadera cada vez que p es verdadera. 
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CAPITUL0 1 Logica y conjuntos 




Ahora sabemos que si Qip, q, . . .) es verdadera cada vez que Pip, q, ...) sea verdadera, 
entonces el argumento 


Pip, <?,•••) Qip, ?,•••) 

es valido y, reciprocamente, el argumento P(p, q, ...) Qip, q, . . .) es valido si y solo si el 
enunciado P(p, q , . . .) — > Qip, q, . . .) es siempre verdadero, es decir, si es una tautologia. Estas 
ideas se pueden resumir de la manera siguiente: 

Para proposiciones cualesquiera Pip, q, . . .) y Qip, q, . . .) los tres enunciados siguientes 
son equivalentes: 

a) Pip, q, ...) implica logicamente a Qip, q, ...) 

b) El argumento Pip, q, ...) Qip, q, . . .) es valido. 

c) La proposition Pip, q, ...)—> Qip, q, . . .) es una tautologia. 

Note que si Pip, q, Qip, q, . . .) y Qip, q, ...)—» Pip, q, . . .), entonces Pip, q, ...) 
y Qip , q, ■■■) deben tener la misma tabla de verdad y, por tanto, Pip, q, ...) = Qip, q, . . .). 

Es importante notar que practicamente todos los teoremas matematicos estan compues- 
tos de condicionales del tipo 


iPi AP2A ... a p n )^q 


A los Pi, p 2 , ..., p„ se les llama hipotesis y a q se le llama conclusion. Demostrar un 
teorema significa probar que el conditional es verdadero. Observe que no se pretende demos- 
trar que q (la conclusion ) es verdadero, sino que q sera verdadero siempre que p\, p 2 ,- . ., p n 
sean verdaderos. De aqui que las demostraciones matematicas comienzan frecuentemente 
con el enunciado “suponga que p\, p 2 , ■■■ p„ son verdaderos” y concluye con el enunciado 
“por tanto, q es verdadero”. 

Cuando una condicional ip\ a p 2 a . . . a p n ) — » q es una tautologia, entonces siempre es 
verdadera, independientemente de los valores de verdad de los enunciados que componen q 
o de los Pi . En este caso, el argumento 


Pi,P2, ...,Pn 


q 


o 


Pi 

Pi 


Pn 

q 

es universalmente valido, sin importar que enunciados reales se sustituyan por las variables 
en q y en los p t . La validez depende de la forma de los enunciados y no de sus valores de 
verdad. Por ello, estos argumentos universalmente validos estan representados por metodos 
generales de razonamiento correcto, llamados reglas de inferencia. Los pasos de la demos- 
tracion matematica de un teorema deberan seguirse de la aplicacion de reglas de inferencia 
y una demostracion matematica debe iniciarse con la hipotesis, seguir a traves de varios pasos, 
cada uno justificado por alguna regia de inferencia, y llegar a la conclusion. Ya vimos que el 
argumento p q, q r p r & s universalmente valido y, por tanto, es una regia de 
inferencia. 


1.4 Argumentos 
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Damos a continuation algunas reglas de inferencia de gran utilidad: 


( \ 

1. P 

.. Pv Q adicidn 

2. P aQ 

P iimplificacion 

3. P 
P^Q 

.'. Q modus ponens 

4. P^Q 

~Q 

.'. ~ P modus tollens 

5. PvQ 
~P 

.'. Q silogismo disyuntivo 

6. P^Q 
Q^R 

.'. P — > R 

7. P 

Q 

.'.P/\Q conjuncion 

V 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1. 


En los problemas 1 a 10, muestre en cada caso si el argu- 
mento es valido. 
i p 

2. ~p^q,p ~q 

3. ~p^>q,q p 

4. p -> q, r ~q r ~p 

5- P -» ~q, ~r ~q P -» ~r 

6. Si estudio, no reprobare matematica. Si no juego basquet- 
bol, entonces estudio. Pero reprobare la matematica. Por 
tanto, jugue basquetbol. 

7. Si 6 es par, entonces 2 no divide a 7. O 5 no es primo, o 2 
divide a 7. Pero 5 es primo. 

8. Las rosas son rojas. 

Las rosas son azules. 

Por tanto, las rosas son rojas si y solo si son azules. 


9. Si trabajo, no puedo estudiar. 

O trabajo, o paso matematica. 

Pase la matematica. 

Por tanto, estudie. 

10. (p ^ q) a (q > p) p q 

En los problemas 11 a 18, efectue la demostracion requerida. 

11. Demuestre que p <-> q implica logicamente p — > q. 

12. Demuestre que p ~q no implica logicamente ap — > q. 

13. Demuestre que p a q implica logicamente a p. 

14. Demuestre que ~p implica logicamente ap — » q. 

15. Demuestre que pv q no implica logicamente a p. 

16. Dado p, p — » q y q — > r, pruebe r. 

17. Dado p a ~q, p^ryr-t(sv?), pruebe s. 

18. Dado p q, q r, pruebe p r. 
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I I 1.5 Cuantificadores 

A diferencia de las proposiciones que hemos estudiado hasta ahora, el enunciado x > 3 no 
es verdadero ni falso. Cuando la variable x se sustituye por ciertos valores, por ejemplo 7, la 
proposicion resultante es verdadera, en tanto que para otros valores de x, por ejemplo 2, 
la proposicion es falsa. Este es un ejemplo de un enunciado abierto, el cual viene a ser una 
proposicion solo cuando las variables son sustituidas por los nombres particulares de los 
objetos. Si un enunciado abierto se llama P y las variables x h x 2 , . . ., x n , escribimos P(x h x 2 , 
x n ), y en el caso de una sola variable, escribimos P(x). 

El enunciado “x u es igual a x x + x 3 ” es un enunciado abierto con tres variables. Si lo 
representamos con P(x h x 2 , x 3 ), entonces P(7, 3, 4) es verdadero, ya que 7 = 3 + 4, pero 
P{ 1, 2, 3) es falso. 


Definicion 1.5.1 Conjunto de verdad 

La coleccion de objetos que al emplearlos en lugar de las variables en un enunciado abierto 
lo convierten en una proposicion verdadera se llama el conjunto de verdad del enun- 
ciado. 


Antes de determinar el conjunto de verdad es necesario saber cuales objetos estan dis- 
ponibles para que se les tenga en cuenta. Es decir, debemos haber especificado un universo 
de discurso. Simbolizamos con A el conjunto universo. 

Conjunto universo 

Sea Q(x) el enunciado “x 2 = 4”. Si tomamos el conjunto de los numeros reales (R) como 
el universo de discurso, el conjunto de verdad de Q(x) es {2,-2}. Si el universo fuera el 
conjunto de los numeros naturales, entonces el conjunto de verdad serfa {2}. = 

Recordemos que un enunciado abierto P(x) no es una proposicion, pero P(a) si lo es para 
cualquier a en el universo de discurso. Otra forma de construir una proposicion a partir de 
P(x) es modificandola mediante un cuantificador. 


Definicion 1.5.2 Cuantificador universal 

Dado un enunciado abierto P(x) con variables x, el enunciado Vx, P(x) se lee “para todo x, 
P(x)" y es verdadero precisamente cuando el conjunto de verdad para P(x) es el universo 
complete . El simbolo V se llama cuantificador universal. 


Definicion 1.5.3 Cuantificador existencial 

El enunciado 3x, P(x) se lee “existe x tal que P(x)” y es verdadero precisamente cuando el 
conjunto de verdad para P(x) no es vacfo. El simbolo 3 se llama el cuantificador existen- 
cial. 


LESSEES Cuantificador existencial 

Suponga que el universo es el conjunto de los numeros reales; entonces 


1.5 Cuantificadores 
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a) 3x, x > 3 es verdadero, pero Vx, x > 3 es falso 

b ) 3x, |x| > 0 es verdadero, pero Vx, [xj > 0 es falso 

c) 3x, x 2 = -1 es falso, pero Vx, x + 2 > x es verdadero. 


LOESSES Cuantificador existencial 

Halle una negation de “cada numero real positivo tiene un inverso multiplicative”. 

Solution Sea el universo el conjunto de todos los numeros reales; el enunciado puede 
representarse por 


Vx, x > 0 => 3y, xy = 1 

La negation es ~(Vx, x > 0 => 3 y,xy = 1). Esto puede escribirse de las maneras siguien- 
tes: 


Dado un enunciado abierto P(x), la ^ 
proposicion 3 \x, P(x ) se lee “existe 
un unico x tal que P(x)’\ El enun- 
ciado 3 \x, P(x ) es verdadero 
cuando el conjunto de verdad 

mento del universo. 


a) 3x, ~(x > 0 => 3y, xy = 1) 

b) 3x, (x > 0 a ~(3y) xy = 1) 

c) 3x, (x > 0 a Vy, xy V 1) 

Esta ultima se lee: “Existe un numero positivo x para el que no hay inverso multiplica- 
tive”. = 


^EESHEn Cuantificador existential 

En el universo de los numeros naturales, la proposicion 3 !x, x es un numero par positivo 
y primo; es verdadero, ya que el unico elemento del conjunto de verdad es el 2. = 


| Cuantificador existencial 

El enunciado 3 !x, x 2 = 4 es verdadero si el conjunto universo es el de los numeros natu- 
rales, pero es falso cuando el universo es el conjunto de los numeros enteros, pues este 
universo tiene dos numeros, el 2 y el —2, que cumplen con la condition x 2 = 4. = 


Notas del aula 


^ Las dos equi valencias siguientes son de gran utilidad en las aplicaciones: 

enunciado abierto o predicado se 

a) ~Vx, P(x) equivale a 3x, ~P(x) 

b) ~3x, P(x) equivale a Vx, ~P(x) 

cadores como variables posee 
dicho enunciado abierto. 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2. 


En los problemas 1 a 10, considere los enunciados abiertos o Escriba las expresiones siguientes: 
predicados dados. ^ 

P(x, y): x es mas rapido que y 2 . 

Q(x, y): yes mas alto que x 3 . 

R(x): x pesa mas de 200 libras 4 . 


P(x, Jose) 

<2(Miguel, Luis) a 7?(Juan) 
P(x, y) Q(x, y) 

Q(x, y) -> R(x) 
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5. /’(Miguel, Jose) v [<2(Miguel, Jose) a /{(Jose)] 

6. Vx, Vy Q(x, y) P(x, y) 

7. Vx, P(x, Jose) R(x) 

8. 3x, /?(x) a Vy P(x, y) 

9. 3y, Vx, P(x, y) -> R(x) 

10. Vy, /{(Miguel) v 0(Miguel, y) 

En los problemas 1 1 a 15, escriba los predicados siguientes 
en forma simbolica: 

11. “No todas las piedras preciosas son bonitas”. 

12. “Existe un numero positivo que es el menor”. 

13. “Nadie ama a todo el mundo”. 

14. “Existe un unico presidente de Colombia”. 


15. “Existe un numero que es mas grande que cualquier solu- 
tion conocida para el problema o no hay solution”. 

1 6. En forma simbolica, escriba la negacion de los predicados 
dados en el ejercicio anterior. 

En los problemas 17 a 21, determine el valor de verdad de 
cada una de las proposiciones dadas. 

17. Vm, Bn, 2 n = m (A = enteros positivos). 

18. Vx, By, xy = 1 (A = numeros reales). 

19. 3x, 3y, xy = 1 (A = numeros reales). 

20. 3x, Vy, (x + y) 2 = x 2 + y 2 (A = numeros reales). 

21. 3!x, Vy, x + y = y (A = numeros reales). 


| | 1.6 Conjuntos y elementos 

La primera formulation de la teorfa de conjuntos aparece con los trabajos de George Cantor 
(1845-1918), quien desarrollo la parte principal de la teorfa como un subproducto de sus 
investigaciones sobre series trigonometricas. La teorfa de conjuntos trajo claridad y precision 
a la exposition de muchas teorfas y areas de la matematica, como la teorfa de las probabili- 
dades, la topologfa, la teorfa de los grupos, etcetera. 

Supongase que el proceso mental que une objetos segun una caracterfstica particular 
brinda un conocimiento intuitivo adecuado de lo que entendemos por conjunto. Los objetos 
reunidos de esta manera se llaman elementos y decimos que estos pertenecen al conjunto. 

En general representamos los elementos con letras minusculas a, b, c, ..., x,y, z y los 
conjuntos con letras mayusculas A,B, ... Cuando un elemento a pertenece al conjunto A se 
denota por: 


a £ A (“a pertenece a A”) 

El sfmbolo £ representa la relation fundamental de la teorfa de conjuntos, la relation de 
pertenencia. Esta es la relation entre un elemento y un conjunto. Para expresar que el elemento 
a no pertenece al conjunto A se representa con: 

a e A (“ a no pertenece a A”) 


Definition 1.6.1 Conjuntos y elementos 

Un conjunto es una coleccion bien definida de objetos, llamados sus elementos. Los con- 
juntos se simbolizan con letras mayusculas A, B , ... Los objetos que componen el conjunto 
se denominan elementos o miembros y se denotan con letras minusculas a, b, ... 


Si la caracterfstica particular que observamos en una colectividad es la de estar en el 
mismo curso de matematica, entonces esa colectividad constituye un conjunto y cada uno de 
los companeros de clase de matematica es un elemento del conjunto. 

Hay dos formas de escribir los conjuntos; la primera de ellas sigue el principio de exten- 
sion, por el cual podemos determinar el conjunto enumerando todos sus elementos. La segunda 
sigue el principio de comprension o abstraction, por el cual es posible determinar un con- 
junto identificando sus elementos mediante una propiedad comun a ellos. 


1.6 Conjuntos y elementos 
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Def inicion 1,6.2 Description de conjuntos por extension y por comprension 

Para escribir un conjunto por extension, se enumeran todos sus elementos separandolos 
con comas y luego se encierran entre llaves {...}. 

Para escribir un conjunto por comprension se elige un elemento arbitrario x y se senala 
que cumple la propiedad P{x). Finalmente, se encierra toda la expresion entre llaves: 

A = {x\x P(x)} 

que se lee “A es el conjunto de todos los elementos x tales que los x cumplen la propiedad 
P(x)” ( | se lee “tal que”). 


>?R T /iaVld Conjuntos 

El conjunto de los primeros cinco numeros enteros positivos puede escribirse por exten- 
sion: 

A = {1, 2, 3, 4, 5} 

pero tambien se puede escribir por comprension: 

A = {x | x es uno de los primeros cinco enteros positivos} = 

Escribimos un conjunto por extension cuando tiene un numero reducido de elementos, 
y lo escribimos por comprension cuando tiene un numero grande de elementos. 

H3EEHEH Notacion de conjuntos por extension 

Escriba por extension el conjunto 

A = {x | x es una vocal del espanol} 


Solucion A = {a, e, i, o, u} 


Escriba por comprension el conjunto 

A = {2, 4, 6, 8, 10} 


Solucion A = (x | x es un numero entero positivo par menor que 12}. 


Definicion 1.6.3 Conjuntos iguales 

Decimos que dos conjuntos Ay B son iguales si tienen los mismos elementos. Para indicar 
Ay B son iguales se escribe: 

A = B 


| x] Conjuntos iguales 

Los conjuntos 

A ={x | x 2 = 4} 
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y 


B = {x | x es un numero par distinto de cero entre — 3 y 3} 


son iguales, ya que tienen los mismos elementos: A = {—2, 2}, B = {—2, 2}; A = B. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2. 


En los problemas 1 a 10, escriba los conjuntos dados por 
extension, cuando sea posible. 

1. A = {x | x es un numero real y x 2 = 0} 

2 . B = {x | x es una letra de la palabra agricultor} 

3 . C = {x | x es un numero entero comprendido entre 
-1 y 1} 

4 . D = {x | x es un entero positivo par menor que 15} 

5. E = {x | x es un entero positivo tal que 4 + x = 3} 

6. F = {x | x es un numero positivo par} 

7. G = {x | x es un multiplo entero de 5} 

8 . H = {x | x es un pais del continente americano cuyo nom- 
bre comienza con P}. 

9. I = (x | x es el rector de su universidad} 

10 . J = {x | x es uno de sus profesores} 


En los problemas 1 1 a 20, escriba por comprension los con- 
juntos dados. 

11 . A = {a, e, i, o, u} 

12. B = (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,...} 

13 . C = {1, 3, 5,7, 9, 11, 13, 15,...} 

14 . D = (a, b, c, d, e,..., x, y, z} 

15 . £ = {4,9, 16,...} 

16 . F = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 

17 . G = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 

18 . H — (—2, 2} 

19 . I = {Santo Domingo} 

20 . / = {} 


| | 1.7 Cardinalidad ytipos de conjuntos 

Hay conjuntos que tienen un numero finito de elementos; se llaman conjuntos finitos. Un 
conjunto que no tiene un numero finito de elementos se llama un conjunto infinito. 

MSHnSjH Conjunto finito 

El conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} es un conjunto finito, pues tiene un numero finito de 
elementos, seis. = 


H3HSSEB Conjunto infinito 

El conjunto 


A = {x | x es un numero entero positivo} 

es un conjunto infinito, ya que dado cualquier numero entero positivo podemos obtener 
el proximo anadiendo la unidad. Este proceso puede repetirse un numero arbitrariamente 
grande de veces; el proceso nunca termina, por tanto, el numero de elementos no es 
finito. = 

El concepto de numero de elementos de un conjunto finito es de mucha importancia en 
las aplicaciones de la teorfa de conjuntos. 


1.7 Cardinalidad ytipos de conjuntos 
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Definicion 1.7.1 Cardinalidad 

El numero de elementos de un conjunto finite es lo que se llama la cardinalidad de dicho 
conjunto. La cardinalidad de un conjunto finite A se denota por: 

Card (A) o | A | 

Muchos autores usan la expresion #A para indicar dicha cardinalidad. 


Definicion 1.7.2 Conjuntos equipotentes 

Dos conjuntos finitos X y Y se dicen ser equipotentes si tienen exactamente el mismo 
numero de elementos. 


La cardinalidad de un conjunto finite A es el numero entero que representa el numero de 
elementos del conjunto A. Como hemos dicho, para cualquier conjunto finito A, su cardina- 
lidad se representa con Card (A) o | A |. 

Cardinalidad de un conjunto 

La cardinalidad del conjunto A = { h, i, j, k, 1, n } es 6, ya que A tiene seis elementos; por 
tanto, Card (A) = 6. = 


MESSES— Cardinalidad de un conjunto 

La cardinalidad del conjunto 

B = { x | x es un numero primo y par } 

es 1, ya que hay un solo numero primo que es par, el 2; por ende, Card (B) = 1. 


MBHSISIL Cardinalidad de un conjunto 

La cardinalidad del conjunto 


C = {a, b, a, a, b} 

es 2, ya que C solo tiene dos elementos distintos; asf. Card (C) = 2. = 

Los conjuntos A = {a, a, b}, B = {a, b} y C = {b, a} son iguales. Observe que cambiar 
el orden de los elementos del conjunto no hace que el conjunto varfe; ademas, cuando algun 
elemento aparece repetido se cuenta una sola vez. 

Por razones tecnicas de las aplicaciones se hace necesario considerar el conjunto que 
carece de elementos. Este conjunto se llama el conjunto vacio y se denota por { } o 0. 

MESSES! Conjunto vacio 

El conjunto 

A = { x | x es un profesor de matematica con mas de trescientos afios de edad} 
carece evidentemente de elementos. Por tanto, A es un conjunto vacio, es decir, 


A = {}oA = 0 
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Def inicion 1 .7.3 Conjunto vacfo 

El conjunto vacio es el que carece de elementos. Se denota por { } o 0. 

El lector puede notar que si 0 = {x P(x)}, la propiedad P(x) es tal que ningun objeto la 
satisface. 

Def inicion 1 .7.4 Conjunto unitario 

Un conjunto A es un conjunto unitario si tiene un solo elemento. 

Conjunto unitario 

El conjunto A dado por A = {x \ x es una capital de Peru} es evidentemente un conjunto 
unitario, ya que hay una sola capital en Peru. Por tanto, A es un conjunto unitario. = 

Note que si A = {x\ P(x)} es un conjunto unitario, entonces la propiedad P(x) que define 
el conjunto es satisfecha por un solo objeto. 

Def inicion 1.7.5 Conjunto universal 

En cualquier aplicacion de la teorfa de conjuntos, los elementos de todos los conjuntos 
pertenecen usualmente a un gran conjunto fijo llamado conjunto universal. Este se denota 
por U. 

Conjunto universal 

Si trabajamos con conjuntos de comunidades humanas, entonces en Colombia un buen 
conjunto universal es el de los colombianos que viven en el pais. = 

Def inicion 1.7.6 Subconjunto 

Si cada elemento de un conjunto A es tambien elemento de un conjunto B, entonces se dice 
que A es un subconjunto de B. Se dice tambien que A esta contenido en B o que B contiene 
a A. La relation de subconjunto viene dada por: 

ACB o BztA 

Si A = B, entonces AG By BCA son verdaderos. 

Si A es un subconjunto de B, pero Ay B no son iguales, entonces decimos que A es un 
subconjunto propio de B. 

Si A no es un subconjunto de B, es decir, si al menos un elemento de A no pertenece a 
B, escribimos ActB. 

Subconjuntos 


Considere los conjuntos A = {1, 3, 4, 5, 8, 9}, B = {1, 2, 3, 5, 7} y C = {1, 5}. 


1.7 Cardinalidad y tipos de conjuntos 
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Observe que todos los elementos del conjunto C estan en el conjunto A; por tanto 
C C A. Asimismo, podemos observar que CCB. Sin embargo, no todos los elementos de 
B estan en A, por lo que podemos decir que B <z A. Ademas, ActB,A<xCyB<xC. = 


En los conjuntos dados del ejemplo anterior se advierte que C C B, pero B <z C. Sin 
embargo tenemos que: 


B ct A y A <2 B 

es decir, B no es un subconjunto deA ni A es subconjunto de B. En este caso decimos que los 
conjuntos Ay B son no comparables. 

► Dados dos conjuntos no vacios A y B, si A C B, entonces es posible que A = B. Si A C B, 
pero A#fi, entonces se dice que A es un subconjunto propio de B. 

En muchos casos se usa A cz B para indicar simplemente que A es un subconjunto de B 
y A C B para denotar que A es un subconjunto propio de B. 

Si A C B, se dice simplemente que A es un subconjunto de B y que B es un superconjunto 
para A. Si lo que interesa es senalar que A es un subconjunto propio de B, se expresa de manera 
categorica. 

Para conjuntos AyB cualesquiera se tiene: 

a) 0C A C U 

b ) ACA 

c ) Si A C B y B C C, entonces A C C 

d) A = B si y solo si A CB y B C A. 

El inciso d) indica que para comprobar que A = B debemos verificar dos cosas: primero, que 
AG By segundo que SCA. 

Si A y B no tienen elementos en comun, entonces se dice que Ay B son disjuntos. 

Para conjuntos A y B no vacios se tiene que: 

a) A = B significa que Vx, i£Aoi£/i 

b) AcB significa que Vx, x G A — > x G B 

c ) Ay B disjuntos significa que Vx, ~(x £Aax£5) 

► Puesto que Vx, x£A->x£A,se tiene que Ac A. Todo conjunto es subconjunto de si 
mismo. 

Una representacion grafica de los conjuntos y de las relaciones entre ellos se lleva a cabo 
con los llamados diagramas de Venn (figuras 1.7.1, 1.7.2 y 1.7.3). Estos diagramas son 
figuras planas cerradas; normalmente, el conjunto universal se representa por el interior de 
un rectangulo y los otros conjuntos mediante discos incluidos en el rectangulo. 



FIGURA 1.7.1 A esun subcon- 
junto de B, A C B. 


FIGURA 1.7.2 Ay B tienen unos 
elementos en comun, otros no. 


FIGURA 1.7.3 Ay B son conjun- 
tos disjuntos. 
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■ Familia de conjuntos y conjunto potencia Considere el conjunto A = {1, 3, 5, 7}. El 

objeto 3 es un elemento del conjunto A, pero 3 no se visualiza como un conjunto; sin embargo 
{3} no es un elemento de A, pero es un subconjunto de A. En simbolos podemos decir que: 

3G A y que {3}cA 

Supongase que deseamos formar un conjunto cuyos elementos sean a su vez conjuntos; esta- 
rfamos en presencia de una coleccion de conjuntos o familia de conjuntos. Asi, si Ai,A 2) A 3 
son conjuntos, el conjunto que los tiene como sus elementos es la familia de conjuntos 


F = {A h A 2 ,A 3 } 


Aquf A i G F, pero {A |} c F. A x es un elemento de F, pero {A , } es el subconjunto de F que 
consta de un elemento, A x . 

^EEEEEXIll Familia de conjuntos 

El conjunto A = {1, 2, 4, 8} no es una familia de conjuntos, ya que sus elementos no son 
conjuntos. 

El conjunto F = {{1}, {2}, {4}, {8}} es una familia de conjuntos porque sus elementos 
son a su vez conjuntos. 

Asimismo, el conjunto F = {{1}, {2, 4}} es una familia de conjuntos porque sus ele- 
mentos son a su vez conjuntos. = 

Cuando debemos utilizar una sucesion de conjuntos los distinguimos mediante sublndi- 
ces, de esta forma: 


A X ,A 2 , ...,A n 

Los submdices son elementos de un conjunto fijado de antemano; para el desarrollo de 
estas ideas usaremos el conjunto de los numeros enteros positivos N como conjunto de indi- 
ces. Por ejemplo, el conjunto de A 3 es el conjunto que ocupa el tercer lugar en la sucesion, 
asimismo para el resto de elementos de la sucesion. Estos conjuntos de la sucesion determi- 
nan una familia de conjuntos dada por: 


F = {A,- | i G Id N} = {A h A 2 , A 3 ,...} 

donde i toma los valores 1, 2, 3,. . . hasta un numero natural n si la familia es finita. 

Familia de conjuntos 

Si A x = {1, 3, 5}, A 2 = {3, 7}, A 3 = {1, 5, 9}, A 4 = {3, 9}, entonces podemos formar varias 
familias de conjuntos, una de las cuales es: 


F = {A|, A 2 , A 4 } 


o 


F = {{1,3, 5}, {3, 7}, {3, 9}} = 

Dado un conjunto A cualquiera podemos elegir algunos subconjuntos de A para formar 
una familia de conjuntos. Asi, los elementos de dicha familia seran subconjuntos de A. 


M333SBE13 

Dado A = {3, 8, 9}, tomemos algunos subconjuntos de A; digamos A x = {3}, A 2 = {9}, 
A 3 = {3, 9}, A 4 = {8, 9}. El conjunto 

F = {A,, A 2 , A 3 , A 4 } 


1.7 Cardinalidad y tipos de conjuntos 
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F = {{3}, {9}, {3, 9}, {8, 9}} 


es una familia de subconjuntos del conjunto A dado. 


Definicion 1.7.7 Conjunto potencia 

Dado un conjunto A cualquiera, la familia de conjuntos cuyos elementos son todos los 
posibles subconjuntos de A se llama conjunto potencia de A. El conjunto potencia de A se 
denota por fp(A). 


La cardinalidad del conjunto potencia de un conjunto finito A es 2", donde n es la cardi- 
nalidad de A (numero de elementos de A). 

Para obtener todos los subconjuntos de un conjunto dado A, procedemos de esta 
manera: 

a) 0 y A son subconjuntos de A. 

b ) Formamos todos los subconjuntos de A con un elemento. 

c) Formamos todos los subconjuntos de A con dos elementos. 


Asf sucesivamente hasta tener 2" subconjuntos de A, incluido 0 y A. 


Conjunto potencia 

Determine el conjunto potencia de A = {a, b, c}. 

Solucion El numero de elementos de p(A) = 2 3 = 8. Ahora, 

P(A) = {0, {a, b, c}, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}} 

En el ejemplo anterior podemos notar que, por citar un caso, {a, b)£ (3 (A), no obstante, 
{a, b} C A. Asimismo, podemos decir que {{a, b}} C p(A). 

Note que los elementos de una familia de conjuntos son conjuntos, pero los subconjun- 
tos de una familia de conjuntos son familias de conjuntos. 


Conjunto potencia 

Determine el conjunto potencia del conjunto A = {0, 1}. 
Solucion El numero de elementos de p(A) es 2 2 = 4: 

p(A) = {0,{O},{l},{O, 1}} 

Observe que {1} G p(A), pero {{1}} C p(A). 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2. 


1. En los problemas 1 a 20 de los ejercicios 1.6, determine 
el numero de elementos de los conjuntos finitos. Si el con- 
junto es infinito escriba °°. 

2. Enumere los conjuntos unitarios del ejercicio 1. 

3. Enumere los conjuntos vaclos del ejercicio 1. 

En los problemas 4 a 8, escriba lo que se indica. 

4. Un conjunto cuya cardinalidad sea 3. 

5. Un conjunto cuya cardinalidad sea 1. 

6. Un conjunto cuya cardinalidad sea 0. 

7. Un conjunto cuya cardinalidad sea 10. 

8. Un conjunto infinito. 

En los problemas 9 a 11, considere U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

9. }; A = { 1,4, 9,}, B = {x \ x G U y x es un cuadrado}, C = 

{1, 2, 3, 5, 7, 9}, D = {2, 3, 5, 7} y determine lo que se pide. 

9. Cuales conjuntos son subconjuntos de los otros. 

10. Cuales conjuntos son subconjuntos propios de otros. 

11. Los pares de conjuntos que son disjuntos. 

En los problemas 12 y 13 compruebe: 

12. Que si A C B, pero Ay B son disjuntos, entonces A = 0. 

13. Que siACZ?yC = {x|xGAy;cGB}, entonces C = A. 

En los problemas 14 a 23, complete en cada caso el espacio 
en bianco con el sunbolo apropiado (G, £ , C, c2) para que la 
proposition sea verdadera. 

14. 2 {x | x es un numero primo}. 

15. 2 {1,{2},2}. 

16- {{2}} {1,{2},2}. 

17- {2, 3} {1,{2}, {2, 3}}. 

18- {{1. 2}} {1, {2}, {2, 3}}. 

19. {p} ip,q,r,{q},{p,q},{p}}. 

20- {1} M2}, {2, 3}}. 

21. {<?) {p, q, r, {q}, {p, q}, {{/?}}}. 

22. {1,2} {1,2,3}. 

23. {{1}, {2, 3}} {1, {1}, {2}, {2, 3}, 5}. 

En los problemas 24 a 35, suponga A = {2, 4, 6, 8}, B = {1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, C = {x\x es un entero positivo par menor 
que 10}, D = {1, 2, 3, 5, 7, 9, 10}, y de el valor de verdad de 
cada una de las proposiciones siguientes. 

24. Acfi 25. ACC 

26. SC A 27. SCC 

28. CCA 29. CCS 

30. A = S 31. A = C 


32. S = C 

33. By C comparables 

34. A y S comparables 

35. A y S comparables 

En los problemas 36 a 45, de el valor de verdad de cada una 
de las proposiciones dadas. 

36. 0 G A, VA 

37. 0CA, VA 

38. A C £/, VA 

39. A G U, VA 

40. U <Z A, VA 

41. E7 G A, VA 

42. 0 = {0} 

43. 0C{0} 

44. {0}G{{0}} 

45. 0 G U 

En los problemas 46 a 50, determine el conjunto potencia de 
los conjuntos dados. 

46. 0 

47. {0} 

48. {1,2,3} 

49. {a, b, c, d, e} 

50. {0, 1} 

En los problemas 51 a 55, senale cuales de las familias dadas 
son conjunto potencia de algun conjunto y determine dicho 
conjunto. 

51. {0,{a}} 

52. {{1},{0},{0,1}} 

53. {0, {a}, {b}, {c}, {a, b, c}} 

54. {0,{a},{b},{a,b}} 

55. {0,{-l},{l},{O}, {-1,0,1}} 

En los problemas 56 a 65, suponga A = {1, 3, 5} y de el valor 
de verdad de las proposiciones dadas. 

56. 0Cf)(A) 

57. 0Gp(A) 

58. {1, 3}c p(A) 

59. {1, 2} G fp{A) 

60. {3, 5}cA 

61. {3, 5}c fc>(A) 

62. 3 G A 63. 2 G A 

64. {l}cp(A) 65. {5} G p(A) 


1.7 Cardinalidad y tipos de conjuntos 
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I I 1.8 Operaciones con conjuntos 


Uno de los hechos mas interesantes acerca de la teorfa de conjuntos es que las operaciones 
basicas de esta teorfa se corresponden de forma muy estrecha con las estructuras logicas que 
obtenemos al utilizar conectivos. 



FIGURA 1.8.1 Intersection de los 
conjuntos Ay B. 


■ Intersection de conjuntos La intersection de dos conjuntos A y B es el conjunto formado 
por todos los elementos comunes a los dos conjuntos. La intersection de A y B se denota por 
A n B, y en lenguaje logico el conjunto puede escribirse como: 

A C\ B = {x\x E A a x E B} 

La operacion de intersection de conjuntos comparte muchas propiedades con el conec- 
tivo A. 

En los diagramas de V enn, la intersection de A y B se representa por la region sombreada 

en la FIGURA 1.8.1. 


PROPIEDADES DE LA INTERSECCION DE CONJUNTOS 


Las propiedades siguientes se cumplen para la intersection de dos conjuntos Ay B. 

V representa el conjunto universal. 

a) A Cl B = B Cl A, propiedad conmutativa. 

b ) (AnB)nC = An(BnC)=AnfinC, propiedad asociativa. 

c) A Cl U = A, propiedad de la existencia de la identidad. 

d) 0 Cl A = 0, propiedad de la existencia de un elemento absorbente. 

V * 



FIGURA 1.8.2 


H3E35EXI Intersection de conjuntos 

Dados los conjuntos A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {2, 3, 5, 7, 9, 11} determine el conjunto 
intersection de A y B. 

Solution Los elementos que estan o pertenecen tanto a A como a B son 2, 3, 5; por 
tanto 


A Cl B = (2, 3, 5} 

En la FIGURA 1.8.2 se muestra la intersection de estos conjuntos. Observe que la parte 
sombreada contiene precisamente los elementos que pertenecen a A Cl B. = 


Si A C B, entonces A Cl B = A, como puede notarse en la FIGURA 1 .8.3. 

Muchas veces es necesario calcular la intersection de tres conjuntos A, B, C. Sin embargo, 
es bueno que se destaque que la operacion de intersection siempre se lleva a cabo entre dos 
conjuntos; para realizar la intersection de tres conjuntos, es decir, para determinar el conjunto 
formado por los elementos comunes de A, B y C, primero se busca la intersection de A y B; 
el resultado buscado es la intersection de A n B con C. Si D = A D B, entonces, 


figura 1.8.3 a n b = a AnBnc = (AnB)nc = Dnc 
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~ Interseccion de conjuntos 

Dados los conjuntos A = {b, c, d, e}, B = {c, e, h, f, k} y C = {a, b, e, h}, determine A n 
BHC 

Solucion Primero se busca A D B: 

D = A n B = {c, e} 

Luego se calcula AflfinC=DnC = {e}. Por tanto, 

Ansnc = {e} 

Graficamente la solucion es: 



Ansnc 


FIGURA 1.8.4 

Si A h A 2 , A 3 , . . A n es una sucesion de conjuntos, podemos calcular su interseccion (el 
conjunto de los elementos comunes a todos los conjuntos) tomandolos dos a dos en la expre- 
sion: 


Aj n a 2 n a 3 n ... n a „ 

o mas breve G A,. 

Interseccion de conjuntos 

Dada la sucesion de conjuntos: 

Aj = {1, 3}, A 2 = {3, 5, 7, 9}, A 3 = {1, 3, 5, 1 1, 13} 

determine r\A I =A 1 HA 2 HA r 

Solucion Si ponemos D 12 = A x D A 2 , entonces 

G A, = A 3 PI A 2 G A 3 = D 2 2 pi A 3 
Ahora, D 12 = A, GA 2 = {3}. Por tanto, 

nA l =A 1 GA 2 GA 3 = D 12 G A 3 = {3} G (1, 3, 5, 11, 13} = {3} 


■ Union de conjuntos La union de dos conjuntos Ay B consta de todos los elementos que 
pertenecen a A o a B. La union de A y B se denota por A U B. En lenguaje logico podemos 
escribir: 


AUfl = {r|r£AvrGB} 

Note que si extraemos un elemento de A U B, este puede estar solo en A, o solo en B, o ser 
un elemento comun a A y a B. 


1.8 Operaciones con conjuntos 
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La representation grafica de A U B se expresa por una de las situaciones descritas en las 
FIGURAS 1.8.5 a 1.8.7, en las que la region sombreada en cada caso corresponde al conjunto 
AUB. 


© 


°o 
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FIGURA 1.8.5 FIGURA 1.8.6 FIGURA 1.8.7 


BBI Union de conjuntos 

Dados los conjuntos A = {a, b, c, d, e} y B = {b, c, f, g, h}, determine el conjunto 
AUfi. 

Solution Puesto que enAUfi deben estar representados tanto los elementos de A como 
los de B, tenemos que A U B es la unification de A con B, es decir, ponemos juntos los 
elementos de A con los de B: 


A U B = {a, b, c, d, e, f, g, h} 


La situation grafica del ejemplo anterior es la siguiente: 



FIGURA 1.8.8 


PROPIEDADES DE LA UNION DE DOS CONJUNTOS 


Las siguientes propiedades se cumplen para la union de dos conjuntos A y B. U repre- 
senta el conjunto universal. 

a) A U B = B U A, propiedad conmutativa. 

b ) (AUB)UC = AU(BUC), propiedad asociativa. 

c) A U 0 = A, propiedad de la existencia de la identidad. 

d) A U U = U, propiedad de la existencia del conjunto absorbente. 


En muchas circunstancias necesitamos obtener la union de mas de dos conjuntos; pero 
la union es una operation entre dos conjuntos, de ahf que necesitemos recurrir a la propiedad 
asociativa para poder obtener un conjunto A U B U C, cuando A, B y C son conjuntos 
dados. 

Para calcular A UBUC, primero obtenemos A U By luego unimos este resultado con 
el conjunto C. Si 


D = AUB 

entonces A UBUC=(AUB)UC = DUC. 
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^EUZEEUI Union de conjuntos 

Dados los conjuntos A = {0, 1, 2, 3, 5}, B = {1, 3, 5, 7} y C = {2, 6, 8}, determine A U B 
U C. 

Solucion Primero calculamos D = A U B = {0, 1, 2, 3, 5, 7} y luego calculamos DU C 
para obtener AUBUC 

A U B U C = (A U B) U C « D U C = {0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8} 

En la figura se muestra la representacion grafica correspondiente. E§ 



FIGURA 1.8.9 


Si A 1; A 2 , A 3 , . . ., A„ es una sucesion de conjuntos, entonces la union de ellos se define 

por: 

A]UA 2 UA 3 U ... U A n o bien, U A, 
donde las uniones de conjuntos se realizan dos a dos. 

H3E3QEI3 Union de conjuntos 

Dados A 1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A 2 = {1, 3, 5, 7}, A 3 = {2, 4, 6, 8}, determine U A, 

Solucion Aj U A 2 U A 3 = U A. se obtiene calculando en primer lugar el conjunto D 12 
= A x U A 2 , y luego el resultado se une con A 3 : 

D 12 =AjUA 2 ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 

Ahora, 

Aj U A 2 U A 3 = (A l U A 2 ) U A 3 = D 12 U A 3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 

En la FIGURA 1.8.10 se muestra la representacion grafica respectiva. 



FIGURA 1.8.10 


Las propiedades siguientes se cumplen para las operaciones de union e interseccion de 
conjuntos. 

a) A U (B n C) = (A U B) n (A U C), propiedad distributiva de la union respecto a 
la interseccion. 

b) A (~l {B U C) = (A n B) U (A n C), propiedad distributiva de la interseccion 
respecto a la union. 


1.8 Operaciones con conjuntos 



■ Diferencia de conjuntos La diferencia entre dos conjuntos A y B o el complemento 
relativo de B respecto a A es el conjunto que consiste en todos los elementos que pertenecen 
aAperonoafi. La diferencia entre A yBsedenota por A — B. En lenguaje de la logical — B 
se representa como: 

A — B = {x\x G A a ~(x G B)} = {x\x GA ax £ B} 

El complemento de un conjunto A, que se denota por A' o por A c , es el conjunto U — A, que 
puede describirse como: 


A' = U — A = {x G U\~(x G A)} 

La operacion de tomar complementos es similar a la operacion de negacion en logica. 

En las FIGURAS 1.8.11 y 1.8.12 se muestra las representaciones graficas de la diferencia de 
conjuntos y la de tomar complementos. 



A - B 

FIGURA 1.8.11 Diferencia de 
conjuntos 


A' = U — A 

FIGURA 1.8.12 Complemento de 
conjuntos 


Los hechos siguientes son verdaderos respecto a conjuntos y sus complementos: 

a) AnA'=0,VA 

b) AUA' = U, VA 



MffiSSEII Diferencia de conjuntos 

Dados A = {a, b, c, d, e, f} y B = {c, d, e, f, g, h), determine el conjunto A — B. 

Solucion El conjunto A — B esta form ado por todos los elementos de A que nolo sonde 
B, asf que los elementos de A — B son a, b. Por tanto: 

A- B = { a, b} = 


| Diferencia de conjuntos 

Dados el conjunto universal U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} y el conjunto A = {3, 8, 9}, 
determine A'. 
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Solucion El complemento de A es el conjunto formado por todos los elementos de V que 
no son elementos de A: 


A' = {0, 1, 2, 4, 5, 6, 7} = 

■ Diferencia simetrica de conjuntos La diferencia simetrica de dos conjuntos Ay B es 
el conjunto formado por los elementos de la union de A y B, eliminando los elementos de la 
interseccion de/1 y B. La diferencia simetrica de A y B se denota por A A B. Usando el lenguaje 
logico podemos expresar A A B como 

A AB = {x\xG A vB} 

Note que de acuerdo con la descripcion dada para la diferencia simetrica, podemos escri- 
bir: 


4Afl = (AUS)-(AnB)oAAB = (A-B)U(fi-A) 
En la FIGURA 1.8.13 se muestra graficamente la situacion que describe AAB. 



FIGURA 1.8.13 A AB = (A — B) 

U (B - A) 


Cabe senalar lo siguiente: 

a) Si A y B son disjuntos, entonces aAAB=AUB. 

b) Si A C B, entonces aAAB = B-A. 

c ) Si A 3 B, entonces A A B = A - B. 

d ) A A (B A C) = (A A B) A C, ley asociativa para la diferencia simetrica. 

e ) AAB = BAA,ley conmutativa para la diferencia simetrica. 

f) S\ A A B = A A C, entonces B = C, ley de cancelacion para la diferencia simetrica. 

g ) A (A (B A C) = (A D B) A (A (A C), ley distributiva de la interseccion respecto a la dife- 
renciacion simetrica. 


Diferencia simetrica de conjuntos 

Dados los conjuntos A = {1, 3, 5, 7, 9, 1 1, 13, 15} y B = (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}, deter- 
mine AAB. 

Solucion Sabemos que enAAB entran todos los elementos de A y B que no son comu- 
nes aAyaB; por tanto, 


AAB ={1,2, 9, 15, 17, 19} 

En la FIGURA 1.8.14 se muestra graficamente este resultado. 


1.8 Operaciones con conjuntos 
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FIGURA 1.8.14 A AS 

Las operaciones con conjuntos cumplen las leyes del algebra de conjuntos, que son las 
siguientes. 



En muchas ocasiones se presentan situaciones en las que es necesario realizar varias 
operaciones simultaneamente. Para trabajar o calcular estas expresiones hay que ser cuida- 
dosos al aplicar las operaciones fundamentales con conjuntos, asi como las leyes de estas 
operaciones. 

H3E35EXE1 Operaciones con conjuntos 

Dados los conjuntos A = {a, b, c, d}, B = {a, e, f, g}, C = {a, b, h, k}, determine los con- 
juntos siguientes, donde U = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, 1, m}: 

a) (A - B)T C 

b ) (A A QUA' 

Solucion a) A - B = {b, c, d}, (A - B )' = {a, e, f, g, h, i, j, k, 1, m} 

(A - B)' n C = {a, h, k} 
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b ) A - C — {c, d}, C - A = {h, k},AAC = {c, d, h, k} 


A' = {e, f, g, h, i, j, k, 1, m} 

(A A Q U A' = {c, d, e, f, g, h, i, j, k, 1, m} 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3. 


En los problemas 1 a 20, suponga U = {a, b, c, d, e, f, g, h, i}, 
A = {a, b, c, d, e}, B = {d, e, f, g}, C = {e, f, g, h, i}, D = 

{a, c, e, g, i },E = {b, d, f, h}, F = {a, e, i}, y determine lo que 
se indica. 

1. AUfi 

2. AflB 

3. COD 

4. £UF 

5. A n c 

6. A n c 

7. CUD 

8 . EOF 

9. A' 

10. B' 

11. B - A 

12. E' n F' 

13. A — B 

14. ( E U F)' 

15. A n (B U O 

16. (A n B) U (A U Q 

17. (Anfl)-B 

18. (A - E)' 

19. (C U A) — E' 

20. (BUFJ'UA 

En los problemas 21 a 30, suponga los conjuntos K = {2, 4, 

6, 8}, L = { 1, 2, 3, 4}, M = {3, 4, 5, 6, 8}, U = {1, 2, 3,. . . , 10}, 
y determine lo que se indica. 

21. K’ 

22. (KUL)' 

23. (AT n K) 

24. KAM' 

25. (K — L)' A M 

26. (AT - K')-L 

27. U' - 0' 

28. UAL 


29. (£/')' A0 

30. (KAL) - M 

En los problemas 3 1 a 40, suponga que los conjuntos A, B, C 
son cualesquiera, U el conjunto universo y 0 el conjunto 
vacio, y simplifique las expresiones dadas. 

31. (A n U) u 0 

32. (A - U) n (B - 0) 

33. (0 U A) n (B U A) 

34. A fl (A U B) 

35. (B U U) n (A n LO 

36. (A fl A')' 

37. u n u 

38. AAU 

39. BA0 

40. {B A U)' 

En los problemas 41 a 50, suponga dados los conjuntos A, B 
y C no vacios; use diagramas de Venn para ilustrar los resul- 
tados obtenidos al efectuar las operaciones indicadas en las 
expresiones dadas. 

41. AUB 

42. AHB 

43. A — B 

44. AAB 

45. (A' fl B') fl C' 

46. B' U A' 

47. ATlB 

48. (A U B)' n (A u cy 

49. (A' A B') fl C' 

50. A HB' 

En los problemas 5 1 a 56, si sabemos que un conjunto G es 
subconjunto de un conjunto A no vacio, determine la veraci- 
dad de los enunciados dados. 

51. A n G = G 

52. G U A = A 
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53. (G-A)dA 

54. (G-A)aG 

55. GAA = A U G 

56. (A - G) n A = (A - G) 

En los problemas 57 a 62, considere los conjuntos 
Aj = {2, 3, 5}, A 2 = {1, 4}, A 3 = {1, 2, 3}, A 4 = {1, 3, 5, 7}, 
A 5 = {3, 5, 8}, A 6 = {1, 7}, U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, y 
determine lo que se indica. 

57. UA 

58. ua: 

59. HA , 


60. n (A, - A m ) 


6 i. n a: A n a, 



En los problemas 63 a 67, considere conjuntos Ay B cuales- 
quiera y realice las demostraciones propuestas. 

63. Demuestre que (A U B)' = A' C\ B' . 

64. Demuestre que (A U B) n B' = A si y solo si A n B = 

0 . 

65. Demuestre que si A y B son subconjuntos de U, entonces 
A n B' = A si y solo si A n B = 0. 

66. Demuestre que (AUfi)UC = AU(fiUC). 

67. Demuestre que (A fi B) D C = A fl (fi n Q. 


j | 1.9 Conjuntos y tecnicas de conteo 

Una de las ideas mas importantes en la aplicacion de la teorfa de conjuntos esta relacionada 
con el proceso de contar. Se cuenta el numero de elementos de un conjunto, el numero de 
maneras en que un proceso puede ocurrir, etcetera. En esta section consideramos la solucion 
de estos problemas a partir de la relation que expresa el numero de elementos en la union de 
conjuntos. En el tratamiento del problema entran dos situaciones: primero, cuando los con- 
juntos que intervienen son disjuntos, y segundo, cuando no lo son. 

■ Caso de pares de conjuntos disjuntos Parece razonable esperar que la cardinalidad de 
A U B, | A U B | sea igual a | A | + | B |, ya que la union de A y B se obtiene juntando los ele- 
mentos de A con los de B. Este es el caso cuando A y B son conjuntos disjuntos, ya que cuando 
contamos sus elementos sabemos que cada uno viene de A o de B, pero no de los dos al mismo 
tiempo. Esto desemboca en el principio de conteo siguiente. 



Conteo 

Sea A = {1, 2} y B = {a, b, c}; determine | A U B |. 

Solucion Por ser A y B disjuntos, al contar los elementos de A U fi, cada elemento se 
cuenta una sola vez; por tanto, 

|AUfi| = |A| + |fi| = 2 + 3 = 5 

Es claro que puesto que A U fi = {1, 2, a, b, c}, se tiene que | A U fi | = 5. = 


■ Caso de pares de conjuntos no disjuntos Si A y fi no son disjuntos, entonces el problema 
de determinar el numero de elementos de A U fi es menos sencillo. Si contamos los elemen- 
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tos de A y los elementos de B, y sumamos los numeros que resultan de estas cuentas tratando 
de obtener el numero de elementos de A U B, encontramos que algunos de los elementos han 
sido contados dos veces. Los elementos de la intersection de A y B se contaron dos veces, 
una vez cuando contamos los de A y una segunda vez cuando contamos los de B; de ahf que 
para que cada elemento de A U B sea contado una sola vez debemos restar el numero de 
elementos de A D B a la suma del numero de elementos de A y de B. 


PRINCIPIO DE CONTEO II: CON CONJUNTOS NO DISJUNTOS 


Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, entonces 

|AUB| = |A|+|B|-|AnB| 


Observe que la ultima relation tambien se cumple cuando Ay B son disjuntos, es decir, 
A Cl B = 0, ya que 1 0 1 = 0. 


M3M2EH Conteo 

Sea A = {1, 2, 3} y B = {3, 4, 5}, entonces 

A U B = {1, 2, 3, 4, 5} y A Cl B = {3} 

En este caso |A| = 3, |B| = 3, |AHB| = 1; por tanto A U fi|, como se puede comprobar 
contando los elementos deAUB. = 


>?Ri'iiyvrJ Conteo 

Suponga que A y B son tales que A = 5, B = 8 y | A U B \ = 11. Determine | A Cl B |. 
Solution Si llamamos x al numero | A Cl B |, entonces por la formula sabemos que: 
|AUB| = |A| + |B|-* 
es decir, 11=5 + 8— x y de aquf se tiene 

jc = 13 — 11 =2 

por tanto | A Cl B \ = 2. 


Conteo 

De un total de 35 programadores entrevistados para un trabajo, 25 conotian Visual Basic, 
28 conotian Java y dos no conotian ninguno de estos dos lenguajes; ^cuantos conotian 
ambos lenguajes? 

Solution Puesto que dos de ellos no conotian lenguaje alguno, se tiene que los que 
conotian por lo menos un lenguaje eran: 

35 - 2 = 33 

Ahora, si A = el conjunto de los que conotian Visual Basic, B = el conjunto de los que 
conotian Java, entonces A U B = el conjunto de los que conotian por lo menos uno de 
estos lenguajes, y A Cl B = el conjunto de los que conotian ambos lenguajes. 

Puesto que 


|A U B\ = | A | + | B | — | A Cl B| 
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tiene que 


|Anfi| = |A( + |fi|-|AUB| 
pero | A | = 25, | B \ = 28, | A U B \ = 33; por tanto: 

| A n B\ = 25 + 28 - 33 = 20 

20 personas conocfan ambos lenguajes. = 

Si en el problema anterior quisieramos saber el numero de personas que conocen solo 
Visual Basic, tendnamos que restarle al numero de los que conocen Visual Basic al numero 
de los que conocen Visual Basic y Java, es decir, 

| A | — | A n S | = 25 - 20 = 5 

Asimismo, para conocer el numero de personas que conocfan solo Java, tendnamos que 
restar al numero de los que conocfan Java el numero de los que conocfan Visual Basic y Java, 
es decir, 

\B \ - | A n£| = 28 — 20 = 8 

FIGURA 1.9.1 Diagrama de Venn Si U = el conjunto de todos los entrevistados (35), entonces el diagrama de la FIGURA 

para el ejemplo 4 1.91 muestra la distribucion de los conjuntos implicados en el problema. 

■ Caso de la union de tres conjuntos El trabajo de conteo para los casos en los que inter- 
vienen tres conjuntos es tan sencillo como el trabajo con dos conjuntos. Observe que: 

| A U B U C| = | A U {B U Cj = |A| + |£U C\ — |A D (B U C) | 

pero 

| B U C| = |B| + |C| - |B n c\ 
y 

| A U (B U C| = |(A n B)|U I (A D C)\ = \A D B\ + |A D C\ - |A flB D C| 
por tanto: 

|AUBUC| = |A| + |B| + |C|-|BnC|-|AnB|-|AnC| + |AnBnC| 

Observe como se utilizan las leyes asociativa para la union de conjuntos y distributiva de la 
interseccion respecto a la union de conjuntos en la obtencion de esta ultima relation. 

Del diagrama de la FIGURA 1.9.2 podemos deducir varios hechos interesantes: 




FIGURA 1.9.2 


a) El numero de elementos que solo estan en A: 

|A|-|AnB|-|Anc| + |AnBnc| 

b ) El numero de elementos que estan solo en B: 

|fi|-|AnB|-|finc| + |Anfinc| 

c) El numero de elementos que estan solo en C : 

|c|-|Anc|-|snc| + |AnBnc| 

d) El numero de elementos que estan enAOB, pero no en C : 

|AnB|-|AnBnc| 

e ) El numero de elementos que estan en A D C, pero no en B: 

|a n cj — |a ns n c| 
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f) El numero de elementos que estan enSflC, pero no en A: 

\Bnc\-\AnBnc\ 

g ) El numero de elementos que estan en A o en B, pero no en C: 

|AUB|-|AnB|-|Bnc| + |AnBnc| 

h ) El numero de elementos que estan en A o en C, pero no en B: 

|Auc|-|AnB|-|snc| + |AnBnc| 

i ) El numero de elementos que estan en B o en C pero no en A: 

|Buc|-|AnB|-|Anc| + |Anfinc| 

j) El numero de elementos deAUfiU C puede ser distinto al numero de elementos 
del universo U. 

| Aplicacion de conteo de conjuntos 

Una encuesta entre 100 estudiantes arrojo lo siguiente: 

• 32 estudian matematica. 

• 20 estudian fisica. 

• 45 estudian biologia. 

• 15 estudian matematica y biologia. 

• 7 estudian matematica y fisica. 

• 10 estudian fisica y biologia. 

• 30 no estudian ninguna de las tres asignaturas. 

a) Encuentre el numero de estudiantes que estudian las tres asignaturas. 

b ) Encuentre el numero de estudiantes que cursan una y solo una de las tres asigna- 
turas. 

Solucion Supongamos M = el conjunto de los que estudian matematica, F = el conjun- 
to de los que estudian fisica y B = el conjunto de los que estudian biologia. Entonces, 

| Af | = 32, | F| = 20, |B | = 45, \ M C\ F\ = 1 ,\M C\ B\= 15, | F n B | = 10 

a) Es claro que los que intervinieron en la encuesta constituyen el universo U, de aqui que 
U = 100. Asimismo, los que estudian alguna de las tres asignaturas estan representados 
por MUFUBylos que no estudian ninguna de las asignaturas son 30 personas; de 
ahi que: 


| M U F U B | = 100 - 30 = 70 

El numero de estudiantes que toman las tres asignaturas constituyen el conjunto | M n 
F n B |; de ahi que como 

|AfU FU B\ = \M\ + \F\ + \B\-\M n F\-\M HB| -|FD B\ + \M D F flB| 
se tiene que 

\MHFnB\ = \MU FU B\ - \M\ - \F\ - \B\ + \M n F\ + \M n B\ +\F n B\ 
es decir 

70 - 32 - 20 - 45 + 7 + 15 + 10 = 5 
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Asf que los que estudian las tres asignaturas son cinco estudiantes. 
b ) El numero de los que estudian solo matematica esta dado por: 

\M\ — \M C\ F\ — \M C\ B\ + \M C\ F C\ B\ = ?>2 — 1 — 15 + 5 = 15 
Los que estudian solo ffsica son: 

|F|-|MnF|-|FnB| + |MnFn5| = 20-7-10 + 5 = 8 
Los que estudian solo biologfa son: 

|B| — |MnB| — |FnB| + |MnFnB| = 45 — 15 — 10 + 5 = 25 
Asf que los que estudian una y solo una de las asignaturas son: 

15 + 8 + 25 = 48 


MB121I1I1 Aplicacion de conteo de conjuntos 

En una encuesta sobre los medios de transporte urbano mas comunes, a cada persona se 
le pregunta si el taxi, el autobus o el auto privado es el medio mas usado para ir al trabajo. 
Se permite mas de una respuesta. El resultado de la encuesta es el siguiente: 

• 0 personas opinaron a favor del taxi. 

• 35 personas opinaron a favor del autobus. 

• 100 personas opinaron a favor del auto privado. 

• 15 personas opinaron a favor del taxi y del autobus. 

• 15 personas opinaron a favor del taxi y del auto privado. 

• 20 personas opinaron a favor del autobus y del carro privado. 

• 5 personas opinaron a favor de los tres medios de transporte. 

^Cuantas personas respondieron a la encuesta? 

Solucion Supongamos A = los que opinaron a favor del taxi, B = los que opinaron a 
favor del autobus y C = los que opinaron a favor del auto privado. Entonces, si suponemos 
que todos los encuestados respondieron la entrevista, se tiene que A U B U C es el con- 
junto de los que respondieron y es a la vez el conjunto universo U. Asimismo, | A n B \ = 
15, 1 A n Cj = 15, 1 B n C\ = 20, 1 A n B n C\ = 5. Ahora, 

|AUBUC| = |A| + |B| + |C|-|AnB|-|AnC|-|BnC| + |AnBnC| 

= 30 + 35 + 100 - 15 - 15 - 20 + 5 = 120 

Por tanto, 120 personas respondieron a la encuesta. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3. 


En los problemas 1 a 6, suponga que | B | = 12, | C | = 11, 

|Z)| = 8, |B U Cj = 20, |B U D| = 20 y |D n Cj = 3 y deter- 
mine lo que se indica. 

1. |b n c| 

2. I B - D I 

3. | D U C | 


4. |B n D| 

5. | B C | 

6. \BAD\ 

En los problemas 7 a 10, suponga que | A | = 35, | B | = 23, 

\C\ = 28, | A n B\ = 15,|AD C| = 13, | B n C| = 11, | A U B 
U C | = 52, y determine lo que se indica. 
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7 . \AnBnc\ 

8. I (A n Q - B I 

9. I (An B) - cj 

10 . | ca n o - a | 

11. En una encuesta de 60 personas se encontro que 25 
leen revistas polfticas, 26 leen revistas cientfficas y 26 leen 
revistas de entretenimiento. Se determino, ademas, que 
nueve personas leen revistas polfticas y de entretenimiento, 
once leen revistas polfticas y cientfficas, ocho leen revistas 
cientfficas y de entretenimiento y ocho no leen revista 
alguna. 

a) Determine el numero de personas que leen los tres 
tipos de revistas. 

b ) Determine el numero de personas que leen exactamen- 
te un tipo de revistas. 

12. Una encuesta hecha a 100 musicos populares mostro que 
40 de ellos usaban guantes en la mano izquierda y 39 usa- 
ban guantes en la mano derecha. Si 60 de ellos no usaban 
guantes, ^cuantos usaban guantes en la mano derecha sola- 
mente?, ^cuantos usaban guantes en la mano izquierda 
solamente?, ^cuantos usaban guantes en ambas manos? 

13. En la clase de education ffsica se inscribieron 200 estu- 
diantes; se les pregunto si querfan trotar o nadar como 
unicas dos altemativas. Decidieron trotar 85 de ellos, 60 
tambien aceptaron nadar. En total, ^cuantos tomaron nata- 
tion?, ( ',cuantos tomaron natation pero no aceptaron tro- 
tar? 

14. De 30 estudiantes en una clase de matematica, 26 aproba- 
ron el primer examen partial y 21 aprobaron el segundo 
examen partial. Si dos estudiantes reprobaron ambos exa- 
menes, ^cuantos aprobaron ambos examenes? 

15. Un total de 60 clientes potenciales visitaron una tienda de 
artfculos para computadoras. De ellos, 52 compraron algun 
artfculo; 20 compraron papel, 36 compraron discos com- 


pactos y doce compraron toner para impresoras. Si seis 
compraron papel y discos, nueve compraron discos y cin- 
tas y cinco compraron papel y toner, ^cuantos compraron 
los tres artfculos? 

1 6. Un total de 35 sastres fueron entrevistados para un trabajo; 
25 sabfan hacer trajes, 28 sabfan hacer camisas, y dos no 
sabfan hacer ninguna de las dos cosas. ^Cuantos sabfan 
hacer trajes y camisas? 

17. A principios de la decada de 1960 se hizo una encuesta a 
120 residentes de una ciudad latinoamericana sobre su 
interes en los tres equipos del area mas cercana a la ciudad. 
De estos, 40 segufan al equipo A, 28 segufan al equipo B 
y 31 al equipo C; 23 segufan al A y al B; 19 segufan al 
equipo B y al equipo C, 25 segufan al equipo A y al equipo 
C y 18 personas segufan a los tres equipos. ^Cuantas de 
estas personas no segufan a equipo alguno?, ^cuantos 
segufan al equipo A y al equipo C, pero no al equipo B? 

18. De 1 200 estudiantes de primer ano en una universidad, 
582 tomaron education ffsica, 627 tomaron espanol, 543 
tomaron matematica, 217 tomaron education ffsica y espa- 
nol, 307 tomaron education ffsica y matematica, 250 toma- 
ron matematica y espanol, 122 tomaron los tres cursos. 
^Cuantos no tomaron ninguno de los tres cursos? 

19. En una encuesta aplicada a 260 estudiantes se obtuvieron 
los datos siguientes: 64 toman un curso de matematica, 94 
toman un curso de computation, 58 toman un curso de 
administration, 28 toman cursos de matematica y admi- 
nistration, 26 toman cursos de matematica y computation, 
22 toman cursos de administration y computation, y 14 
toman los tres cursos. 

a) ^Cuantos de los estudiantes de la encuesta no toman 
ninguno de los tres cursos? 

b ) ^Cuantos de los estudiantes de la encuesta toman solo 
el curso de computation? 




Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Postulados o axiomas 
Teoremas 
Proposiciones 
Simples 
Compuestas 
Conectivos logicos 
Negation 
Conjuncion 
Disyuncion inclusiva 
Disyuncion exclusiva 
Conditional 


Biconditional 
Tabla de verdad 
Cuantificadores 
Universal 
Existential 
Enunciado abierto 
Conjuntos y elementos 
Cardinahdad 
Famihas de conjuntos 
Conjunto potencia 


Operaciones con conjuntos 
Union 
Intersection 
Complemento 
Diferencia 
Diferencia simetrica 
Diagramas de Venn 
Tecnicas de conteo 


Repaso de conceptos 
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I Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pagina RESP-4. 


En los problemas 1 y 2, establezca la proposition retiproca 
inversa y la contrapositiva de cada una de las proposiciones 
dadas. 

1. “Si 2 + 2 = 4, entonces no soy el rey de Inglaterra.” 

2. “Si tengo tiempo y no estoy cansado, ire a la tienda.” 

En los problemas 3 y 4, considere que la proposition “estu- 
diare matematica” se representa por la letra p, la proposition 
“ire al tine” por la letra q y la proposicion “estoy de buen 
humor” por la letra r, y escriba en lenguaje simbolico los 
enunciados siguientes: 

3. “Si no estoy de buen humor, entonces ire al tine.” 

4. “No ire al cine y estudiare matematica.” 

En los problemas 5 al 8, clasifique las proposiciones siguien- 
tes como contingencias, contradicciones o tautologfas. 

5. pAp 

6. qv(qAp) 

7. (p a q)vr -+ # 

8. (pAq)<r*(qv~q) 

En los problemas 9 y 10, determine en cada caso si el par de 
proposiciones son logicamente equivalentes. 

9 . pv(qAr),(pvq)A(pvr) 

10. pv(pAq),p 

En los problemas 1 1 y 12, suponga que el uni verso de dis- 
curso esta formado por todos los numeros enteros; diga cual 
es el valor de verdad de cada una de las proposiciones dadas, 
escriba su negation en cada caso, asi como su valor de verdad. 

11. Vx, x dividido por 2 es un entero. 

12. 3x, 3y, xy = 1 

En los problemas 13 y 14, construya la tabla de verdad para 
cada una de las proposiciones dadas. 

13. [(p v r) a {q v r )] a ( ~p v ~r ) 

14. [(p->^)->r]H[(pA^)^c] 

En los problemas 15 y 16, diga si los pares de proposiciones 
dadas estan formados por proposiciones logicamente equiva- 
lentes. 

15. (p v r) a (<? — > r), (p — > <y) — > r 

16. ~q,(pvq)^p 

En los problemas 17 y 18, diga si el argumento dado en cada 
caso es valido o es una falacia. 

17. Si llegue en auto al trabajo, entonces llegue cansado a el. 
Llegue cansado al trabajo. Por tanto, maneje camino al 
trabajo. 


18. Si trabajo duro y tengo talento, entonces sere un musico. 
Si soy musico, entonces sere feliz. Por tanto, si no sere 
feliz, entonces no trabaje duro o no tuve talento. 

En los problemas 19 a 21, considere la proposicion Vx, Vy, 

x<y^3z,x<z<y 

19. Escriba su negation. 

20. Determine su valor de verdad cuando el universo del dis- 
curso esta formado por los numeros reales o los ratio- 
nales. 

21. Determine su valor de verdad cuando el universo del dis- 
curso esta formado por los numeros enteros positivos o los 
numeros enteros. 

22. Describa los metodos que ha usado para hacer demostra- 
ciones y de algunos ejemplos. 

En los problemas 23 y 24, construya la tabla de verdad de 
cada una de las proposiciones dadas. 

23. (p ^ q') ^ [(p v q) ^ (p a q)\ 

24. [(p — » v (p — > r)] — > (i? a p) 

En los problemas 25 y 26, discuta (analice y opine) cada uno 
de los argumentos dados. 

25. Si obtengo el puesto y trabajo duro, entonces me ascende- 
ran. Si me ascienden sere feliz. No sere feliz. Por tanto, no 
obtendre el puesto o no trabajare duro. 

26. Un logico dice a su hijo: “Si no terminas la cena, te iras 
directo a dormir y no veras television”. Termino la cena y 
fue enviado directamente a la cama. 

En los problemas 27 y 28, demuestre los teoremas dados por 
el metodo que considere apropiado. 

27. Si p — » (q v r), q — » i y r — » t, entonces p — » (sv t) 

28. Si p — > (q a r), (q v s) -» t y p v s, entonces t. 

En los problemas 29 a 31, escriba el significado de los enuncia- 
dos dados si se considera un universo de discurso Ai que 
consta de los miembros de un club y un universo A 2 de Ifneas 
aereas. Sea P(x, y) el predicado “x ha sido pasajero de y”; 
escriba el significado de cada uno de los enunciados siguientes. 

29. Vx, Vy, P(x, y) ++ Vy, Vx P(x, y) 

30. 3x, 3y, P(x, y) ++ 3y, 3x, P(x, y) 

31. 3x, Vy, P(x, y) —> Vy, 3x, P(x, y) 

En los problemas 32 y 33, pruebe los enunciados dados por el 
modo de demostracion que considere apropiado en cada caso. 

32. “Si x es un numero primo, entonces x + 7 es un numero 
compuesto”. 

33. “Para todo numero irrational t, t — 8 es irrational.” 
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En los problemas 34 a 36, complete. 

34. Si A C B, entonces 

AUB = AC\ B = A — B = 

35. Si A y B son disjuntos, entonces 

A- B= AC\B = B-A = 

36. Si A = 0, entonces 

AUB= An B = AAB = 

En los problemas 37 a 40, determine la cardinalidad de cada 
uno de los conjuntos dados. 

37. A = {x\x= 5n + 2,nEN} 

38. B = {x + 3 1 2 < x < 12, x G N} 

39. C = {2n-3\nGN} 

40. D = {x - 1 1 6 < x < 10, x G N} 

En los problemas 41 a 46, de el valor de verdad de las propo- 
siciones dadas. 

41. 3 G {3} 

42. 5 ={5} 

43. {6}C{{6}} 

44. {2, 3} = {3,2} 

45. 0 G {2} 

46. {2}e{2} 

En los problemas 47 a 52, considered = {1, 3, 5, 7, 9}, 

B = (2,4, 6, 8}, C = {1, 2,3, 4, 5, 6}, U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

7, 8, 9} y efectue las operaciones de conjuntos indicadas. 

47. (A 1 — B) n C 

48. (BAQ'UB 

49. {B' U A') A C 

50. (C' n A) U B 

51. p(A) n 

52. (A U B) n C 

En los problemas 53 y 54 demuestre que: 

53. AAA = 0, VA 

54. A n {B A C) = (A n B) A (A H Cj, VA, B, C 

En los problemas 55 a 58, considere U — {0, 1, 2,3}, A l = 

(1, 2}, A 2 = (0, 1}, A 3 = (0, 3}, A 4 = (1, 2, 3}, A 5 = {0, 2, 3} 
y determine lo que se indica. 

55. U A. A n A. 

56. n a; u Aj 


57 - A^-pfnA'j 

58. n (a - 4,) 

En los problemas 59 a 62, trace una representation en 
diagrama de Venn del resultado de las operaciones en cada 
caso. 

59. (A U B) - (A n B) 

60 . A- (B- Q 

61. A' U {B’~ C)' 

62. (A'UB')n ( CnB ) 

En los problemas 63 a 66, considere conjuntos A, B, C de un 
cierto conjunto universal U y diga cuales de las afirmaciones 
dadas son verdaderas y cuales son falsas. En caso de que una 
afirmacion sea falsa, de un ejemplo en el cual la afirmacion 
no se cumpla. 

63. (AVJ B)<ZAn B implica que A = B 

64. (A U 0) U B = B VA, B 

65. A n (0 U B) = A siempre que A C B 

66. AUB=A'UB' VA, B 

67. Un pueblo pequeno posee 300 automoviles para el trans- 
porte publico de sus habitantes. Se sabe que 1 10 de estos 
autos tienen mas de 20 anos de edad, que 120 son de la 
Nissan y que 50 son de la Nissan con mas de 20 anos de 
edad. Determine el numero de carros que: 

a ) No son de la Nissan. 

b ) No son de la Nissan y tienen mas de 20 anos. 

c) Son de la Nissan con 20 o menos anos. 

d) No son de la Nissan y tienen 20 o menos anos. 

e) Tienen 20 o menos anos. 

68. En un grupo de 150 personas, 45 nadan, 40 montan bici- 
cleta y 50 corren. Se sabe que 20 personas nadan y montan 
bicicleta, que 32 corren pero no montan bicicleta y 10 
personas realizan las tres actividades. 

a) ( ',Cuantas personas montan bicicleta pero no nadan ni 
corren? 

b) Si 21 personas corren y nadan, ^cuantas no realizan 
ninguna de las tres actividades? 

69. Al interrogar a una delegation deportiva formada por 250 
atletas sobre su aficion respecto al teatro, la danza o la 
poesla, se encontro que 125 prefieren el teatro, 180 pre- 
fieren la danza, 65 la poesla, 100 teatro y danza, 25 teatro 
y poesla, 40 danza y poesla y 20 tenlan las tres preferen- 
cias. Determine cuantos de estos 250 atletas tienen: 

a) Al menos una de estas tres preferencias. 

b) Ninguna de estas tres preferencias. 

c) Solo una de estas tres preferencias. 

d) Cuando mucho una de estas tres preferencias. 

e) Exactamente dos de estas preferencias. 


Ejercicios de repaso 
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70 . Una agencia de automoviles vendio durante un ano 180 
unidades con las caracterfsticas siguientes: 

• 57 tenfan transmision mecanica. 

• 77 tenfan aire acondicionado. 

• 45 tenfan transmision mecanica y aire acondicionado. 

• 10 tenfan transmision mecanica, pero no tenfan aire 
acondicionado ni equipo de musica. 


• 28 tenfan transmision mecanica y aire acondicionado, 
pero no tenfan equipo de musica. 

• 90 no tenfan ninguna de las tres caracterfsticas men- 
cionadas. 

• 19 tenfan aire acondicionado y equipo de musica. 

(■,C uant as de estas unidades tenfan equipo de musica? 


46 


CAPITULO 1 Logica y conjuntos 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES 



DE ALGEBRA 


|| En este capi'tulo~ 


2. 1 El sistema de los numeros reales 

2.2 La recta de los numeros reales 

2.3 Exponentes enteros 

2.4 Radicales 

2.5 Exponentes racionales 

2.6 Polinomios y productos notables 

2.7 Factorization de polinomios 

2.8 Expresiones racionales 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia La mayorfa de los estudiantes no se dan cuenta de que 
gran parte de la notation algebraica que se usa en los textos de algebra tiene 
menos de 400 anos. 

El mas grande matematico frances del siglo xvi fue Francois Viete (1540- 
1603), abogado y miembro del Parlamento, quien dedico la mayor parte de su 
tiempo libre a las matematicas. Escribio muchas obras sobre algebra, geome- 
trfa y trigonometrfa, la mayorfa de las cuales imprimio y distribuyo por su 
propia cuenta. La obra mas famosa de Viete, InArtem, hizo avanzar en forma 
significativa la notation algebraica. Antes del trabajo de Viete era una practica 
comun utilizar diferentes sfmbolos para representar varias potencias como x, 
x 2 , x 3 , etcetera. Viete, que sabfa escribir en latfn, utilizo la misma letra calificada 
en forma apropiada para estas potencias: x, x quadratum (cuadrado), x cubum 
(cubo), etcetera. Ademas, extendio el uso de las letras del alfabeto para repre- 
sentar no solo las variables sino tambien los coeficientes constantes. La nueva 
notation de Viete aclaro las operaciones que emplearon para construir una 
serie completa de terminos. 

Este capftulo ofrece un repaso de conceptos fundamentals, como teorfa de 
conjuntos, sistema de numeros reales y notation algebraica. Este material 
constituye los fundamentos del resto del libro y de cualquier estudio mas 
profundo de matematicas. 


Si lo desea, en el 
capitulo 14 puede 
hallar el valor de 
esta fraction. 



I I 2.1 El sistema de los numeros reales ~ 

■ Introduction La teorfa de conjuntos permite describir de manera muy precisa grupos de 
numeros que tienen una propiedad comun, lo que resulta muy util para plantear las soluciones 
de ciertos tipos de problemas. Sin duda, el lector estara familiarizado con la mayorfa de los 
conceptos de la teorfa basica de conjuntos (se estudiaron en el capftulo anterior). En esta 
seccion de repaso nos centraremos en el conjunto de los numeros reales. 

■ Terminologia de conjuntos Un conjunto es una coleccion de objetos distintos. Cada 
objeto de un conjunto se llama elemento. En general, un conjunto se designa con una letra 
mayuscula, como A o B, y un elemento con una letra minuscula, como x. Para indicar que x 
es elemento del conjunto A escribimos xGA 

Un conjunto puede especificarse de dos formas: se enumeran los elementos del con- 
junto o se expresa una propiedad que los determina. En cada caso se usan llaves { }. Por 
ejemplo, el conjunto compuesto por los numeros 5, 10 y 15 puede representarse de las formas 
siguientes: 


{5,10,15} o {x\x= 5n, n = 1,2,3} (1) 

La primera notacion de (1), donde los elementos del conjunto se enumeran, se conoce como 
notacion por extension. La segunda notacion de (1) se llama notacion por comprension y, 
en este caso, se lee: “el conjunto de todos los numeros x tal que x = 5 n, donde n = 1,2, 3”. 

Si cada elemento del conjunto B tambien es elemento del conjunto A, decimos que B es 
un subconjunto de A y escribimos: 


Se desprende que cada conjunto es un subconjunto de sf mismo. 

Se dice que un conjunto que no contiene elementos es un conjunto vacio y se denota con 
el sfmbolo 0. 

La union de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos que pertenecen por lo 
menos a uno de los conjuntos, A o B. En notacion de conjuntos, escribimos 


En este texto debe interpretarse 
que la palabra o significa que por 
lo menos una de las propiedades es 
verdadera. Esto abre la posibilidad 
de que ambas sean verdaderas. 

Asi, en el caso de la union, si 
j£AU8, entonces x puede estar 


► AUB={x\xGA o xGB}. 

La intersection de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos comunes a ambos con- 
juntos Ay By se escribe: 


AHB = {x\xGA y x £ B}. 


Si A y B no tienen elementos comunes, es decir, si A D B = 0, se dice que los conjuntos son 

disjuntos o ajenos. 


MESSES® Union e interseccion 

Si A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {1, 3, 5}, C = {2, 4, 6}, tenemos que BCA, porque los numeros 
1, 3 y 5 son elementos de A. Ademas, 

A U C = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 

A n C = (2, 4}, 

y B n C = 0. <- LoS conjuntos B y Cno = 

tienen elementos comunes. 

■ Numeros Recordemos que el conjunto de los numeros naturales o enteros positivos 
consta de 

A = {1,2, 3,4,...}. 
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El conjunto N es un subconjunto del conjunto de los enteros: 

Z = -3, -2, -1,0, 1,2, 3,...}. 

Los tres puntos (...) que aparecen en los conjuntos Ny Zse llaman elipsis e indican que los 
elementos siguen indefinidamente el mismo patron que el que siguen los elementos dados. 
El conjunto Z incluye tanto los enteros positivos como los negativos y el numero cero, el cual 
no es negativo ni positivo. A su vez, el conjunto de enteros Z es un subconjunto del conjunto 

de los numeros racionales: 

Q = |p y q son numeros enteros, q ¥= o|. 


El conjunto Q esta compuesto por todos los numeros que son cocientes de dos enteros, siem- 
pre que el denominador sea diferente de cero; por ejemplo, 


-1 17 10 

2 ’ T’ —2 


22 36 

7 ’ 4 


Se dice que el cociente plq es indefinido si q = 0. Por ejemplo, 8/0 y 0/0 son indefinidos. 

El conjunto de numeros racionales no es suficiente para resolver ciertos problemas ele- 
mentales algebraicos y geometricos. Por ejemplo, no hay un numero racional plq para el 
que 



Vease el problema 69 de los ejercicios de este capitulo. Asi, no podemos utilizar numeros 
racionales para describir la longitud de la diagonal de un cuadrado unitario (FIGURA 2.1.1). Por 
el teorema de Pitagoras sabemos que la longitud de la diagonal d debe cumplir 


Advertencia 



FIGURA 2.1.1 Cuadrado unitario 


d 2 = (l) 2 + (l) 2 


= 2 . 


Escribimos d = V2 y llamamos a d “la ralz cuadrada de 2”. Como acabamos de indicar, V2 
no es un numero racional. Pertenece al conjunto de los numeros irracionales, es decir, el 
conjunto de numeros que no pueden expresarse como cociente de dos enteros. Otros ejemplos 
de numeros irracionales son n, — V3, Ay ^ 5 . 

Si simbolizamos con H el conjunto de los numeros irracionales, entonces el conjunto de 
los numeros reales R puede describirse como la union de dos conjuntos disjuntos: 


R = QUH. 


Tambien debemos observar que el conjunto de numeros reales R puede describirse como la 
union de tres conjuntos disjuntos: R = R U {0} U R + , donde R es el conjunto de los nume- 
ros reales negativos y R + el de los numeros reales positivos. Los elementos del conjunto 
{0} U R + se llaman numeros reales no negativos. 

El diagrama de la FIGURA 2.1.2 resume la relation entre algunos conjuntos principales de 
los numeros reales. 


C 


Numeros reales 


H 


l i 

Numeros racionales Numeros irracionales 

i : . i ; 


3 L 


II I 


FIGURA 2.1.2 Los numeros reales son racionales o irracionales 
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■ Decimales Todo numero real puede expresarse en forma decimal. Por ejemplo, 
^ = 0.25, y = 3.571428571428. . . , 

| = 2.3333. . . , 7T = 3.14159265. . . . 


r';\ % 

% 

El numero ir es un decimal no finito 
y no periodico 


Se dice que numeros como 0.25 y 1.6 son decimales finitos, en tanto que numeros como 

se repite se repite 

1.323232. . . y 3.571428571428. . . (2) 

se llaman decimales periodicos o recurrentes. Un decimal periodico como 1.323232. . . con 
frecuencia se escribe 1.32, donde la barra indica el numero o numeros que se repiten. Puede 
demostrarse que cada numero racional posee una representacion decimal periodica o finita. 
Y viceversa, todo decimal periodico o finito es un numero racional. Asl, los dos numeros en 
(2) son racionales. Tambien es un hecho basico que todo numero decimal es un numero real. 
Tenemos entonces que el conjunto de los numeros irracionales se compone de todos los 
decimales que no son finitos ni periodicos. Asf, 77 y V2 tienen representaciones decimales 
no periodicas y no finitas. 

■ Porcentaje Los fraccionarios o decimales algunas veces se expresan como porcentajes; 
por ejemplo, 8% quiere decir -y|U o 0.08. En general, b% significa “b partes de 100”, y es 
simplemente otra forma de escribir . Por ejemplo, 42% significa ; entonces, 42% = 
0.42. De igual manera, 0.005% = = 0.00005. 

Un modo sencillo de convertir un numero decimal en porcentaje es multiplicar el decimal 
por 1 escrito en forma de 100%. Por ejemplo, 


0.35 = 0.35 X 1 = 0.35 X 100% = 35% 


De igual manera, 0.001 = 0.001 X 100% = 0.1%. 

Los porcentajes se utilizan con frecuencia para describir los incrementos o reducciones 
en cantidades como poblacion, salarios y precios. Cuando una cantidad aumenta, el porcen- 
taje de incremento se da por 


cantidad de aumento x 
cantidad original 


(3) 


De igual forma, cuando una cantidad disminuye, el porcentaje de decrecimiento esta dado 
por 


cantidad de decrecimiento x iqq% 
cantidad original 


(4) 


Porcentaje 

La poblacion de un pequeno pueblo disminuyo de 1 750 a 1 700 habitantes. ^Cual es el 
porcentaje de decrecimiento? 

Solucion 

La cantidad de decrecimiento es 1 750 — 1 700 = 50, y la cantidad original es 1 750. Si 
usamos la formula (4) encontramos que 

1^0 » 0.0285714 = 0.0285714 x 100% = 2.86% 

Luego, el porcentaje de decrecimiento es de aproximadamente 2.86%. = 

Notemos que en el ejemplo 2 utilizamos el simbolo = en lugar de = para indicar que el 
numero es solo una aproximacion. 
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M3BSBEH Porcentaje 


El salario por hora de trabajo de un estudiante se elevo de 5.25 dolares a 5.75. ^Cual es el 
porcentaje de incremento? 

Solucion 

El monto del incremento es $5.75 — $5.25 = $0.50, y la cantidad original es de $5.25. Si 
usamos la ecuacion (3) tenemos que el porcentaje de incremento es 

gljjj-fjj « 0.952381 = 0.952381 x 100% - 9.52% = 

BUM Porcentaje 

<;Cual es el precio de oferta de un balon de volibol si el precio normal es de $28.60 y hay 
25% de descuento? 

Solucion 

Como se ofrece 25% de descuento, el precio de oferta sera de 75% del precio normal, o 
(0.75)($28.60) = $21.45 

De otra forma, podemos calcular 25% de descuento y restarlo al precio normal, asf: 

$28.60 - (0.25)($28.60) = $28.60 - $7.15 = $21.45 = 

■ Sistema de los numeros reales El conjunto de numeros reales R junto con las operacio- 
nes de adicion y multiplication se llama sistema de los numeros reales. Las reglas basicas 
del algebra para este sistema permiten expresar hechos matematicos en formas simples y 
concisas, y resolver ecuaciones para dar respuestas a preguntas matematicas. Las propieda- 
des basicas del sistema de los numeros reales respecto de las operaciones de adicion (sim- 
bolizada con +) y multiplicacion (simbolizada con los signos ■ o X) se presentan en el 
cuadro siguiente, donde a, by c representan numeros reales. 


B PROPIEDADES BASICAS DE LOS NUMEROS REALES 8 

Adicion 

Multiplicacion 

1. Propiedades de cerradura 

i) a + b es un numero real 

ii ) a ■ b es un numero real 

2. Propiedades conmutativas 

i)a + b = b + a 

ii) a b = b a 

3. Propiedades asociativas 

0 a + (b + c) = (a + b) + c 

ii) a ■ (b ■ c) = (a ■ b) ■ c 

4. Propiedades de identidad 

Oa+o=o+o=fl 

ii) a ■ 1 = 1 • a = a 

5. Propiedades del inverso 

0 a + (-a) = (-a) + a = 0 

V 

H) a \ = \-a= 1 


En la propiedad 4 i), el numero 0 se denomina identidad aditiva del sistema de los 
numeros reales; en la propiedad 4 k), el numero 1 se conoce como identidad multiplicativa 
del mismo sistema. En la propiedad 5 i), el numero — a es el inverso aditivo o el negativo del 
numero a. Todo numero real tiene un inverso aditivo, pero en la propiedad 5 k), todo numero 
a que no es cero tiene un inverso multiplicativo 1/a, con a + 0. El inverso multiplicative 
del numero a diferente de cero tambien se conoce como el reciproco de a. 


2.1 El sistema de los numeros reales 
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M3M2EH Inversos 

a) El inverso aditivo de 10 es — 10. 

b) El inverso aditivo de — \ es 

c) El inverso multiplicativo, o reciproco, de 7 es 


2 1 

d) El inverso multiplicativo, o reciproco de 3 es ^ = 


La propiedad distributiva de los numeros reales combina las dos operaciones de adicion 
y multiplication. El producto a ■ b de dos numeros reales a y b se escribe por lo general sin 
el punto de multiplication, es decir, se escribe ab. 


PROPIEDADES BASICAS DE LOS NUMEROS REALES (CONTINUA) 


6. Propiedades distributivas: 

0 a(b + c) = ab + ac 


ii ) ( a + b)c = ac + be 


La propiedad distributiva se puede extender para incluir mas de dos numeros en la suma. 
Por ejemplo, 

a{b + c + d) = ab + ac + ad 

y (a + b + c + d)e = ae + be + ce + de 

HHSSIIIIlL Reconocimiento de las propiedades 

Exprese una propiedad algebraica basica del sistema de los numeros reales para justificar 
cada uno de los enunciados siguientes, donde x, y y z son numeros reales. 
a) (6 + 8)y = y(6 + 8) b) (3 + 5) + 2 = 3 + (5 + 2) 

c) (x + 3)y + 2 = {xy + 3y) + 2 d) (x + y) • l = x + y 

e ) (x + 2) + [— (x + 2)] = 0 f) (y + z) — - — = 1, si y + z A 0 

y + z 

Solution 

a) Propiedad conmutativa de la multiplication <- propiedad 2 m 

b ) Propiedad asociativa de la adicion <- propiedad 30 

c) Propiedad distributiva <- propiedad 6ii> 

d) Propiedad de identidad de la multiplication <- propiedad 4 U) 

e) Propiedad del inverso de la adicion — propiedad 5 i) 

f) Propiedad del inverso de la multiplicacion propiedad 5 ii) = 

Es posible definir las operaciones de sustraccion y division en terminos de la adicion y 
multiplicacion, respectivamente. 


Definition 2.1.1 Diferencia y cociente 

Para los numeros reales a y b, la diferencia, a — b, se define como 
a-b = a + {-b). 

Si b + 0, entonces el cociente, a + b, se define como 
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En el cociente alb, a se llama numerador y b denominador. Con frecuencia, el cociente 
de dos numeros reales alb se denomina fraccion. Tenga en cuenta que a -t- b o alb no esta 
definido cuando b = 0. Por tanto, a/0 no esta definido para ningun numero real a. Como se 
muestra en el ejemplo 7, no todas las propiedades de la adicion y la multiplicacion son vali- 
das para la sustraccion y la division. 


H3E3QEB La sustraccion no es asociativa 

Puesto que 1 — (2 — 3) = 2y(l — 2) — 3 = —4, observamos que 

1 - (2 - 3) + (1 - 2) - 3. 

Por consiguiente, la sustraccion no es asociativa. 


Muchas propiedades adicionales de los numeros reales pueden derivarse de las propie- 
dades basicas. Las propiedades siguientes tambien se usaran en este texto. 



Como veremos en el capitulo 3, la propiedad 8/0 es sumamente importante para resolver 
ciertos tipos de ecuaciones. Por ejemplo, si x(x + 1) = 0, podemos concluir que x = 0 o bien, 
x + 1 = 0. 


MMH3IIII1 Cancelacion 

a ) Si 2x = 2y, entonces x = y <— por la propiedad 9/) 

36 4 • 9 _ 4 

27 — 3 g ~ 3 P or P r °pi e 4ad 9 ii) — ^ Las barras inclinadas rojas que 

atraviesan un simbolo indican que 
este se cancela. 
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^EUSEEEI Simplificacion 

Simplifique — (4 + x — y) 

Solucion En vista de la propiedad 10m), escribimos 

-(4 + z-y) = (-l)(4 + je-y) 

Entonces, por la ley distributiva, propiedad 6 i), 

- (4 +x-y) = (— 1)(4 + x — y) 

= (— 1)4 + (— l)x + (— 1)(— y) «— por las propiedades lOi'ii) y lOi'v) 

= -4 - x + y = 

Ya debe estar familiarizado con la siguiente lista de propiedades de las fracciones alb y 
c/b, donde b i= 0 y d ± 0. 



HI Reconsideracion del ejemplo 2a) 


El inverso multiplicativo, o recfproco, de f es y- = 1 ■ 5 = puesto que 


propiedad 14 


2 3 

3 2 


6 

6 


= 1. 
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R PROPIEDADES ADICIONALES (CONTINUA) 


16. Division de cero y division por cero 

0 0 -5- b = 7 = 0, b * 0 
b 

ii) a -r- 0 = ^ es indefinida, a ¥= 0 

iii) 0 -r- 0 = es indefinida 

V 

1 

HS22SEBJ Productos y cocientes 



Evalue cada una de las expresiones siguientes: 
-(-a) 

a) (-JcX-y) b ) 

<*> riw 


e) z-f 


Solucion 

a) (— x)(— y) = xy <— por la propiedad 10/V) 

.. -(-a) _ « 


2(m + v) _ 


— por las propiedades lOi) y 12 


— por la propiedad 9 if) 


c) 

/) 


d) Para evaluar y/( 1 /4 + 3/5), primero evaluamos el denominador: 

1 , 3 (1)(5) + (4)(3) 17 

I = = . 

4 5 (4)(5) 20 

Entonces tenemos que 

v = y = y 20 _ 20y 
% + \~ 1 ‘ 17 _ 17' 

0 

e ) Z" — = Z ' 0 = 0 <— por la propiedad 8 i) 


— por la propiedad 15 


/) La expresion w/[2 — (5 — 3)] es indefinida, ya que su denominador es cero; es decir, 
2 — (5 -3) = 2 — 2 = 0 [vease la propiedad 16 ii)]. = 


Notas de/ aula 

En la solucion del inciso c) del ejemplo 1 1, un error comun (sobre todo en tareas y exa- 
menes de los alumnos) es cancelar las letras v en el numerador y el denominador: 

u + n) 

D - ^™ COMECTO 

2 (u + v) M + V 

No se puede realizar ninguna cancelacion en la simplification de — = , 

2v v 

pues v no es factor multiplicativo tanto del numerador como del denominador, como lo 
requiere la ley de cancelacion 9 ii). 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5. 


En los problemas 1 a 8, halle el conjunto indicado si A = 

{1, 4, 6, 8, 10, 15}, B = { 3, 9, 1 1, 12, 14} y C = {1, 2, 5, 7, 8, 
13, 14}. 


31. (a- b) + [-{a - b)\ = 0 
32 - (x-y{^~j^l,x^y 


1. AUfl 

2. A U C 

3. B U C 

4. A n B 

5 . AH C 

6. B n c 

7. (A n B) U B 

8. AU(BUQ 

En los problemas 9 a 12, enumere los elementos del conjunto 
dado. 

9. {r\r = plq,p = 1,2 ,q= ~l, 1} 

10 . {t\t = 4 + z,z = -1, -3, -5} 

11 {x\x = 2y,y = H} 

12. {y | y — 5 = 2} 

En los problemas 13 a 16, use la notation de conjuntos para 
expresar el conjunto dado. 

13. El conjunto de los enteros negativos mayores que —3. 

14. El conjunto de los numeros reales cuyo cuadrado es 9. 

15. El conjunto de los enteros pares. 

16. El conjunto de los enteros impares. 

En los problemas 17 a 32, exprese una de las propiedades 
basicas del sistema de los numeros reales (propiedades 1 a 6) 
para justificar cada una de las expresiones dadas. 

17. (2 + 3) + 5 = 2 + (3 + 5) 

18. ((1)(2)](3) = [(2)(1)](3) 

19. (x + y) + 3 = (y + x) + 3 

20. (a + 2) + 7T = 7r + (a + 2) 

21. [(-2)(|)]z = -2[(|)ft)j 

22. (1 + 2)( — 3) = 1( — 3) + 2( — 3) 

23. 1 • (V2) = V2 

24. (3 + 4)(5 + 2) = (3 + 4)5 + (3 + 4)2 

25. (|) ■ 5 = 1 

26. I + (-|) = 0 

27. x(y + 0) + z = xy + z 

28. {3 + [( — 5)(1)]} + 4 = (3 + (-5)} + 4 

29. [(vv + 3)2]z = [2 (w + 3)]z 

30. (-13 + z)(2) + 7 = [z + (-13)](2) + 7 


En los problemas 33 a 44, exprese una de las propiedades del 
sistema de los numeros reales (propiedades 7 a 16) para justi- 
ficar cada una de las expresiones dadas. 


33. (-5)(-x) = 5x 

34. -(-17) = 17 

35. Si x + 3 = y + 3, entonces x = y. 

36. Si y + z = 5 + z, entonces y = 5. 

37. Si ( x + 2)(3) = 4(3), entonces x + 2 = 4. 

38. Si z 2 = 0, entonces z = 0. 

39. Si (x + 1 ){x — 2) = 0, entonces x + 1 = 0 o . 

40. (a + b + c) • 0 = 0 


42. 


2(x 2 + 1) _ 2 


-2 = 0 . 


43. 


x + y 
2 


2 


y 

2 


y 2 + 9 


En los problemas 45 a 50, simplifique la expresion dada. 


45. — (— a)[ 2-3] 


46. 


-i-b) 

—be 


47. 


4(3 + c) 
4c 


48. [(4)(i)(— })](— z) + z 


49. 


(14)(0)(s) 
V2 - V3 


50. (7T — 7 t){x + y — 3) 


= Aplicaciones diversas 

51. Matematicas antiguas El papiro Rhind (c. 1650 a.C.), 
adquirido por el egiptologo escoces Alexander Henry 
Rhind en 1858, se considera uno de los mejores ejemplos 
de las matematicas egipcias. En el, los egipcios utilizaron 
(y) como valor de v. 
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El papiro Rhind 


a) ( ',Es la aproximacion mayor o menor que tt! 

b) Demuestre que el error al utilizar esta aproximacion 
es menor que 1% de tt. 

52. Estudio de la Biblia Partiendo del hecho de que la cir- 
cunferencia de un cfrculo es igual a tt por el diametro, 
determine que valor de tt implica esta cita bfblica: “Hizo 
una gran pileta de metal fundido, llamado el mar, de 
diez codos de borde a borde, enteramente redondo y 
de cinco codos de alto. Un cordon de treinta codos media 
su contomo”. (Esta cita esta tomada de 2 Cronicas 4:2 y 1 
Reyes 7:23, que datan del siglo x a.C.) 

= Para la discusion 

En los problemas 53 a 68, responda verdadero o falso. 

53. 5 es elemento de Z. 

54. — \ es elemento de Q. 

55. V3 es elemento de R. 

56. V5 es un numero racional. 

57. 0. 1 333 . . . es un numero irracional. 

58. 1.5 es un numero racional. 

59. 0.121212. . . es un numero racional. 

60. | es elemento de Q. 

61. —4 es elemento de Z, pero —4 no es elemento de N. 

62. 7r es elemento de R, pero tt no es elemento de Q. 

63. Todo numero irracional es un numero real. 

64. Todo entero es un numero racional. 

65. Todo numero decimal es un numero real. 

66. La intersection del conjunto de los numeros racionales y 

el conjunto de los numeros irracionales es el conjunto 
vacfo. 

67. Si c A 0, entonces (a + b) -r c = (a + c) + (b Hr c). 

68. Si a A 0, b ¥= 0 y a + b =h 0, entonces c -t- (a + b) = 

(fTfl) + (CT b). 

69. Demuestre que V2 no puede escribirse como un cociente 
de enteros. [Pista: suponga que hay una fraccion plq redu- 


cida a sus terminos mfnimos, de modo que (plq) 2 = 2. Esto 
se simplifica a p 2 = 2c f, lo que implica que p 2 \ por tanto, 
p es un entero par, por ejemplo, p = 2 r. Realice esta sus- 
titucion y considere que (2 r/q) 2 = 2. Debe llegar a una 
contradiction del hecho de que plq se redujo a sus terminos 
mfnimos] . 

70. Explique: la suma de un numero irracional y un numero 
racional debe ser irracional. [Pista: si la suma de los dos 
numeros fuera racional, podrfa escribirse como cociente 
de los enteros plq. <;Por que conduce esto a una contradic- 
tion?]. 

71. Explique: <,la suma de dos numeros irracionales es nece- 
sariamente irracional? 

72. Explique: £el producto de dos numeros irracionales es 
necesariamente irracional? 

73. Explique: ^el cociente de dos numeros irracionales es nece- 
sariamente irracional? 

74. En general, a + (—b) ¥= b + (— a ). f,Que indica esto sobre 
la operation de sustraccion? 

75. Algunos codigos secretos funcionan cambiando letras del 
alfabeto. La FIGURA 2.1.3 muestra un cambio de 2. Cada 
letra de un mensaje puede representarse por los guarismos 
de un numero decimal. Por ejemplo, el numero decimal 
0.12121212... cifra el mensaje “STUDY MATH” en 
TVVFZ OB VI. Si el uso de 9/37 produce el mensaje codi- 
ficado RCWJEJQVDU PLXIV, /,cual fue el mensaje ori- 
ginal? 



76. Suponga que los conjuntos Ay B tienen un numero finito 
de elementos. n(A) y n(B) representan el numero de ele- 
mentos de los conjuntos A y B, respectivamente. Explique 
por que la formula 

n(A U B) = n(A) + n(B) - n(A D B) 
da el numero de elementos de la union AUfi. 
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I I 2.2 La recta de los numeros reales 


origen 

distancia x | distancia x 
O 


unidad de longitud 
FI G U RA 2.2.1 Recta numerica real 


numeros i numeros 
negativos ! positivos 



-2-10123 


el cero no es ni positivo 
ni negativo 

FIGURA 2.2.2 Direcciones positiva y 
negativa en la recta numerica real 


■ Introduction Para dos numeros reales distintos ay b, siempre hay un tercer numero real 
entre ellos; por ejemplo, su promedio ( a + b)l 2 es el punto medio entre ellos. Asimismo, para 
dos puntos distintos de A y B en una recta, hay siempre un tercer punto entre ellos; por ejem- 
plo, el punto medio M del segmento de recta AB. Hay muchas similitudes como esta entre el 
conjunto R de numeros reales y el conjunto de puntos en una recta que indican el uso de una 
recta para “describir” el conjunto de los numeros reales R = R~ U {0} U R + . A continuation 
se explica como hacer esto. 

■ La recta de los numeros reales Dada cualquier recta, escogemos un punto O sobre ella 
para representar el numero 0. Este punto en particular se llama origen. Si ahora seleccionamos 
un segmento de recta de longitud unitaria como se muestra en la FIGURA 2.2.1, cada numero 
real positivo x puede representarse con un punto a una distancia x a la derecha del origen. De 
igual forma, cada numero real negativo — x puede representarse con un punto a una distancia 
x hacia la izquierda del origen. Esta asociacion produce una correspondencia uno a uno entre 
el conjunto de numeros reales R y el conjunto de puntos de una recta, llamada recta de los 
numeros reales o recta numerica real. Para cualquier punto P dado en la recta numerica, 
el numero p, que corresponde a ese punto, se llama coordenada de P. Asi, el conjunto R 
de los numeros reales negativos consiste en las coordenadas de puntos a la izquierda del 
origen; por su parte, el conjunto R + de numeros reales negativos esta formado por las coor- 
denadas de puntos a la derecha del origen, y el numero 0 es la coordenada del origen O (FIGURA 
2 . 2 . 2 ). 

En general, no diferenciamos entre un punto en la recta numerica real y su coordenada. Por 
ejemplo, a veces nos referimos al punto en la recta con coordenada 5 como “el punto 5”. 


■ Menor que y mayor que Dos numeros reales ay b, con a A b, pueden compararse 
mediante la relation de orden menor que. Tenemos la definition siguiente. 


Definition 2.2.1 Menor que 

Se dice que el numero real a es menor que b, lo que se escribe a < b, si y solo si la dife- 
rencia b — ae s positiva. 


Si a es menor que b, entonces de forma equivalente podemos decir que b es mayor que 
a, lo que se escribe b> a. Por ejemplo, — 7 < 5, ya que 5 — (— 7) = 12 es positivo. Podemos 
escribir tambien 5 > — 7. 


^BUSSED Una desigualdad 

Usando la relation de orden mayor que, compare los numeros reales 7r y y. 

Solution A partir de n = 3.1415... yf = 3.1428..., tenemos que 
§ - 7 r = (3.1428. . . ) - (3.1415. . . ) = 0.001. . . . 

a < i Puesto que esta diferencia es positiva, concluimos que 22 > tt. = 

a b 

FIGURA2.2.3 El numero a esta a la ■ Desigualdades La recta de los numeros reales es util para demostrarrelaciones de orden 

izquierda del numero b entre dos numeros reales ay b. Como se muestra en la FIGURA 2.2.3, decimos que el numero 
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a es menor que el numero b, y escribimos a < b, siempre que el numero a se situe a la 
izquierda del numero b en la recta numerica. De forma equivalente, como el numero b se 
situa a la derecha de a en la recta numerica, decimos que b es mayor que a y escribimos 
b> a. Por ejemplo, 4 < 9 es lo mismo que 9 > 4. Tambien empleamos la notation a 0 b si 
el numero a es menor o igual al numero b. Asimismo, b > a significa que b es mayor o 
igual a a. Por ejemplo, 2 < 5 puesto que 2 < 5. Ademas, 4 > 4 porque 4 = 4. 

Para dos numeros reales cualesquiera ay b, solo una de las tres expresiones siguientes 
es verdadera: 


a < b, a — b o a> b (1) 

La propiedad dada en (1) se llama ley de tricotomia. 

■ Terminologia Los sfmbolos <, >, < y > se llaman sfmbolos de desigualdad y las 
expresiones como a<bob^ase denominan desigualdades. Una desigualdad a < b a 
menudo se conoce como desigualdad estricta, en tanto que una desigualdad como b^a se 
designa desigualdad no estricta. La desigualdad a > 0 significa que el numero a esta a la 
derecha del numero 0 en la recta numerica y, en consecuencia, a es positivo. Indicamos que 
un numero a es negativo por medio de la desigualdad a < 0. Como la desigualdad a ^ 0 
significa que a es mayor que 0 (positivo) o igual a 0 (que no es positivo ni negativo), decimos 
que a es no negativo. De manera semejante, si a < 0, decimos que a es no positivo. 

Las desigualdades tambien tienen la propiedad transitiva siguiente. 


Teorema 2.2.1 Propiedad transitiva 

Si a < b y b < c, entonces a < c. 


Por ejemplo, si x < 12 y 12 < y, concluimos de la propiedad transitiva que x < y. El 
teorema 2.2.1 puede visualizarse facilmente en la recta numerica si a se coloca en cualquier 
punto en la recta, b a la derecha de a y el numero c a la derecha de b. 


■ Valor absoluto Tambien podemos utilizar la recta de los numeros reales para presentar 
la distancia. Como se muestra en la FIGURA 2.2.4, la distancia del punto 3 al origen es de 3 
unidades, y la distancia del punto — 3 al origen es de 3, o —(—3), unidades. De nuestra expli- 
cation sobre la recta de los numeros reales resulta que, en general, la distancia de cualquier 
numero al origen es el “valor sin signo” de ese numero. 

De forma mas precisa, como se muestra en la FIGURA 2.2.5, para cualquier numero real 
positivo x, la distancia del punto x al origen es x, pero para cualquier numero negativo y, la 
distancia del punto y al origen es —y. Por supuesto, para x = 0 la distancia al origen es 0. El 
concepto de distancia de un punto en la recta numerica al origen se describe mediante la 
notion del valor absoluto de un numero real. 


- (-3) = 3 3 



-3-2-1 0 1 2 3 

FIGURA 2.2.4 Distancia en la recta 
de los numeros reales 


y 


y o x 

FIGURA 2.2.5 La distancia de 0 a x 
es x; la distancia de 0 a y es — y 


Definition 2.2.2 Valor absoluto 


Para cualquier numero real a, el valor absoluto de a, denotado por | a |, es 


\a\ = 


si a > 0, 
si a < 0. 


( 2 ) 


2.2 La recta de los numeros reales 


^EEEHEH Valores absolutos 

Como 3 y V2 son numeros positivos. 


1 3 1 = 3 y \V2\ = V2. 

Pero como — 3 y — V2 son numeros negativos, es decir, — 3 < 0 y — V2 < 0, deducimos 
de (2) que 


| — 3 1 = —(—3) = 3 y |-V2|=-(-V2)=V2. 

M0E393 Valores absolutos 

a) 1 2 — 2 | = | 0 I = 0 <— de (2), 0 > 0 

b) 1 2 — 6 1 = I —4 1 = -(-4) = 4 de (2), -4 < 0 

c) 1 2 1 — I —5 1 = 2 — [ —(—5)] = 2 — 5 = -3 ^de(2),-5<0 


Valor absoluto 

Halle | V2 — 3 1. 

Solucion Para hallar | V2 - 3 | primero debemos determinar si V2 — 3 es positivo o 
negativo. Como V2 ~ 1.4, vemos que V2-3 es un numero negativo. Por tanto, 

I — 3 | = — (\/2 — 3) — —~\/2 + 3 <— Aquf se usa la ley distributiva 

= 3 - VI = 

Advertencia ^ Es un error comun pensar que — y representa un numero negativo porque la literal y va 

precedida de un signo menos. Hemos de destacar que si y representa un numero negativo, 
entonces el negativo de y, es decir, — y es un numero positivo. Por tanto, si y es negativo, 
entonces | y \ = —y. 


M0E2I1IB Valor de una expresion de valor absoluto 

Halle | x - 6 1 si a) x > 6, b) x = 6 y c) x < 6. 

Solucion 

a ) Si x > 6, entonces x — 6 es positivo. Luego, de la definicion de valor absoluto en (2) 
concluimos que | x — 6 1 = x — 6. 

b ) Si x = 6, entonces x - 6 = 0; luego, | x — 6 1 = 1 0 1 = 0. 

c) Si x < 6, entonces x — 6 es negativo y tenemos que \x — 6 1 = — (x — 6) = 6 — x. = 

Para cualquier numero real x y su negativo, —x, la distancia al origen es la misma. Es 
decir, | x \ = \ — x |. Esta es una de las propiedades especiales del valor absoluto, las cuales 
describimos en el teorema siguiente. 


Teorema 2.2.2 Propiedades del valor absoluto 

Sean xyy numeros reales. Entonces 


0 

ii) | * | = 0 si y solo si * = 0 

at) |*| = |— 

iv)\xy\ = \x\\y\ 

,|*| Ul 

v) — = -T—r, con V 0 

lyi \y\ 

vi)\x + y\<\x\ + \y\ 
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Definir estas propiedades con palabras es una forma de comprenderlas cabalmente. Por 
ejemplo, la propiedad i) dice que el valor absolute de una cantidad es siempre no negativa. 

La propiedad iv) dice que el valor absolute de un producto es igual al producto de los valores 
absolutes de los dos factores. El inciso vi ) del teorema 2.2.2 es una propiedad importante del 
valor absolute llamada desigualdad triangular. 

■ Distancia entre puntos El concepto de valor absolute no solo describe la distancia de un d(a,b) = \b-a\ 

punto al origen; tambien es util para hallar la distancia que hay entre dos puntos en la recta > A ' 

numerica. Puesto que deseamos describir la distancia como una cantidad positiva, restamos a 

una coordenada de la otra y luego obtenemos el valor absolute de la diferencia (FIGURA 

FIGURA 2.2.6 Distancia en la recta 

' de los numeros reales 


Definicion 2.2.3 Distancia en la recta de los numeros reales 

Si a y b son dos puntos en la recta de los numeros reales, la distancia de a a b esta dada 
por 

d(a,b) = \b-a\. (3) 


■ Distancias 

a) La distancia de — 5 a 2 es 


d(~5, 2) = 1 2 -(-5) | = 1 7 1 = 7. 


b) La distancia de 3 a V2 es 

d( 3, V2) = | V2 — 3 | = 3 — V2. <— vease el ejemplo 4 


Vemos que la distancia de a a b es la misma que la distancia de b a a, pues por la pro- 
piedad iii) del teorema 2.2.2, 


d(a, b) = \b - a\ = \-(b - a)\ = \a - b\ = d{b, a). 


b — a representa la parte de x 
en iii) del teorema 2.2.2 


Asf, d(a, b ) = d(b, a) 


■ Coordenada del punto medio La definicion 2.2.3 sirve para hallar una expresion para el 
punto medio de un segmento de recta. El punto medio m de un segmento de recta que une a 
a y b es el promedio de los dos extremos: 


d(a, m) = d{m, b) 


Vease la FIGURA 2.2.7. 


FIGURA 2.2.7 La distancia de a a m 
es igual a la distancia dema/) 


Punto medio 

Con base en la formula (4), el punto medio del segmento de recta que une los puntos 5 y 
-2 es 


5 + (~2) 

2 


3 

2 ' 


Vease la FIGURA 2.2.8. 


d{-2,\)=\=d{\,5) 



FIGURA 2.2.8 Punto medio del 
ejemplo 7 


2.2 La recta de los numeros reales 


61 


MB2III2iL_ Dado el punto medio 


a m = 4 b 

7 

FIGURA 2.2.9 Las distancias son 
iguales en el ejemplo 8 


El segmento de recta que une a a y b tiene punto medio m = 4. Si la distancia de a a b es 
de 7, halle ay b. 

Solucion Como observamos en la FIGURA 2.2.9, como m es el punto medio, 

/ = d(a, m) = dim, b). 

Por tanto, 21 = 7 o l = Ahora tenemos que a = A — \ = \y b — \ = = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5. 


En los problemas 1 y 2, trace una recta numerica y situe los 
puntos dados en ella. 

1 4 

1. 0, 1, -1,2, -2,-, 2.5 

2. 0, 1, -1, V2, -3, — V2 +1 

En los problemas 3 a 10, escriba la expresion como una des- 
igualdad 

3. x es positivo 

4. y es negativo 

5. x + y es no negativo 

6. a es menor que —3 

7. b es mayor o igual a 100 

8. c — 1 es menor o igual que 5 

9. | ? — 1 1 es menor que 50 

10. | s + 4 1 es mayor o igual que 7 

En los problemas 11 a 16, compare las parejas de numeros 
mediante la relacion de orden “menor que”. 

11. 15, -3 

12. -9,0 

13. |,1.33 

14. -B.-n 

15. 77,3.14 

16. 1.732, V3 

En los problemas 17 a 22, compare las parejas de numeros 
mediante la relacion de orden “mayor o igual que”. 

17. -2, -7 

18. -i -0.143 

19. 2.5, § 


20. 0.333,| 

21. § 1 , 2.6 
22. V2, 1.414 

En los problemas 23 a 44, halle el valor absoluto. 


23. 1 7 | 

24. | -7 | 

25. 1 22 1 



28. |V5| 

29. | —V5 1 

30. 1 0.13 | 

31. 1 71 4 1 

32. 1 2 — 6 1 

33. 1 6 — 2 1 

34. || 2|-|—6 1| 

35. | —6 | — | —2 1 

36. | V5 — 3 1 

37. | 3 — V5 1 

38. | 8 — V7 1 

39. |V7 - 8 | 

40. | -(V7 - 8)| 

41. |V5 - 2.3 | 



43. 1 6.28 - 2tt | 

44. | V7 — 4.123 | 
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En los problemas 45 a 56, escriba la expresion sin utilizar los 
simbolos del valor absoluto. 

45. | h |, si h es negativo 

46. | —h |, si h es negativo 

47. | x — 2 1, si x < 2 

48. | x — 2 1, si x = 2 

49. | x — 2 1, si x > 2 

50. 1 5 -x|, six <5 

51. 1 5 - x|, six = 5 

52. 1 5 — x |, si x > 5 

53. \x — y\ — \y — x\ 

U-y| 

54. — con x =f y 

\y-x\ 

55. - — con h < 0 

h 

56. , ~ . , con z > 0 
\-z\ 

En los problemas 57 a 64, halle a) la distancia entre los pun- 
tos dados y b) la coordenada del punto medio del segmento 
de recta que une los puntos dados. 

57. 7,3 

58. 2,5 

59. 0.6, 0.8 

60. -100,255 

61. -5, -8 

62. 6, -4.5 



En los problemas 65 a 72, m es el punto medio del segmento 
de recta que une a a (el punto final a la izquierda) y b (el pun- 
to final de la derecha). Utilice las condiciones dadas para ha- 
llar los valores indicados. 

65. m = 5, d(a, m) = ?>\a,b 

66. m = — 1, d{m, b ) = 2; a, b 

67. m = 2,d(a,b) = 7;a,b 

68. m — V2, d(a, b) = 1; a, b 

69. a = 4, d(a, m) = ir; b, m 

70. a = 10, d(b, m) = 5; b, m 

71. b = -3, d(a, b) = V2; a, m 

72. b = -§, d(a, b ) =^;a,m 

En los problemas 73 a 80, determine cual proposicion de la 
ley de la tricotomfa (a < b, a = b o a > b) se cumple para las 
siguientes parejas de numeros a, b. 

73. (10)(10), 100 

74. V3 - 3, 0 

75. 77,3.14 


76. | -15 1, 15 

77. ji, 0.63 

78. |,0.2 

79. V2, 1.4 

80. -V2, -1.4 


= Aplicaciones diversas 

81. £A que distancia? Greg, Tricia, Ethan y Natalie viven 
en la calle Real. Tricia vive a una milla de donde vive 
Greg, y Ethan vive a una milla y media de donde vive 
Tricia. Natalie vive a medio camino entre Ethan y Tricia. 
l,A que distancia vive Natalie de Greg? [Pista: hay dos 
soluciones], 

82. Distancia de envio Una compania que poseia una planta 
manufacturera cerca de un rfo compro dos plantas manu- 
factureras adicionales, una a x millas rfo arriba y la otra a 
y millas rfo abajo. Ahora la compania desea construir 
una planta procesadora ubicada de manera que la distancia 
total para el embarque desde la planta procesadora hasta 
las tres plantas manufactureras sea minima. Use la des- 
igualdad triangular para demostrar que la planta procesa- 
dora debe construirse en el mismo sitio de la primera planta 
manufacturera. [Pista: piense que las plantas estan situa- 
das en 0, x y — y en la recta numerica; FIGURA 2.2.10], 
Mediante valores absolutos, halle una expresion para la 
distancia total de envio si la planta procesadora se coloca 
en el punto d. 


planta 

original 



-y 0 d 


planta 

adicional 


FIGURA 2.2.10 Plantas del problema 82 


= Para la discusion 

En los problemas 83 a 90, responda si la proposicion es ver- 
dadera o falsa para cualquier numero real a. 

\a ■ a\ 

“ V-' 

84. | a | > - 1 _ 

85. — M<M 


2 * 0 _ 


88. — | a | < a 

89. Si x < a y a < z, entonces x < z 

90. \a+ 1|js|o|+ 1 

91 . /,Para que valores de x se cumple que x < |x|? 

92. (i Para que valores de x se cumple que x = | x |? 
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93. Use la definicion 2.2.2 para probar que | xy \ = \ x \ \ y | para 
cualesquiera numeros reales xy y. 

94. Use la definicion 2.2.2 para demostrar que | xly \ = \ x | / 1 y \ 
para cualquier numero real x y cualquier numero real y que 
no sea cero. 

95. ^En que condiciones se mantiene la igualdad en la des- 
igualdad triangular? En otras palabras, /.cuando se cumple 
que \a + b\ = \a\ + \b\‘? 


96. Use la desigualdad triangular para demostrar que | a 

*U\ + \H 

97. Use la desigualdad triangular para demostrar que | a 

a | — \b\. [Pista: a = (a — b) + b], 

98. Demuestre la formula del punto medio (4). 


| | 2.3 Exponentes enteros 

■ Introduction Creemos que es mejor escribir una suma repetida r + x + x + xde forma 
Ax. Asimismo, podemos escribir el producto repetido x ■ x ■ x de manera mas eficiente con 
exponentes. En esta section repasaremos las leyes de los exponentes enteros. 

Comenzamos con la definicion de “x a la n potencia”. 


Definicion 2.3.1 Potencia entera positiva de x 

Para cualquier numero real x y cualquier entero positivo n, el sfmbolo x" representa el 
producto de n factores de x. Es decir. 


n factores de x 



Por ejemplo, x ■ x ■ x = x 3 . En el caso en que n = 1, tenemos que x 1 = x. 

En la expresion x", n se llama exponente o potencia de x, y x se denomina base. 

Uso de la formula (1) 

a) 5 2 = 5 • 5 = 25 <— por ( 1 ) de la definicion 2.3.1 con x = 5 

b) y 3 = y • y ■ y <— por ( 1) de la definicion 2.3.1 con x reemplazada por y 

c) (2x) 3 = 2x-2x-2x = 8x 3 <— por (1) de la definicion 2.3.1 con x sustituida por 2x 

d) (— 3) 4 = ( — 3) • (—3) • ( — 3) ■ (—3) = 81 <- por (l)de la definicion 2.3.1 con.r = -3. 


La proposition exponencial del inciso a) del ejemplo 1 se lee “5 al cuadrado”, en tanto 
que en el inciso b) decimos “y al cubo”. 

Las potencias negativas de x se definen a continuation. 


Definicion 2.3.2 Potencias enteras negativas de jc 

Para cualquier numero real x que no sea cero y cualquier entero positivo n, el sfmbolo x ' 
representa el recfproco del producto de n factores de x. Es decir, 

x~ n = \, con x AO. (2) 
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M3EEEEH Uso de la formula (2) 


a) 2 -3 


J_ _ 1 

2 3 _ 2 - 2-2 


b) 



{-hY 


i 

- «— por (2) con x = 2 


1 

( — To) ' ( — To) ‘ ( — To) ' ( — To) 


— | — = 10 000. 
10 000 


Finalmente, para cualquier base x diferente de cero, definimos 
Jt°=l. 


(3) 


Entonces, 


2° = 1 y (V2 + V3)° = t 

Vease en el problema 93 de los ejercicios 2.3 la logica de la definicion especial (3). Note que ^ Advertenda 
0° es indefinido. 

■ Leyes de los exponentes Se han establecido varias reglas para combinar potencias, 
llamadas leyes de los exponentes. Como ejemplo, consideremos el producto 3 2 • 3 4 . A1 
contar los factores observamos que 

2 factores 4 factores 6 factores 

3 2 • 3 4 = (3^3^ (3 • 3 • 3 ■ 3) = 3 ■ 3 • 3 ■ 3 • 3 • 3" = 3 6 , 
es decir 3 2 ■ 3 4 = 3 2+4 . 

En general, si x es cualquier numero y my n son enteros positivos, entonces 


m factores n factores m+n factores 



Cuando tanto m como n son negativos, los factores se cuentan de la misma forma, aunque 
esten en el denominador de la fraccion resultante. Si m > 0 y n es negativo, tenemos que n = 
—q, donde q > 0. Entonces, 


m factores 



Despues de que todos los factores posibles han sido cancelados, bien quedan en el numerador 
m — q factores o q — m factores en el denominador. En el primer caso, 

;dV = xT: c“« = x m ~ q = x m+n 


y en el segundo caso, 


Por un argumento similar puede comprobarse que x" l x" = x m+n si m es negativo y n > 0. 
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Esta y varias otras formulas relacionadas con los exponentes se presentan a continua- 
cion. 


Teorema 2.3.1 Leyes de los exponentes enteros 

Sean x y y numeros reales enteros y my n enteros. Entonces, 

0 x m x n - x m+n ii ) (x m ) n = x mn iii) (xyT = xY 



siempre que cada expresion representa un numero real. 


A1 formular estas leyes, cada vez que x o y se dan en el denominador o con un exponente 
negativo, x o y deben ser diferentes de cero. Ademas, iii) del teorema 2.3.1 se extiende a mas 
de dos variables; por ejemplo, 

(xyzw) n = x n y n z n w r 

En los ejemplos siguientes ilustramos cada una de las leyes de los exponentes. 

BEEEHEH Uso de las leyes de los exponentes 

a) a 5 a 4 = a 5+4 = a 9 <- por i) del teorema 2.3.1 

b ) (Z? 3 ) 2 = & 3< 2 ' — b 6 — -ys <— por ii) del teorema 2.3. 1 con x sustituida por b 

c) (3x) 4 = 3 4 X 4 = 8 lx 4 por Hi) del teorema 2.3.1 con .t sustituida por 3 y v por x 

j_ 

(yX 5 _ y- 5 _ y 5 _ 4 5 _ 1024 

d) I . I — ,_r — , — , — r 

\4/ 4 1 y y 

— yyyv or ^ 

4 5 

. ^ _ 5 _(_ 3 ) —2 1 

e) — a —a — — j <— por v) del teorema 2.3.1 con ^sustituida por a — 


Las leyes de los exponentes son utiles para simplificar expresiones algebraicas, como 
veremos en el ejemplo 4. 


BEEJHEH Uso de las leyes de los exponentes 


Simplifique 


(~6xy 2 ) 3 
x 2 / ’ 


Solucion 


Por las leyes de los exponentes tenemos que 
(— 6xy 2 ) 3 _ (— 6) 3 x 3 (y 2 ) 3 
yy x 2 y 5 

_ 216x 3 y 6 

yy 

= -216x 3 “ 2 y 6 “ 5 
% -216xy. 


<— por iii) del teorema 2.3.1 

por ;') y ii) del teorema 2.3.1 
4t-~ por v) del teorema 2.3.1 
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■ Notacion cientifica Los exponentes enteros con frecuencia se utilizan para escribir 
numeros muy grandes o muy pequenos de una forma practica. Cualquier numero real positivo 
puede escribirse en la forma 


a X 10", 

donde 1 ^ a < 10 y n es un entero. Decimos que un numero escrito asi esta en notacion 
cientifica. Por ejemplo, 

1 000 000 = 1 X 10 6 = 10 6 y 0.0000000537 = 5.37 X 10^ s 

La notacion cientifica es mas util en quimica y fisica, donde suelen presentarse numeros 
como 


92 900 000 = 9.29 X 10 7 y 0.000000000251 = 2.51 X 10 ~ 10 

Estos numeros son la distancia media de la Tierra al Sol expresada en millas y la vida media 
de una particula lambda en segundos, respectivamente. Sin duda es mas facil escribir y recor- 
dar numeros como estos cuando se dan en notacion cientifica. Ademas, las expresiones con 
numeros escritos en notacion cientifica se simplifican mas facilmente. Esto se ilustra en el 
ejemplo 5. 

HEUEEHl Uso de la notacion cientifica 

Halle el valor de 

(4 000) 3 (1 000 000) 

(20 000 000) 5 

Solution Escribimos los numeros en notacion cientifica y luego utilizamos las leyes de 
los exponentes para simplificar la expresion: 

(4 000) 3 ( 1 000 000) _ (4 X 10 3 ) 3 (1 X IQ 6 ) 

(20 000 000) 5 ~~ (2 X 10 7 ) 5 

_ (4) 3 (10 3 ) 3 10 6 

2 5 (10 7 ) 5 

64( 10 9 ) ( 10 6 ) 

32( 10 35 ) 

= 2 X 10“ 20 = 0.00000000000000000002. = 

Casi todas las calculadoras convierten automaticamente un numero en notacion cientifica 
cuando es muy grande o muy pequeno para expresarlo en forma decimal. Por ejemplo, el 
numero 1.234 X 10 15 requiere 16 digitos para su forma decimal, pero como pocas calcula- 
doras expresan mas de 10 digitos, no se muestran el signo de multiplication y la base 10. 
Entonces, el numero 1.234 X 10 15 aparece como |1 .234 1~5l . En muchas calculadoras es 
posible utilizar la notacion cientifica cuando se ingresa un numero. Consulte el manual de su 
dispositivo para mayores detalles. 

■ Digitos significativos La mayorfa de las aplicaciones de las matematicas en la vida real 
incluyen medidas sujetas a error y, en consecuencia, se consideran aproximaciones. Podemos 
describir la exactitud de una aproximacion estableciendo cuantos digitos significativos 
tiene. 

Supongamos que el resultado de una medida se expresa en notacion cientifica 
x = aX 10", donde 1 < a < 10, 

y se sabe que los digitos en a son exactos (excepto quizas el ultimo digito, el cual puede ser 
aproximado si el numero se redondeo). Si a contiene k lugares decimales (es decir, k digitos 
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a la derecha del punto decimal), entonces se dice que x tiene k + 1 dfgitos significativos. 
Segun esta convention, 2.0285 X 10 23 tiene cinco dfgitos significativos y 9.30 X 10 20 tiene 
ties dfgitos significativos. 


Distancia de un ano luz 

Un ano luz es la distancia recorrida por la luz en un ano de la Tierra (365.25 dfas). La 
velocidad de la luz es 3.00 X 10 5 kilometros por segundo (exacto para ties dfgitos signi- 
ficativos). Halle la distancia de un ano luz en kilometros y en millas. 


Solution Para determinar la distancia de un ano luz en kilometros multiplicamos la 
velocidad de la luz en kilometros por segundo por el numero de segundos en un ano de 
la Tierra. Primero hacemos la conversion de un ano de la Tierra en segundos: 


1 ano de la Tierra 


„ , horas „ mrnutos 

= 365.25 dias X 24 X 60 

dia hora 


segundos 

60 

minuto 


Entonces, la distancia de un ano luz en kilometros esta dada por 


3.00 X 10 5 X 365.25 X 24 X 60 X 60 « 9.47 X 10 12 km 


Ahora bien, 1 km = 6.21 X 10 1 mi y, por tanto, la distancia de un ano luz en millas es 
3.00 X 10 5 X 6.21 X 10 1 X 365.25 X 24 X 60 X 60 « 5.88 X 10 12 mi. = 



Notas del aula 

Debe habituarse a dedicar un poco mas de tiempo a leer expresiones matematicas que 
contengan potencias de x. Por ejemplo, la distincion entre las cantidades 5x 3 y (5x) 3 a 
menudo se pasa por alto en las prisas por terminar una tarea o examen. Los parentesis 
indican que el exponente 3 se aplica a 5x, no solo a x. En otras palabras, 

5x 3 = 5 • x • x ■ x 

mientras que (5x 3 ) = 5x ■ 5x • 5x = 125x 3 . 

Asimismo, -3 4 = -(3 • 3 • 3 • 3) = -81 

mientras que (— 3) 4 = ( — 3)( — 3)( — 3)( — 3) = 81. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5. 


Supongamos que en los problemas 1 a 86 todas las variables 
son diferentes de cero. 

En los problemas 1 a 4, escriba la expresion con exponentes 
positivos. 

1 

1 8 - 8-8 

2. 3-3-3 

3. 2y ■ 2y ■ 2y ■ 2y 

1 1 

4. 

2 Z 


En los problemas 5 a 8, escriba la expresion con exponentes 
negativos. 



6. -j 

1 
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En los problemas 9 a 14, resuelva los numeros indicados. 


2" 1 - 3" 1 
2 _1 + 3 _1 
(~1) 5 ~ 2 6 
(- 1)- 1 


9. a) 

3 4 


2 3 

b ) 

3 -4 


3 4 

c) 

— 3 4 

32. 

3“ 2 

10. a) 

(I ) 3 


10“ 7 

b) 

(-r 3 

33. 

10 4 

c) 

(i)- 3 

34. 

35yV 

11. a) 

(-7) 2 

— 21y _1 x 9 

b) 

(—7) 2 

35. 

(5xf 

c ) 

-(7) 2 

(-I ) 5 

36. 

(~4x) 3 

12. a) 

37. 

(5 2 ) 3 

b) 

(-I)- 5 

38. 

(x 4 r 5 

c ) 

-(-l ) 5 

39. 

(4x 2 y~ 1 ) 3 

13. a) 

(5)° 

40. 

O^y 4 )- 2 

b ) 

(-5)° 

41. 

x 2 ^ 3 ^ -4 

c) 

-5° 

42. 

-x^Cy 2 ) 3 

14. a) 

(-1)- 1 

(xy) 2 

b ) 

c) 

(l)- 1 

-(-ir 1 

43. 

( 7a 2 b 3 ) 2 
a 3 b 5 

En los problemas 15 a 20, evalue la expresion. 

44. 

(-4x 5 y“ 2 ) 

15. 2 _1 

— 2 1 

x 7 y“ 3 


. (-3xy Wy)" 1 

(fT 

. (-xYf(xY') 2 
_ ~^V 

(xy 2 ^) -1 
(3 afrc) 3 
(2 a- l b~ 2 c) 2 


En los problemas 21 a 26, encuentre el valor de la expresion 
si a = 2, Z? = -3 y c = — 1. 

21. -lab + c 2 

22. ab 2 -c 3 

23. ab 2 + be 2 + ca 2 

24. a- x b- x c~ x 

25. ab~ x + ca ~ 1 

26. a -1 + 6 -1 + c~ x 


En los problemas 5 1 a 56, determine si el numero dado es 
positivo o negativo. 

51. (— 4)~ 3 (2 -4 ) 

52. (-l) -1 (-l)°(=i> 

53. [10“ 5 (— 10) 5 (— 10)“ 5 ] 2 

54. [(-1)“ 2 ]“ 3 

55. [-10 - 10]- 10+10 

56. [77 2 77 3 77-V 


En los problemas 27 a 50, simplifique y elimine cualquier 
exponente negativo. 

27. A~ 2 

28. 2 10 2 12 

29. (7x 4 )(— 3x 2 ) 

30. (“5*V)(3xy" 2 ) 


En los problemas 57 a 62, escriba una formula para la canti- 
dad dada usando exponentes. 

57. El area A de un cuadrado es el cuadrado de la longitud s 
de un lado. 

58. El volumen V de un cubo es el cubo de la longitud s de un 
lado. 
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59. El area A de un circulo es tt veces el cuadrado del radio r. 

60. El volumen V de una esfera es 5 tt veces el cubo del ra- 
dio r. 

61. El volumen V de un cilindro circular recto es tt por el 
cuadrado del radio r por la altura h. 

62. El area A de un triangulo equilatero es V3/4 veces el cua- 
drado de la longitud 5 de un lado. 

En los problemas 63 a 66 , escriba los numeros dados en nota- 
cion cientifica. 

63. a) 1 050 000 
b ) 0.0000105 

64. a) 341000 000 
b) 0.00341 

65. a) 1 200 000 000 

b) 0.000000000120 

66. a) 825 600 
b) 0.0008256 

En los problemas 67 a 70, escriba los numeros dados en 
forma decimal. 

67. a) 3.25 X 10 7 
b) 3.25 X 10 ~ 5 

68. a) 4.02 X 10 10 
b) 4.02 XIO -4 

69. a) 9.87 X KT 17 
b) 9.87 XIO 12 

70. a) 1.423 X 10 5 
b) 1.423 X 10 ~ 4 

En los problemas 71 a 76, use calculadora para realizar la 
operation. Escriba la respuesta en notation cientifica usando 
cinco digitos significativos. 

71. (0.90324X0.0005432) 

0.2315 
12 (5 480) 2 
0.143 
73 ' 15 000 
4 033 

74 ' 0.00000021 

75. (2.75 X 10 3 )(3.0 X 10 10 ) 

8.25 X 10 “ 12 
76 ' 3.01 X 10 12 

En los problemas 77 a 80, halle el valor de la expresion dada 
sin ayuda de calculadora. Escriba la respuesta a) en forma 
decimal y b ) en notation cientifica. 

77. (3 000) 2 (200 000) 3 (0.0000000001) 

78. [(1 000 000) 1 (0.0000 1)] ' 


(80 OOP ) 2 

?9 ' (2 000 000 ) ( 0 . 000 1) 4 

(21 000)(0.00005) 3 

8 °' 3 000 000 

= Aplicaciones diversas 

81. Poblacion La estimation de la poblacion de China en 
2009 era de 1 335 000 000. Escriba esta cifra en notation 
cientifica. 

82. Poblacion Si la tasa de crecimiento anual promedio de 
la poblacion de China es de 1 .4%, use la information pro- 
porcionada en el problema 81 para calcular la poblacion 
de China a) en 2010 y b ) en 2020. Escriba sus respuestas 
en notation cientifica. 

83. PIB El producto interno bruto (pib) es una medida basica 
de la production economica total de un pais. En octubre 
de 2009 se pronostico que el pib de Estados Unidos ascen- 
derfa a 14.261 billones de dolares. Escriba este numero a) 
en forma decimal y b) en notation cientifica. 

84. Lo que vendra Las computadoras futuras podrfan ser 
fotonicas (es decir, que operan mediante senales de luz) 
mas que electronicas. La velocidad de la luz (3 X 10 10 
cm/s) sera un factor limitante para el tamano y la velocidad 
de tales computadoras. Suponga que una serial debe ir de 
un elemento de una computadora fotonica a otro en un 
nanosegundo (1 X 10 -9 s); ^cual es la distancia maxima 
posible entre estas dos computadoras? [ Pista : ^cuanto viaja 
la luz en un nanosegundo?] . De su repuesta a) en centime- 
tres y b) en pulgadas (1 pulgada = 2.5 cm). 

85. Distancia galactica La distancia de la galaxia Andromeda 
(Messier 31), localizada en la direction de la constelacion 
Andromeda, esta a 2 500 000 anos luz de la Via Lactea, 
nuestra galaxia. Como vimos en el ejemplo 6 , un ano luz 
es una medida de distancia. Si un ano luz equivale (aproxi- 
madamente) a 6 millones de millones de millas, escriba la 
distancia aproximada (en millas) a la galaxia Andromeda 
en notation cientifica. 



Galaxia Andromeda 


86. Velocidad promedio El Pioneer 10, una sonda del espa- 
cio profundo, tardo 21 meses en viajar de Marte a Jupiter. 
Si la distancia de Marte a Jupiter es de 998 millones de 
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kilometros, calcule la velocidad promedio del Pioneer 10 
en kilometros por hora (suponga que hay 30.4 dfas en un 
mes). 

= Para el analisis 

En los problemas 87 a 92, responda verdadero o falso 

87. 0° = 0 

88. |^~j| = x, con x + 0 

89. Si n es par, x" £ 0 para todos los numeros reales x. 


90. x " & 0, para todos los numeros reales x 

91. (x + y) 2 = x 2 + y 2 

92. (x") _1 = x ”, para x A 0 

93. Por v) de la ley de los exponentes, si x + 0, entonces, <;a 
que es igual x'Vx"? Sin embargo, ( ',a que es igual cualquier 
numero diferente de cero dividido por si mismo? Use la 
respuesta a estas dos preguntas para explicar el fundamento 
en que se basa la definition x° = 1, para cualquier base x 
diferente de cero. 


2.4 Radicales 


■ Introduction Muchos problemas en las ciencias, los negocios o la ingenierfa conducen 
a planteamientos como s 2 = 25 o x 3 = 64. Los numeros que satisfacen estas ecuaciones 
exponenciales se denominan rafces. En particular, un numero s que satisface la ecuacion 
s 2 = 25 se llama la rafz cuadrada de 25, y un numero x que satisface x 3 = 64 es una rafz 
cubica de 64. 

Hay dos numeros reales que son rafces cuadradas del numero 25 porque 
(— 5) 2 = 25 y 5 2 = 25 

Por convencion, el sfmbolo V representa la rafz cuadrada principal, que es un numero real 
no negativo. Asf, V25 = 5. 

En esta section repasaremos la definition y las propiedades de las rafces n-esimas 
principales de un numero real x, donde n es un entero positivo. 


Definition 2.4.1 Rafz n-esima principal 

Supongase que x es un numero real y n > 2 es un entero positivo. 

i) Si x > 0, entonces la rafz n-esima principal Vx: es el numero r positivo tal que 
x = r n . 

ii ) Si x < 0 y n es un entero positivo impar, entonces la rafz n-esima principal \/x es 
un numero r negativo tal que x = r n . 

iii ) Si x < 0 y n es un entero positivo par, entonces \6c no es un numero real. 

iv) Si x = 0, entonces ^/x = 0. 


Para resumir i), ii) y iv) de la definition 2.4.1, la expresion 
~\/x = r significa x = r n 
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Vuelva a leer las primeras 
oraciones 


■ Terminologia La expresion \/x que representa la rafz n-esima principal de x se llama 
radical, el entero n es el rndice del radical y el numero real x se llama radicando. Si el rndice 
n es 2, normalmente se omite del radical; es decir, ^25 se escribe V25. Cuando n = 2, 
decimos que Vx es la rafz cuadrada de x y cuando n = 3, decimos que es la rafz cubica 
de x. Si el rndice n es un entero positivo impar, se puede demostrar que para cualquier valor 
de x hay exactamente una rafz n-esima real de x. Por ejemplo, 

^125 = 5 y ^32 = -2. 

. Si el rndice n es un entero positivo par y x es positivo, entonces hay dos rafces reales n-esimas 

^ de x. Sin embargo, el sfmbolo V'x se reserva para la rafz n-esima positiva (principal); deno- 
tamos la rafz n-esima negativa mediante —\/x. Asf, por ejemplo: 


V4 = 2 

y 

— V4 = -2, 


y 

V 81 3' 

Si n es par y x es negativo, no hay rafz n-esima real de x* 


M3BSBEH Rafces 

Halle a) VTOO b ) \/-64 c) '❖f . 

Solucion Habra una sola respuesta en cada caso, puesto que estamos calculando la rafz 
cuadrada principal, la rafz cubica principal y la rafz cuarta principal. 

a) VlOO = 10, pues 10 2 = 100 <— por i ) de la defmicidin 2.4.1 

b ) ^—64 = — 4, pues (— 4) 3 = —64 <— por »)de la definicion 2.4.1 

, J 1 ® 2 

C) 'jM = 3’ PUeS 

■ Leyes de los radicales Las propiedades siguientes se emplean frecuentemente para 
simplificar expresiones que contengan radicales. 


(0 


— I — — 5 licion 2.4. 1 


Teorema 2.4.1 Leyes de los radicales 

Sean my n enteros positivos, y x y y numeros reales. Entonces, 


0 (W = 


tit) V'xy = \fx\fy 


ii)V? = { H 
iV) ^ = Wy 


v)VV; = V~x 

siempre que los radicales representen numeros reales. 


si n es impar 
si n es par 



Las leyes de los radicales iii) a v) pueden comprobarse con las leyes de los exponentes estu- 
diadas en la seccion 2.3. Por ejemplo, para comprobar iii ) sea 


^fx = a y X/'y = b (1) 

* Una rafz par de un numero negativo, por ejemplo V— 5, recibe el nombre de numero complejo. Los numeros 
complejos se explican en la seccion 3.4. 
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Entonces, por definition 


x = a n y y = b n 

Por consiguiente, xy = a n b n = ( ab ) n , 

que puede escribirse en forma de radical como 

*\/xy = ab. ( 2 ) 

Combinando (1) y (2), obtenemos V'xy = ab = A v / x *\fy. = 

Cada una de las leyes anteriores se ilustra en el ejemplo siguiente. Quiza la propiedad 
mas conocida de los radicales, la rafz cuadrada de un producto es el producto de las raices 
cuadradas: 

Vxy = VxVy (3) 

parax > 0, y > 0, es solo un caso especial de iii) del teorema 2.4.1 cuando n = 2. Por ejem- 
plo, V40 = V4^10 = V4VT0 = iVio. 

LESSEES Simplification mediante las leyes de los radicales 

Simplifique cada una de las expresiones siguientes: 

a) b ) J ~ c) ^27/ d) e) {</r Vs) 5 

Solution En cada caso, usamos una o mas leyes de los radicales. 

a) Vx* = X 21 = X <— por i) del teorema 2.4.1 

., / = — <— por ii) y iv) del teorema 2.4.1 

V 25 V25 5 

c) y/lly 6 = rfri NS'y® = "'v // 27 (y 2 ) 3 = 3y 2 p° r "> y '“) del teorema 2.4. 1 

d) ^81 a 3 b 5 c 6 = y/ (27a 3 b 3 c 6 )3b 2 = (3abc 2 ) 3 3b 2 *- factorizando el radicando 

= y/(3abc 2 f y/3b 2 = 3abc 2 ^3tf P or “) y »') del teOTema 241 

e ) (\/r \K?) 5 = (\/nj) 5 = rs <- por 0 y III) del teorema 2.4.1 = 


^EEEEEiJ Uso de las leyes de los radicales 

Simplifique cada una de las expresiones siguientes: 



Solution En ambos incisos, de una razon en la linea de color sobre el signo de igualdad 
coloreado correspondiente. 


t — — i — — r 


a) V2x?pV4xz? = ^ / 8x 3 yV = V(2 xyz) 3 = 2xyz 



Como acabamos de ver en el ejemplo 2, las leyes de los radicales del teorema 2.4.1 nos 
permiten simplificar los productos y cocientes de los radicales que tienen el mismo rndice. 
Con frecuencia podemos simplificar sumas y diferencias de radicales que tienen el mismo 
indice mediante el uso de las leyes distributivas, como se muestra en el ejemplo que sigue. 


2.4 Radicales 
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^EniHlSO Simplification 

Simplifique cada una de las expresiones siguientes: 

a) VlO - V40? ♦ V90xV &)V^ + VrV 

Solucion Nuevamente usamos las leyes de los radicales proporcionadas en el teorema 

2.4.1. 

a) VlO - V40/ + V9oVy = VlO - 2xVlO + 3x 2 y 4 VlO <- L'oVmun 

= VlO(l - 2X 2 + 3 x 2 /) 

b) V&X 4 + Vx 4 y 3 = 2xVt + Xy V* <— xVt es un factor comun 

= x"Vx(2 + y) = 


■ Racionalizacion Cuando quitamos los radicales del numerador o del denominador de 
una fraccion, decimos que estamos racionalizando. En algebra normalmente racionalizamos 
el denominador, pero en calculo a veces es importante racionalizar el numerador. El proce- 
dimiento de racionalizacion implica la multiplication de la fraction por 1 escrito en forma 
especial. Por ejemplo, 


esta fraccion es igual a 1 

1 _ J_ V5 _ V5 
V5 ~ V5 ’ V5 ~ 5 ' 


ME2EV1 Racionalizacion del denominador 

Racionalice el denominador de cada una de las expresiones siguientes: 


a) 


V3 

V2 


b) 


V2 


Solucion 


V3 _ V3 V2 _ V3 -2 _ V6 
V2~ V2 V2~ (V2) 2 ~~ 2 


<— usamos (3) en el numerador 


b) Como V2 • (V2) 2 = V2 • V2 ■ V2 = 2, multiplicamos el numerador y el denomi- 
nador por (V 2 ) 2 : 


J__ J_ (V2) 2 _ (V 2) 2 _ (V 2) 2 

V2 ~ V2 ' (V2) 2 " (V2) 3 ~ 2 

_ V2- V2 _ VT2 _ V5 

2 2 ~ 2 ' 


■ Uso de un factor conjugado Si una fraccion contiene una expresion como Vx + Vy, 
usamos el hecho de que el producto de Vx + Vy y su conjugado Vx + Vy no contiene 
radicales: 

(■ Vx + Vy)(Vx - Vy) = Vx ( Vx - Vy) + Vy (Vx - Vy) 

= VxVx - VxVy + VyVx - VyVy 
= (Vx ) 2 - V^ + Vxy - (Vy ) 2 
= x - y. 
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Los conjugados de las expresiones x + Vy, Vx + y, x — Vy, Vx — y, son, respectivamente, 
x — Vy, Vx — _v, x + Vy y Vx + y. Debe comprobar que el producto de cada una de estas 
expresiones y su conjugado no contenga radicales. 


toHmTII Racionalizacion de un denominador 


Racionalice el denominador de la expresion. 


Vx + 3 


Solucion El conjugado del denominador es Vx — 3. Para eliminar el radical del deno- 
minador, multiplicamos la expresion por 

Vx - 3 
Vx - 3' 

1 1 Vr - 3 _ Vr - 3 

AS1 ’ Vx + 3 _ Vx + 3 ' Vx — 3 _ x — 3 


WHTOT Racionalizacion de un numerador 


Elimine los radicales en el numerador de 

Vx + h - Vx 


Solucion Como el conjugado del numerador es Vx + h + Vx, procedemos asf: 


t + h — Vx Vx + h + Vx 


Vx + h + Vx h(Vx + h + Vx) 

]i <— anular las h 

~ H(W+h + V5) 


x + h + Vx 


La racionalizacion del numerador que se ilustra en el ejemplo 7, ocurre con frecuencia 
en calculo. 


■UlSQliEl Gravedad artificial 

En las estaciones espaciales (o naves interplanetarias) se puede crear la gravedad artificial 
mediante la rotacion de la estacion como una centrffuga gigantesca, rotacion que producira 
una fuerza contra los astronautas a bordo, que no se podra distinguir de la gravedad. La 
tasa de rotacion N, medida en rotaciones por segundo, necesaria para producir una acele- 
racion de a m/s 2 en un punto a r metros (m) del centra de rotacion esta dado por 


'W 


Si el radio de la estacion es de 150 metros, calcule la tasa de rotacion necesaria para pro- 
ducir el equivalente de la gravedad de la Tierra. 



Uno de los primeros disenos de 
una estacion espacial con gravedad 
artificial 
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Solucion La aceleracion debida a la gravedad de la Tierra es de 9.8 m/s 2 . Por tanto, 
identificamos a = 9.8 y r = 150, y obtenemos 

N = 

A1 usar las teclas I'Rjl y @ en una calculadora, encontramos que N ~ 0.04. Por tanto, se 
requieren aproximadamente 0.04 rotaciones por segundo (o su equivalente, 2.4 rotaciones 
por minuto) para producir el equivalente de la gravedad de la Tierra. = 



Notas del aula 



En esta nota hablaremos de algunos errores comunes en el uso de los radicales y las leyes 
de los radicales. 

0 Es un error comun simplificar \fx L como x. Esto es valido solo para x no negativo. 
Por ejemplo, si x = —3, vemos que 


/( — 3) 2 = V9 = 3 # -3. 


El resultado correcto esta dado por ii) de las leyes de los radicales: 


' m\ - 


ii) En el inciso b) del ejemplo 5, serfa incorrecto tratar de racionalizar M^/2 multiplicando 
el numerador y el denominador por \/2: 

J_ ^2 _ ^2 ^2 




Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5. 


En los problemas 1 a 62, suponga que todas las variables 
son positivas. 

En los problemas 1 a 32, evalue los radicales. 

‘ -125 
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21. VvfrooTe 

22. V2V4 



24. VrV (x 2 y ) 2 

25. (-Vxy?) 2 


26. V(— 2 jc 3 >') 2 

27. \/{—abc ) 2 



29. V(-4rV) 3 


30. V-(/rY) 3 



32. 


En los problemas 33 a 44, racionalice el denominador de la 
expresion. 



V3 + V7 


Vx + Vy 

39 ' 

40 - Vs — V/> 


41. 

42. 


2 

1 

Vxy 


4 



44. 


VS 


En los problemas 45 a 48, racionalice el numerador de la 
expresion. 

. ^(x + h) - V2x 

45 ' h 

Vp + h) 2 + 1 - Vx 2 + 1 



1 

■y/ x [Pista: primero combine los 
terminos en el numerador]. 


En los problemas 49 a 56, combine los radicales y simplifi- 
que. 

49. 4Vx + 3Vx - 2Vx 

50. V5 - V6 + V8 

51. 4^/2 - Vl6 

52. -tycy + 3Vx - Vxz 3 

53. 3' V&t 3 - Vl&ry 3 + V^2? 

54. Vx 4 yz — Vxy 4 z + Vxyz 4 



En los problemas 57 a 60, escriba una formula para la canti- 

dad que se da. Use notacion de radicales. 

57. La longitud s del lado de un cuadrado es la rafz cuadrada 
del area A. 

58. La longitud s del lado de un cubo es la rafz cubica del 
volumen V. 

59. La longitud c de la hipotenusa de un triangulo rectangulo 
es igual a la rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de 
las longitudes ay b de los otros dos lados. 

60. La velocidad v de un satelite en una orbita circular alrede- 
dor de la Tierra es igual a la rafz cuadrada del producto 
del radio r de la orbita y la aceleracion debida a la grave- 
dad g r en la orbita. 


= Aplicaciones diversas 

61 . Satelite terrestre Si un satelite da vueltas alrededor de la 
Tierra en una orbita circular de radio r = 6.70 X 10 6 m, 
halle su velocidad v si v = R\/glr, donde R es el radio de 
la Tierra y g es la aceleracion debida a la gravedad en la 
superficie de nuestro planeta. Use los valores R = 6.40 X 
10 6 m y g = 9.8 m/s 2 . 


2.4 Radicales 
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64. 'S/ab = ’\fa\fb , para a,b^O. 

65. = a, para cualquier numero real a. 

66. ( Va) 2 = a, para cualquier numero real a. 

67. Si n es impar, \/x es definido para cualquier numero real 

68. Si n es par, Vx es definida para cualquier numero real x. 

69. = Vx, para cualquier numero real x. 

70. Va 2 /b 2 = \a/b\, para cualesquiera numeros reales a y 

b * 0. 

En los problemas 63 a 70, responda falso o verdadero. 

63. Va + b = Va + V&, para a, b > 0. 

| | 2.5 Exponentes racionales 

■ Introduction El concepto de la rafz n-esima de un numero nos permite ampliar la defi- 
nition de x" de exponentes enteros a exponentes racionales; y, como veremos, con frecuen- 
cia es mas facil trabajar con exponentes racionales que con radicales. 


62 . Relatividad De acuerdo con la teorfa de la relatividad de 
Einstein, la masa m de un objeto que se mueve a velocidad 
v es dada por 


Vl - v 2 /c 2 ’ 


donde m 0 es la masa del objeto en reposo y c es la veloci- 
dad de la luz. Halle la masa de un electron que viaja a 
la velocidad de 0.6c si su masa en reposo es 9.1 X 10 31 
kg- 


= Para el analisis 


Definition 2.5.1 Potencia rational de x 

Supongase que x es un numero real y que n > 2 es un numero entero positivo. 


i ) Si \/x existe, entonces 


x lln = Vi. 


ii ) Si Vx existe y m es cualquier entero tal que min esta en sus terminos mfnimos, 
entonces 


x mln = Vir = ( Vx) m . 


En el inciso i) de la definition 2.5.1, x Vn es simplemente otra forma de designar la rafz 
n-esima principal de x. En el inciso ii) de la definition 2.5.1, tenga en cuenta que n es un 
entero positivo mayor o igual que 2 y m puede ser cualquier entero (positivo, cero o negativo), 
y que el numero rational min esta reducido a sus terminos mmimos. Por ultimo, para calcu- 
► lar se usa ya sea Vx m o (Vx) m , pero por cuestiones practicas, por lo general es mas facil 
obtener la rafz n-esima del numero x en primer lugar y luego elevarla a la potencia m; en otras 
palabras, usamos (Vx) . 

Uso de la definition 2.5.1 i) 

Para evaluar cada una de las potencias racionales siguientes, usamos el inciso i) de la 

definition 2.5.1. 

a) (25) 1/2 = \/25 = 5 ralz cuadrada principal 

b) (64) 1/3 = "^64 = 4 ralz cubica principal = 


78 


CAPiTUL0 2 Conceptos fundamentales de algebra 


MIESEEH Uso de la definicion 2.5.1 ii) 


Para evaluar cada una de las potencias racionales siguientes, usamos el inciso ii) de la 
definicion 2.5.1. 


a) (0.09) 5/2 = [(0.09) 1/2 ] 5 = ( VO 09) 5 = s,n = 2 

= (0.3) 5 = 0.00243 <— la rafz cuadrada principal de 0.09 es 0.3 

b) (— 27)“ 4/3 = [(— 27) 1/3 ] -4 = 27]“ 4 *-m = -4,« = 3 



j- _ _J_ la rafz cubica principal de —27 
gj es —3 y (2) de la definicion 2.3.2 


H3E3QEEI Una comparacion 


Aunque el inciso ii) de la definicion 2.5.1 estipula la igualdad 
(125) 2/3 = [(125) 1/3 ] 2 = [(125) 2 ] 1/3 


el calculo 


[(125) 1/3 ] 2 = [^l25] 2 = 5 2 = 25 ^usando (^S)" 


se puede hacer mentalmente, en tanto que 



<- usando 'C'x" 


podria necesitar el uso de la calculadora. = 

El ejemplo 4 ilustra un caso en el que x m/ ", (x m ) Un y (x u ") m no son equivalentes. Este 
ejemplo ilustra por que min deben estar en sus terminos mfnimos segun indica el inciso ii) 
de la definicion 2.5.1. 

HSISQSSI Comparacion detres resultados 

Compare a) x! n,n , b) (x'”) l/ " y c) (x 1,n ) m para x = — 9, m = 2 y n = 2. 

Solucion A1 sustituir x = — 9, m = 2 y n = 2 encontramos que: 

a) x mln = (-9) 2/2 = (— 9) 1 = -9 

b) (xry ln = [( — 9) 2 ] 1/2 = 81 1/2 = 9 

c) ( x lln ) m = [(— 9) 1/2 ] 2 = ( V— 9) 2 , que no es un numero real, pues contiene la rafz ^ ^9 es un ejemplo de un numero 

cuadrada de un numero negativo. = complejo. Los numeros complejos 


■ Leyes de los exponentes Las leyes de los exponentes presentadas para los exponentes 
enteros en el teorema 2.3.1 de la seccion 2.3 tambien son verdaderas para los exponentes racio- 
nales. 


Teorema 2.5.1 Leyes de los exponentes racionales 

Sean xyy numeros reales y s y r numeros racionales. Entonces, 

0 x r x s = x r+s ii) (x r Y = x rs = (x'T iii) (xy) r = x r y r 

IV) (y) =7 V) ? = 

siempre que todas las expresiones representen numeros reales. 


se estudiaran en la seccidn 3.4. 
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Como se muestra en los ejemplos proximos, estas leyes permiten simplificar expresiones 
algebraicas. Para el resto de esta seccion consideramos que todas las bases variables x, y, a, 
b, etcetera, representan numeros positivos, de modo que todas las potencias racionales estan 
definidas. 

Uso de las leyes de los exponentes 

a ) (3x 1 ^ 2 )(2x 1 ^) — 3(2)x 1/2 X 1/5 — 6x^ 2+1 ^ 5 <— por;') del teorema 2.5.1 

= 6x (5+2)/10 = 6x 7lw 

b ) ( a 2 b~ S ) ll4 = (a 2 ) 1/4 (ZT 8 ) 1/4 = « 2/ V 8/4 ^por ii) yin) del teorema 2.5.! 

= a ll2 b- 2 = V 

b 

c) = x™Y l = — «- por v) del teorema 2.5.1 

x 11 yr ] y 

(3_YY = (3^ = 3\x»y = TT^ por , 7) y 

' \ y 1 ^ ) (y 1 / 3 ) 3 (y 1 / 3 ) 3 y del teorema 2.5.1 


M3E3HEI3 Simplificacion 


Simplifique 




Solucion Debe proporcionar los incisos de las leyes de los exponentes racionales (teo- 
rema 2.5.1) que se emplean en esta simplificacion: 


/ 5t 3/4 V/’ 2r~ 3/2 \ / 25r 3/2 \/ 2r~ 3/2 \ 50r° 50 

V 5 1/3 / \ j 1/2 ) V i 2/3 A s 112 ) s 116 s 116 ’ 


Como veremos en los dos ejemplos que siguen, se pueden simplificar ciertas expresiones 
radicales mas facilmente si se vuelven a escribir con exponentes racionales. 


H3EH3EB Escribir como un radical 

Escriba \fxWx como un solo radical. 

Solucion Volvemos a escribir \fxWx usando exponentes racionales y luego simplifica- 
mos segun las leyes de los exponentes racionales: 

use i ) del teorema 2.5.1 

YWx = (xYy /2 = A^y l/2 = (x 5/4 ) ,/2 = r ,/8 . 

Por el inciso ii) de la definicion 2.5.1, escribimos x 5/8 como = 


■3SSSEQ Escribir como un radical 

Escriba "^16/ V2 como un solo radical. 

Solucion Volvemos a escribir la expresion usando exponentes racionales: 

^16 = 16^ 

V2 2 1/2 ' 

Luego, debemos hallar una base comun para que podamos usar las propiedades de los 
exponentes racionales para simplificar la expresion. Como 16 = 2 4 , tenemos 

16 1/3 (2 4 ) 1/3 2 4 ' 3 

2 i/2 2 1/2 2 1/2 ' 

Por el inciso ii) de la definicion 2.5.1, el ultimo termino 2 5/6 es lo mismo que 
Vl 5 = ^32. = 
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^EUSEIjII Simplificacion 

Simplifique (8 000 000) 2/3 Vo.OOOlrV 2 . 

Solucion Escribimos los numeros en notacion cientffica y usamos las leyes de los expo- 
nentes: 

(8 000 000) 2/3 \/0.0001rV 2 = (8 X 10 6 ) 2/3 (1 X 10“ 4 -r¥ 2 ) 1/4 
= 8 2/3 ( 1 0 6 ) 2/3 ( 1 0 -4 ) 1/4 ( r 8 ) 1/4 ( f 12 ) 1/4 
= (^) 2 (10 4 )(10 _1 ) r 2 * 3 
= (4 X lOVf 3 

= 4 000 r¥. = 


Inflacion 

Supongamos que un inmueble costaba p dolares hace n anos. Si ahora cuesta q dolares, 
entonces el promedio de la tasa de inflacion anual r esta dado por 



Halle el promedio de la tasa de inflacion anual para una casa que ahora vale 500 000 
dolares si hace 12 anos se compro en $80 000. 


Solucion Primero identificamos p = 80 000, q = 500 000 y n = 12. A1 sustituir obte- 
nemos: 


/ 500 000 V /12 
V 80 000 ) 


- 1 = (6.25) 1/12 - 1. 


A1 usar la tecla [y] en una calculadora con y = 6.25 y x = yj, obtenemos r ~ 0.165. Por 
tanto, el promedio de la tasa de inflacion anual para esta propiedad ha sido 16.5%. = 


En la seccion 7.1 indicaremos como pueden definirse las expresiones con exponentes 
irracionales como x^ 2 o x 77 . Las leyes de los exponentes tambien son verdaderas para los 
exponentes irracionales. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6. 


En los ejercicios siguientes suponga que todas las variables 
son positivas. 


En los problemas 1 a 8, vuelva a escribir la expresion usando 
exponentes racionales. 


1 . 

2 . 

3 . 

4 . 

5 . 

6 . 


'fyab 

■f/lx 


1 




En los problemas 9 a 16, vuelva a escribir la expresion 
usando notacion radical. 

9 . a™ 

10. 2a 1/3 

11 . (3a) 2/3 

12 . 3 a m 

13 . 3 + a 213 

14. (3 + a) 213 



16 . (3a) -3/2 
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En los problemas 17 a 22, encuentre los numeros indicados. 

17. a) (49) 1/2 
b ) (49) 1/2 

18. a) (—8) 1/3 
b) (8)~ 1/3 

19. a) (0.04) 7/2 
b) (0.04 )~ 7 ' 2 

20. a) (^) 2/3 

ft) (h)- 213 

21. a) (27) 7/3 

ft) 

22. a) (|) 3/4 

ft) or 3 ' 4 


En los problemas 23 a 48, simplifique y elimine cualquier 
exponente negativo. 

23. (4x l/2 )(3x l/3 ) 

24. (3w 3/2 )(7w 5/2 ) 

25. a 3/2 (4a 2/3 ) 

26. (-5xV /3 

27 x 1/2 x 1/4 x 1/s 

28. (2a 1/2 )(2c? 1/3 )(2a 1/6 ) 

29. (a 2 ft 4 ) 1/4 

30. (100x 4 )" 3/2 

31. (25x 1/3 y) 3/2 

32. (4x 4 y“ 6 ) 172 



4x 172 

34 ' ( 8*) 1/3 



37. ((— 27a 3 ft~ 6 ) 1/3 ) 2 


38. a 1/3 (a 2/3 (aft) 5/3 ft “ 1/3 ) “ 1/2 


39. (x 1/2 )(x- 1/2 ) 2 x 1/2 

40. y 1/4 (y 1/4 (y 1/2 )- 4 )- 1/2 

41. (5x 2/3 (x 4/3 ) l/4 ) 3 

42. (2z 1/2 (2z 1/2 ) “ 1/2 ) 1/2 


43. 

44. 

45. 

46. 

47. 


(g- l ' 3 b 2l9 c 116 ) 9 

(a 1/6 ft“ 2/3 ) 6 



0>“V 2 ) 1/2 


«)■ 


/ rV¥ V /6 

Vr-wJ 


48. 


/-^uyAy/J 
V 8x 2 / ) 


En los problemas 49 a 56, vuelva a escribir la expresion 
como un solo radical. 


49. 

50. 

51. 


V5^2 

^4V2 

^16 

^4 


52. 


^81 

V5 


53. 


54. VxWx 


55. 


Va 


56. 



En los problemas 57 a 60, use notation cientlfica para simpli- 
ficar la expresion. 

57. V0.000004(8 000) 2/3 (100 000) 4/5 
5g V40000 "'^TOPO 
(0.000004) 3/2 

59. (VVo.OOOOOlxV 2 ) 5 

60. \/( 1 60 OOOa 8/3 ) 3 


= Aplicaciones diversas 

61. Movimiento del pendulo En un pendulo sencillo el 
periodo requerido para una oscilacion completa es de 
aproximadamente T ~ 2v{Llg) m , donde L es la longitud 
de la cuerda del pendulo y g es la constante gravitacional. 
Use una calculadora para aproximar el periodo de un pen- 
dulo con una cuerda de 10 pulgadas si el valor de g es de 
32 ft/s 2 . [Pista: use unidades coherentes]. 
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Esfera El radio r de una esfera con volumen V esta dado 
por r = (3 V/47 t) 1/3 . Use una calculadora para hallar el radio 
de una esfera que tiene de volumen 100 cm 3 . 

Velocidad del sonido La velocidad del sonido v medida 
en pies por segundo a traves del aire de temperatura t gra- 
dos Celsius esta dada por 


fica de la partfcula. Halle la velocidad crftica que se nece- 
sita para empezar a mover un grano de feldespato que tiene 
una gravedad especffica de 2.56 y un diametro de 3 mm. 


= Para la discusion 


1 087(273 + t) 1/2 
V “ 16.52 

Use una calculadora para hallar la velocidad del sonido a 
traves del aire cuando la temperatura es de 20 °C. 

64. Agua corriente Un arroyo de corriente rapida puede 
transportar partfculas mas grandes que uno de corriente 
lenta. Los estudios de laboratorio han demostrado que la 
velocidad crftica v, del agua que se necesita para que una 
partfcula arranque en la cuenca de un arroyo esta dada por 
la formula 


v t = 0.152 d 4/9 (G - 1) 1/2 , 

donde v, se mide en metros por segundo, d es el diametro 
de la partfcula en milfmetros y G es la gravedad especf- 


En los problemas 65 a 74, responda falso o verdadero. 

65. (z 2 + 25) 1/2 = z + 5 

66. 36x 1/2 = 6Vx 

67. ((— 4) 2 ) 172 = 4 

68. [(— 4) 1/2 ] 2 = —4 

70. (-irk-ir 1 = 1 


72. x 2/3 y“ 2/3 = 1 

73 . (b 4 y 14 = b 

fl 3/2 


j | 2.6 Polinomiosy productos notables 


■ Introduccion Ya hemos encontrado practico usar letras como x o y para representar 
numeros; cada sfmbolo se llama variable. Una expresion algebraica es el resultado de llevar 
a cabo un numero finito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones o rafces en un grupo 
de variables y numeros reales. Los siguientes son ejemplos de expresiones algebraicas: 

x + y V y?y~ 2 + z 

A veces una expresion algebraica representa un numero real solo para ciertos valores de 
una variable. A1 considerar la expresion Vx, encontramos que debemos tener x & 0 para que 
Vx represente un numero real. Cuando trabajamos con expresiones algebraicas, suponemos 
que las variables estan restringidas para que la expresion represente un numero real. El con- 
junto de valores permisibles para la variable se llama dominio de la variable. Por tanto, el 
dominio de la variable en Vx es el conjunto de todos los numeros reales no negativos {x| x 

— 0}: y para 3/(x + 1) el dominio es el conjunto de todos los numeros reales excepto x = 

— 1 ; es decir, {x I x # 1}. 

Si se sustituyen numeros especfficos por las variables en una expresion algebraica, el 
numero real que resulta se llama valor de la expresion. Por ejemplo, el valor de x 2 + 2y 
cuando x = 1 y y = 2 es (l) 2 + 2(2) = 5. 


2.6 Polinomiosy productos notables 


■ Polinomios Ciertas expresiones algebraicas tienen nombres especiales. Un monomio en 
una variable es cualquier expresion algebraica de la forma 

ax", 

donde a es un numero real, x es una variable y n es un entero no negativo. El numero a se 
llama coeficiente del monomio y n se denomina el grado. Por ejemplo, 17X 5 es un monomio 
de grado 5 con coeficiente 17 y la constante —5 es un monomio de grado 0. La suma de dos 
monomios recibe el nombre de binomio. La suma de tres monomios se llama trinomio. Por 
ejemplo, 

3x - 2 y x 3 + 6x 

son binomios, en tanto que 

4X 2 — 2x — 1 y 8x 4 + x 2 - 4x 


son trinomios. 

Un polinomio es cualquier suma finita de monomios. Mas formalmente tenemos la 
definicion siguiente. 


Definicion 2.6.1 Polinomio 

Un polinomio de grado it en la variable x es cualquier expresion algebraica de la forma 
a„x" + a^x" -1 + ■•• + a 2 ^ + a\X + a 0 , con a n + 0, (1) 

donde n es un entero no negativo y i = 0, L. ., n son numeros reales. 


La expresion (1) se llama forma estandar de un polinomio; es decir, el polinomio se 
escribe en las potencias decrecientes de x. Por supuesto, no es necesario que todas las poten- 
cias esten presentes en un polinomio; algunos de los coeficientes a it i = 0, 1,..., n podrfan 
serO. 

Puesto que un polinomio en x representa un numero real para cualquier numero real x, 
el dominio de un polinomio es el conjunto de todos los numeros reales R. Los monomios a,x ! 
en el polinomio se llaman terminos del polinomio, y el coeficiente a„ de la potencia mas alta 
de x se llama coeficiente principal. Por ejemplo, 6x 5 — 7x 3 + 3X 2 — 1 es un polinomio de 
grado 5 con coeficiente principal 6. Los terminos de este polinomio son 6X 5 , —lx 1 , 3X 2 y — 1. 
El numero a 0 se llama termino constante del polinomio. Puede ser 0, como en el polinomio 
6X 2 — x. Si todos los coeficientes de un polinomio son cero, entonces el polinomio se llama 
polinomio cero y se representa con 0. 

Los polinomios pueden clasificarse segun sus grados, aunque al polinomio cero no se le 
ha asignado ningun grado. Se usan nombres especiales para describir los polinomios de menor 
grado, segun se presenta en la tabla siguiente. 


Polinomio 

Grado 

Forma estandar 

Ejemplo 

Constante 

0 

a 0 (con a 0 ¥= 0) 

5 

Lineal 

1 

«ix + a 0 (con <2| # 0) 

3x — 5 

Cuadratico 

2 

a 2 x 2 + a t x + a 0 (con a 2 + 0) 

— jx 2 + x — 2 

Cubico 

3 

a-g? + a 2 x 2 + a^x + a 0 (con a 3 + 0) 

x 3 - 6x + V3 

n-esimo grado 

n 

a„x" + a n -\^ x + ■■• + a x x + a 0 (con a„ ¥= 0) 

x”- 1 
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En cada termino en un polinomio, el exponente de la variable debe ser un entero no 
negativo. Por ejemplo, 

entero negativo no entero 

i l 

x -1 + x - 1 y x 2 - 2x 1/2 + 6 

no son polinomios. Sin embargo, 

5 x 2 + 4 y 0.5x 3 + V6 x 2 - ttx + 9 
son polinomios, pues los coeficientes pueden ser cualesquiera numeros reales. 

HEEEI3^11 Reconocimiento de un polinomio 

Determine cuales de las expresiones algebraicas siguientes son polinomios. Si la expresion 
es un polinomio, indique su grado y su coeficiente principal. 

a) x 2 + Vx — 1 

b) V2 - x + 3X 2 - 17x 8 

c) 7X 5 - x 2 + j x + x -2 

d) x 4 -x2 

Solucion Como la variable en cada termino debe ser elevada a una potencia entera no 
negativa, a) y c) no son polinomios. Los polinomios en b) y en d) son del grado 8 y del grado 
4, respectivamente. A1 escribir b) en la forma estandar (1), — 17x 8 + 3X 2 — x + V2, vemos 
que el coeficiente principal es —17. Ya que d) esta en la forma estandar, el coeficiente 
principal es 1. = 

■ El algebra de los polinomios Como cada sfmbolo en un polinomio representa un numero 
real, podemos usar las propiedades del sistema de los numeros reales expuestas en la seccion 
2.1 para sumar, restar y multiplicar polinomios. En otras palabras, la suma, diferencia y 
producto de dos polinomios es un polinomio. 

^EEEEEH Suma de dos polinomios 

Halle la suma de los polinomios x 4 — 3X 2 + lx — 8 y 2x 4 + x 2 + 3x. 

Solucion A1 reorganizar los terminos y usar las propiedades distributivas, tenemos 

(x 4 - 3X 2 + 7x - 8) + (2x 4 + x 2 + 3x) 

= x 4 + 2x 4 — 3X 2 + x 2 + 7x + 3x - 8 

= (1 + 2)x 4 + (-3 + ljx 2 + (7 + 3)x - 8 

= 3x 4 — 2X 2 + lOx — 8. EE 

El ejemplo 2 indica que podemos sumar dos polinomios en x mediante la suma de los 
coeficientes de potencias iguales. Algunos estudiantes encuentran que es mas facil sumar 
polinomios por la alineacion de los terminos con potencias iguales de x en un formato verti- 
cal, como se muestra a continuation: 

x 4 - 3x 2 + 7x - 8 
2x 4 + x 2 + 3x 
3x 4 - 2X 2 + lOx - 8. 

La election del formato que se desea usar es simplemente un asunto de preferencia personal. 
Por lo general, el formato vertical requiere mas espacio; por tanto, despues de esta seccion 
usaremos el formato horizontal. 

Como se muestra en el ejemplo siguiente, la resta de polinomios se lleva a cabo de una 
manera similar a la suma. 


2.6 Polinomios y productos notables 


^EEEHEO Diferencia de dos polinomios 

Reste 2s 3 — 3s — 4 de s 3 + 5s 2 — 10s + 6. 

Solucion A1 restar terminos con potencias iguales de s, tenemos 

x 3 + 5s 2 — 10s + 6 

-(2s 3 - 3s - 4) 

-s 3 + 5s 2 - lx + 10. 

Para llevar a cabo esta resta usando un formato horizontal, procedemos asf: 

(s 3 + 5s 2 - 10s + 6) - (2s 3 - 3s - 4) <-uselapropiedaddistributivaaquf 
= s 3 + 5s 2 - 10s + 6 - 2s 3 + 3s + 4 

= (s 3 - 2s 3 ) + 5s 2 + (-10s + 3s) + (6 + 4) ^agrupe terminos iguales 

= -s 3 + 5s 2 - 7s + 10. = 

Para hallar el producto de dos polinomios usamos las propiedades distributivas y las 
leyes de los exponentes, como se muestra en el ejemplo que sigue. 

^EEEH! ' Producto de dos polinomios 

Multiplique s 3 + 3s - 1 y 2s 2 - 4s + 5. 

Solucion Para empezar, utilizamos la ley distributiva varias veces: 

(s 3 + 3s - l)(2s 2 - 4s + 5) 

= (s 3 + 3s - l)(2s 2 ) + (s 3 + 3s - 1)(— 4s) + (s 3 + 3s - 1)(5) 

= (2s 5 + 6s 3 - 2s 2 ) + (-4s 4 - 12s 2 + 4s) + (5s 3 + 15s - 5). 

Combinando terminos semej antes encontramos el producto 

(s 3 + 3s - 1)(2* 2 - 4s + 5) 

= 2s 5 - 4s 4 + (6s 3 + 5s 3 ) + (-2s 2 - 12s 2 ) + (4s + 15s) - 5 
= 2s 5 - 4s 4 + 11s 3 - 14s 2 + 19s - 5. = 


Como en el ejemplo 4, cuando se multiplican dos polinomios debemos multiplicar cada 
termino del primer polinomio por cada termino del segundo. Se puede usar un formato ver- 
tical (con tal que conservemos los terminos semejantes alineados), de esta manera: 

s 3 + 3s - 1 

2s 2 - 4s + 5 

5s 3 + 15s - 5 

- 4s 4 - 12s 2 + 4s 

2s 5 + 6s 3 - 2s 2 

2s 5 - 4s 4 + 11s 3 - 14s 2 + 19s - 5 

■ Productos notables Ciertos productos de binomios se presentan con tanta frecuencia 
que debe aprender a reconocerlos. Empezamos con el producto de dos binomios ax + by 
cx + d: 



(ax + b)(cx + d) = acs 2 + (ad + bc)x + bd. (2) 

Algunos polinomios pueden expresarse como una potencia entera positiva de un binomio. 
El cuadrado y el cubo de un binomio s + a son, respectivamente: 

(s + a) 2 = s 2 + 2os + a 1 (3) 

y (s + a) 3 = s 3 + 3 as 2 + 3 ah + a 3 . (4) 
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Se observa de inmediato que el producto de un binomio x + a y su conjugado x — a 
produce la diferencia de dos cuadrados: 

( x + a)(x - a) = x 1 — a 2 . (5) 

Un clasico de memorizacion para realizar la multiplicacion en (2) es el llamado metodo 
peiu. La idea se describe en forma esquematica en la FIGURA 2.6.1; las letras p, e, i y u son, 
respectivamente, las primeras letras de las palabras primero, exterior, interior y ultimo. 



(ax + b)(cx + d) = ax ■ cx + ax ■ d + b ■ cx + b ■ d 



= acx 2 + [adx + bcx] + bd 
= acx 2 + (ad + bc)x + bd 


FIGURA 2.6.1 El metodo peiu para multiplicar dos binomios 


HEUEEEH Uso del metodo peiu 

Obtenga el producto (| x - 2)(x - |). 

Solucion Identificamos a = f, b = —2, c = 1 y d= —3. Aplicamos el metodo peiu para 
obtener 

primero exteriores interiores ultimo 

(h - 2)(x - 0 -la? + [1iX4> + ^2)0? + (^2)H) 

= ix 2 + (-§ ~2)x + i 

= lx 2 - fx + §. = 


A primera vista, algunos productos parecen no ser de la forma (2) cuando, de hecho, si 
lo son. Sin embargo, con la practica cualquiera llega a adquirir habilidad para reconocerlos. 

HESH2HI3 Uso del metodo peiu 

Obtenga el producto (5.x 2 + 3)(4x 2 - 6). 

Solucion En (2) simplemente sustituimos ax por 5x 2 y cx por 4x 2 : 

primero exteriores interiores ultimo 

{5xr + 3)(4x 2 - 6) = 5(4)(x 2 ) 2 + [5(-6)x 2 + 3(4)x 2 ] + 3(-6) 

= 20x 4 + (-30 + 12)* 2 - 18 

= 20x 4 - 18X 2 - 18. = 


Tambien en cada uno de los productos notables (3), (4) y (5), tenga presente que los 
simbolos x y a pueden sustituirse con otra variable, un numero o una expresion mas compli- 
cada. 

HEUEEEIl Cuadrados 

Obtenga cada uno de los productos siguientes. 
a) (3x + l ) 2 b) (5x - 4) 2 


2.6 Polinomiosy productos notables 
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Solucion a) Con base en (3), sustituimos x con 3x y a con 7 y tenemos: 


(3* + If = (3 xf + 2(3x)(T) + {if 
= 9x 2 + 42x + 49 


b ) Con base en (3), sustituimos x con 5xy a con —4 y tenemos: 


{5x - 4 f = (5 xf + 2(5x)(-4) + (-4) 2 
= 25x? - 40x + 16. 


M3BSBEH Cubos 


Obtenga cada uno de los productos siguientes. 


a) (3* + 2 ) 3 


b) 



Solucion a ) x se sustituye con \x, a con 2 y se usan las leyes de los exponentes para 
resolver (4): 


G* + 2) 3 = (i*) 3 + 3 (Ax) 2 (2) + 3(§x)(2) + (2) 3 


lx 3 + fx 2 + 3x + 8. 


b ) Antes de continuar, hacemos notar que la respuesta que obtendremos no sera un poli- 
nomio, puesto que la expresion de dos terminos 4 jc — 1/x 2 no es, en terminos estrictos, 
un binomio. No obstante, podemos usar (4) y sustituir el sunbolo x por 4x y el slmbolo a 
por — 1/x 2 : 


MBH3EH0 Diferencia de dos cuadrados 

Obtenga el producto (6y + \/2)(6y — V2). 

Solucion Si sustituimos x por 6y y a por V2, la formula del producto (5) da: 


■ Polinomios en dos variables Hasta el momenta hemos considerado, sobre todo, polino- 
mios en una variable. Podemos tener polinomios en x o en otras variables, como 2y 1 — y = 5 
o V2z 3 — 17, o polinomios en dos o mas variables. Un polinomio en dos variables x y y es 
una suma de monomios (o terminos) de la forma ax n y m , donde a es un numero real, xyy son 
variables, y n y m son enteros no negativos. Por ejemplo, 


Asimismo, un polinomio en tres variables x, y y z es la suma de monomios de la forma 
cvFy'f, donde n, my k son enteros no negativos. Por ejemplo, xy 2 z 3 — 2xy + z — 1 es un 
polinomio en tres variables. Los polinomios de cuatro o mas variables se definen de manera 
semejante. Por ejemplo, xy + 5y — 3 yz 3 + 6 xy 2 z 3 w 4 es un polinomio en cuatro variables. 



= (4x) 3 + 3(4x) 2 




(6y + V2)(6 y - V2) = (6y) 2 - (V2) 2 = 36y 2 - 2. 


5x - 2 y, x 2 + xy - y 2 y 8x 3 y + xy 2 - x + 
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Sumamos, restamos y multiplicamos polinomios de varias variables usando las propie- 
dades de los numeros reales, como hicimos con los polinomios en una variable. 


^EEEEEIIll Suma de dos polinomios en xy y 

Obtenga la sruna de xy 3 + x 3 y — 3 y x 3 — y 3 + 3xy 3 — x 3 y. 

Solucion Simplemente sumamos los terminos semejantes que se indican con el mismo 
color: 


(xy 3 + x 3 y - 3) + (x 3 - y 3 + 3 xy 3 - x 3 y) 

= x 3 - y 3 + 4xy 3 + Ox 3 y - 3 
= x 3 - y 3 + 4xy 3 - 3. 


H23ZEESEI Producto de dos polinomios en xy y 

Multiplique x + yyx 2 — xy + y 2 . 

Solucion Como en el ejemplo 4, aplicamos la ley distributiva varias veces y luego com- 
binamos los terminos semejantes: 

(x + yHx 2 - xy + y 2 ) = - xy + y 2 ) + y(o? - xy + y 2 ) 

= x 3 -x 2 y + xy 2 + x 2 y-xy 2 + y 3 
= x 3 + y 3 . = 

En el ejemplo 1 1 hemos comprobado una de las ultimas dos formulas de los productos 
notables. La diferencia de dos cubos es: 

(x - aXx 2 + ax + a 3 ) = x 3 - a 3 , (6) 

en tanto que la suma de dos cubos es: 

(x + aXx 2 - ax + a 3 ) = x 3 + a 3 . (7) 

Las formulas (6) y (7) son probablemente mas importantes en la factorizacion de polinomios 
que como formulas que deben recordarse para realizar una multiplication. 

La division entre un monomio usa las propiedades de las fracciones y las leyes de los 
exponentes, como se muestra en el ejemplo 12. La division de dos polinomios es mas com- 
plicada y se explica en el capftulo 6. 

HEIISEIjIH Division de dos polinomios 

Divida 15xy 3 + 25 x 2 y 2 - 5xy 2 entre 5xy 2 . 

Solucion Usamos la propiedad del com tin denominador: 

a b c a + b + c 

1 1 = 

d d d d 

leyendo de derecha a izquierda. Con la identification d = 5xy 2 y las leyes de los exponen- 
tes obtenemos: 

15xy 3 + 25x 2 y 2 - 5xy 2 _ 15xy 3 25x 2 y 2 _ 5xy 2 

5xy 2 5xy 2 5xy 2 5xy 2 

= 3y + 5x - 1. = 


2.6 Polinomios y productos notables 


Uso de una formula de producto dos veces 

Obtenga el producto (2x + y)(2x — y)( 4X 2 + y 1 ). 

Solution Usamos (5) dos veces consecutivas: 

use (5) con x sustituida 
por 2x y a por y 


(2* + y)(2x - y)(4x 2 + y 2 ) = [(2x + y)(2x - y)](4x 2 + y 2 ) 

use (5) otra vez con x sustituida 
por Ax 2 y a por y 2 


= (4c 2 - y 2 )(4x 2 + y 2 ) 

= 16x 4 - y 4 . = 

Cuanto mas se familiarice con los productos notables (2) a (5), mas facil le sera entender 
la factorization, que examinaremos en la proxima section. 



Notas del aula 

Un error muy comun cuando se restan polinomios en el formato horizontal consiste en no 
aplicar la propiedad distributiva. Es necesario cambiar el signo de cada termino del poli- 
nomio que se resta. 

— (2x 3 - 3x - 4) = ( — l)(2x 3 - 3x - 4) 

= ( — l)(2x 3 ) + (— 1)(— 3x) + (-l)(-4) 

= — 2x 3 + 3x + 4 * -2X 3 - 3x - 4. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6. 


En los problemas 1 a 8, halle el valor del polinomio para 
a) x — —3; b)x = \,yc)x = 0. 

1. x 2 - 5x + 6 

2. V2x 2 + 3x-4V2 

3 . x - 3X 2 + 6X 3 

4. x 4 - x 3 + x 2 - x + 1 

5 . lx - 1 

6. (x - l) 2 + (x - 1) 

7 . 0. lx 2 — 0.5x + 0.2 

8. (2x + l) 3 

En los problemas 9 a 16, determine si la expresion algebraica 
es un polinomio. Si lo es, indique su grado y su coeficiente 
principal. 

9. V3 + 8x 

10 . 0.5x 10 - 1.7X 3 + 3.4x - 7.2 


11 . y 3 — y 2 + y 1/3 — 7 

12. t 4 - 1 3 + r 1 - i 

13 . 7x 100 - 4x" + 26x 101 - 5 

14 . 3 + 2x-V7x 3 + |x -10 

15 . Vr - 4 

16 . ^(5^ - 4z + 18) 

En los problemas 17 a 30, realice la operation indicada y 
exprese el resultado como un polinomio en forma estandar. 

17 . (3X 5 - 5X 2 + 4x - 7) + (x 3 - 3X 2 + 2x + 1) 

18 . (4x 10 - 7X 5 + 1) + (3x 5 + Zx 2 - 7x + 1) 

19 . (y 3 - 3y 2 + 7y - 8) + (5y 3 + 4y 2 - 9y + 1) 

20. (VZr 3 - 6z 3 + 17z + ^6) + (z 4 + 16z 3 - 5z + V6 ) 

21 . (x 2 + 2x - 1) - (3x 4 - 4X 2 + 2x) 

22. (3y 4 - 2/ + 8y - 16) - (6y 4 + 5/ + lOy - 11) 
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23. (3x 7 - 7x 6 + x 5 - 14) - (x 4 - 2r + 8x) 

24. (4s 10 - 5^ 5 + |) - (i 10 + Is 5 - s + 5) 

25. 3(r* -4? + 6t-3) + 5(— f 3 + 2Z 2 - 9f + 11) 

26. 6(2x 4 - 5x 3 - lOx 2 + 4x - 8) - 4(-5x 4 + 7X 3 + 9X 2 

- 3x - 13) 

27. (2v + 4)(v 2 - 6v) 

28. (w 2 — w + 1 )(w 4 — w 2 ) 

29. (y 2 + 2y - 4)(y 2 - y + 5) 

30. (z 3 + 4z - 3)(2z 3 - 7z + 1) 

En los problemas 31 a 38, realice las operaciones indicadas y 
simplifique. 

31. (8a 4 + lerb 2 +6 b 4 ) + (7a 4 — a'b + a 2 b 2 

- Sab 3 + 5b 4 ) 

32. (V2xy 3 - V3y 2 ) - (x 3 + y 3 - V2xy 3 + 6V3y 2 - V5) 

33. (2a - b)(3a 2 - ab + b 2 ) 

34. (x 2 - xy + y)(5x - 3y 2 ) 

„ 5i 2 (2ri - 8ri 2 ) 

35. r 

2rs 3 

36 lp\ 3 - 4 p 2 q 5 
p 2 q 3 

4x 2 y 2 - (2x 2 y) 2 + 8x s y 3 
4x 2 y 2 

3a 2 b 2 c 2 - lab 2 c + \/5abc 

38 ' abc 

En los problemas 39 a 80, halle el producto. 

39. (x - l)(x + 2) 

40. (4x - 5)(x + 3) 

41. {2? + ^(r 3 - 7) 

42. (v 2 + 3)(v 2 — 5) 

43. (5 1 - 7)(2 1 + 8) 

44. (3z - 5)(7z + 1) 

45. (4Vx + l)(6Vx - 2) 

46. (2Vx - 3)(5Vx + 8) 

47. (0.3x + 0.7)(10x + 2.1) 

48. (1.2x + 0.4)(2x - 1.3) 

49. (>x - g)(2x + l) 

50. (|x + 5)(|x + 1) 

51. (1 + 5b) 2 

52. (2c - 4) 2 

53. (5x + 2)(10x + 4) 

54. (-3X 2 + 9XX 2 - 3) 

55. (2 + V3x)(2 - V3x) 


56. [4(x + 1) + 3][4(x + 1) - 3] 

57. (y _1 - 2x)(y -1 + 2x) 

58. (2Z 2 + z)(2z 2 ~ z) 

59. (2x - 3) 3 

60. (x + 5) 3 

61. (x 2 y 3 + 2) 3 

/x 2 - IV 


. (x + y)(x 2 + 2xy + y 2 ) 

. (2a 2 - l)(4a 4 - 4a 2 + 1) 

. (a - 3)(a 2 + 3a + 9) 

. (2 — y)(4 + 2y + y 2 ) 

. (9 + y)(81 - 9y + y 2 ) 

. (X + z 2 )(x 2 - xz 2 + z 4 ) 

. (5x - y)(5x + y)(25x 2 + y 2 ) 
. (2 — x + y)(2 — x — y) 

. (x + y + l) 2 
. (x + x 2 + x 3 ) 2 
. (x + y + l) 3 
. (x + x 2 + x 3 ) 3 
. (x 2/3 -x 1/3 )(x 2/3 + x 1/3 ) 

. ( Vx - y + 1)(V^ + y - 1) 


( 1 


i Vi 


i 


n 


' V/ x 2 / \y 4 yY x 4 / 

. (Vx + Vy)(x - vY + y) 

. (x 5 - x 2 )(x - 1) 

. (2x 1/2 — x)(x + 5) 

. Escriba polinomios de forma estandar para a) el volumen 
y b) la superficie del objeto solido que se muestra en la 

FIGURA 2.6.2. 



FIGURA 2.6.2 Objeto solido para el problema 81 


82. Escriba un polinomio en las variables ry s para el area de 
la region (un rectangulo con extremos semicirculares) que 
se muestra en la FIGURA 2.6.3. 


2.6 Polinomios y productos notables 
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87. 4J 3 + 3t ~ (2p + t + 7) = 2p + At + 7. 

88. El valor de z 4 — 3z + 1 cuando z = V2 es 5 — 3V2. 


FIGURA 2.6.3 Region del problema 82 

= Para la discusion 

En los problemas 83 a 88, responda falso o verdadero. 

83. (t + l) 2 = t 2 + 1 

84. El grado del polinomio x 4 — 3x 2 + x 5 es 4. 

85. El coeficiente principal de 2y 3 — y 8 + 4 es — 1. 

86. La expresion 3r 14 — V2 r + 7T es un polinomio en la varia- 
ble r. 


En los problemas 89 y 90, los polinomios son de una sola 
variable x. 

89. Si se suman un polinomio de grado 2 y uno de grado 3, 
^cual es el grado del polinomio resultante? ^Cual es el 
grado de su producto? 

90. ^Que se puede decir acerca del grado de la suma de dos 
polinomios de grado n? ^,De su producto? /.De su diferen- 
cia? 


j | 2.7 Factorizacion de polinomios 

■ Introduccion En la seccion anterior multiplicamos polinomios. Ahora, invertimos el 
procedimiento y tratamos de escribir un polinomio como producto de otros polinomios. Este 
proceso se llama factorizacion, y cada polinomio en el producto se llama factor del polino- 
mio original. Por ejemplo, 3X 2 y x 2 + 2 son factores de 3x 4 + 6x 2 porque 

3x 4 + 6x 2 = 3x 2 (x 2 + 2). 

Generalmente, buscamos factores polinomiales de grado 1 o mayores. 

A1 factorizar, a veces podemos sustituir una expresion complicada por un producto de 
factores lineales. Un ejemplo es: 

5x 3 + 6X 2 - 29x - 6 = (5x + l)(x - 2)(x + 3). 

Por tanto, la factorizacion resulta muy util para simplificar expresiones. Como veremos en 
el capftulo 3, es particularmente util para resolver ecuaciones. Estudiaremos la factorizacion 
de polinomios con mayor detenimiento en la seccion 6.3. 

En general, el primer paso en la factorizacion de cualquier expresion algebraica es deter- 
minar si los terminos tienen un factor comun. 


■3SSSEXI Factorizacion 

Factorice 6x 4 y 4 — 4x 2 y 2 + 10\/2xy 3 — 2xy 2 . 

Solucion Como 2xy 2 es un factor comun de los terminos, tenemos que 

6x 4 y 4 - 4x 2 y 2 + K)V2xy 3 - 2xy 2 

= 2xy 2 (3x 3 y 2 ) - 2xy 2 (2x) + 2xy 2 (5V2y) - 2xy 2 (l) 

= 2xy 2 (3x 3 y 2 - 2x + 5\^y - l). = 

Cuando los terminos de una expresion no tienen un factor comun, aun podrfan factorizarse 
agrupando los terminos de manera apropiada. 
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W3M2EH Agrupacion 

Factorice x 2 + 2xy — x — 2y. 

Solucion A1 agrupar los dos primeros terminos y los dos ultimos queda 

x 2 + 2xy — x — 2y = (pc 2 + 2 xy) + (-x - 2 y) 

= x(x + 2y) + (-l)(x + 2y). 

Observamos el factor comun x + 2y y completamos como 

x 2 + 2xy - x - 2y = (x - l)(x + 2 y) 


■ Factorizacion de polinomios cuadraticos A veces es posible factorizar los polinomios 
cuadraticos ax 1 + bx + c, donde a,byc son enteros, como 

(Ax + B)(Cx + D ), 

donde A,B,CyD son tambien enteros. 

Inicialmente, para simplificar nuestra exposition suponemos que el polinomio cuadratico 
tiene como coeficiente principal a = 1. Si x 2 + bx + c tiene una factorizacion usando coefi- 
cientes enteros, entonces sera de la forma 


(x + B)(x + D), 


donde By D son enteros. A1 hallar el producto y al comparar los coeficientes. 


(x + B)(x + D) = x 2 + (B 


B+D=b 

i ; i 

+ D)x + BD = xr + bx + c, 


t 


J 


vemos que 

B + D = b y BD = c. 

Asf, para factorizar x 2 + bx + c con coeficientes enteros hacemos una lista de todas las fac- 
torizaciones posibles de c como producto de dos enteros By D. Luego comprobamos cual de 
las sumas de B + D es igual a b. 


Factorizacion de un polinomio 

Factorice x 2 — 9x + 18. 

Solucion Con b = — 9 y c = 18, buscamos los enteros By D tales que 
B + D = -9 y BD = 18 

Podemos escribir 18 como un producto BD en las formas siguientes: 

1(18), 2(9), 3(6), ( — 1)( — 18), (— 2)(— 9) o (-3)(-6). 

Como — 9 es la suma B + D cuando B = — 3 y D = —6, la factorizacion es 

x 2 - 9x + 18 = (x - 3)(x - 6) = 

Observe que siempre es posible comprobar una factorizacion mediante la multiplication 
de los factores. 


HEHSHI31 Factorizacion de un polinomio 

Factorice x 2 + 3x -- 1 . 

Solucion Se puede escribir el numero — 1 como producto de dos enteros BD solamente 
en una forma: (— 1)(1). Con B = — 1 y D = 1 , se concluye de 

B + D= - 1 + 1 A3 

que x 2 + 3x — 1 no puede factorizarse usando coeficientes enteros. = 


2.7 Factorizacion de polinomios 


Es mas complicado factorizar el polinomio cuadratico general ax 2 + bx + c, con a ¥= 1, 
pues debemos considerar tanto los factores de a como los de c. A1 hallar el producto y com- 
parar los coeficientes 


(Ax + B)(Cx + D) — ACx 2 + (AD + BC)x + BD = ax 1 + bx 4 
t f 


vemos que axr + bx + c se factoriza como (Ax + b)(Cx + D ) si hallamos enteros A,ByC 
que satisfagan 


AC = a, AD + BC = b, BD = c 


' Factorizacion de un polinomio 

Factorice 2 xr + 1 lx — 6. 

Solucion Los factores seran 


donde los espacios en bianco deben llenarse con un par de enteros By D cuyo producto 
BD sea igual a —6. Los pares posibles son: 

1 y —6, -1 y 6, 3y-2, -3y2. 

Ahora debemos comprobar para ver si uno de los pares da 1 1 como valor de AD + BC (el 
coeficiente del termino medio), donde A = 2 y C = 1. Encontramos que: 

2(6) + 1(— 1) = 11; 


por tanto, 


2x> + llx — 6 = (2x - 1)(jc + 6). 


Este metodo general se puede aplicar a polinomios de dos variables x y y de la forma 
ax 2 + bxy + cy 2 , 


donde a,byc son enteros. 

■3SSSEB Factorizacion 

Factorice 15^ + 17xy + 4y 2 . 

Solucion Los factores podrfan tener la forma 

(5x + y)(3x + y ) o (15* + y)( lx + y) (1) 

No se necesita considerar los casos 

(—5* + y)(— 3x + y) y (-15* + y)(-x + y). 

(^Por que?) Los espacios en bianco en (1) se deben llenar con un par de enteros cuyo 
producto sea 4. Los pares posibles son: 

1 y 4, — 1 y —4, 2y2, -2y-2 

Comprobamos cada par con las formas posibles en (1) para ver cual combinacion, si es 
que hay alguna, resulta en un coeficiente de 17 para el termino medio. Encontramos que 

15* 2 + I7xy + 4/ = (5x + 4y)(3x + y) = 
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M3EEEEH Factorizacion de un polinomio 

Factorice 2t 4 + lit 2 + 12. 

Solucion Si x = t 2 , podemos considerar esta expresion como un polinomio cuadratico 
en la variable x, 

2x 2 + llx + 12. 

Entonces, factorizamos este polinomio cuadratico. Los factores tendran la forma 

(x + )(2x + ), (2) 

donde los espacios en bianco deben llenarse con un par de enteros cuyo producto sea 12. 
Los posibles pares son 

1 y 12, -ly-12, 2 y 6, — 2 y — 6, 3 y 4, -3 y -4 

Comprobamos cada par con (2) para ver que combination, si la hay, resulta en un coefi- 
ciente de 1 1 para el termino medio. Encontramos que 

2jc + llx + 12 = (x + 4)(2x + 3). 

La sustitucion de t 2 por x nos da la factorizacion deseada 

2t 4 + Ilf 2 + 12 = (t 2 + 4)(2t 2 + 3) = 

En el ejemplo anterior se debe comprobar que r + 4 ni 2/ 2 + 3 se pueden factorizar 
usando coeficientes enteros; ni con numeros reales, en todo caso. 

■ Factorizacion de formulas Si invertimos las formulas de los productos notables de la 
section 2.6 obtenemos las siguientes formulas de factorizacion importantes. Estas formulas 
son simplemente (3), (5), (6) y (7) de la section 2.6 escritas a la inversa. 


Cuadrado perfecto: 

x 2 + 2 ax + a 2 = (x + a) 2 

(3) 

Diferencia de dos cuadrados: 

x 2 — a 2 = (x + a)(x - a ) 

(4) 

Diferencia de dos cubos: 

x 3 - a 3 = (x - a)(x 2 + ax + a 2 ) 

(5) 

Suma de dos cubos: 

x 3 + a 3 = (x + a)(x 2 - ox + a 2 ). 

(6) 


Como se senalo en la section 2.6, los sfmbolos x y a pueden sustituirse por otra variable, 
un numero o una expresion mas complicada. 

M3EEEEE1 Cuadrado perfecto 

Factorice y 2 — 6y + 9. 

Solucion En este caso, el sfmbolo y desempena el papel de x y a = — 3 y, por la formu- 
la (3), vemos que 

/ - 6 y + 9 = y 2 + 2(— 3)y + (-3) 2 = (y - 3) 2 . = 


Diferencia de dos cuadrados 

Factorice 1 6x 4 y 2 — 25. 

Solucion Si reescribimos la expresion asf: 

1 6 x 4 >’ 2 - 25 = (4 xy 2 ) 2 - 5 2 

reconocemos la diferencia de dos cuadrados. Por tanto, por la formula (4), el sfmbolo x se 
sustituye con la expresion 4xry y a = 5, tenemos que 

16*y - 25 = (4x 2 y) 2 - (5) 2 

= (4x 2 y - 5)(4x 2 v + 5) = 


2.7 Factorizacion de polinomios 


95 


Suma de dos cubos 

Factorice 8a 3 + 21b 6 . 

Solucion Como podemos escribir la expresion dada como la suma de dos cubos, 

8a 3 + 21b 6 = (2a) 3 + (3 b * 2 ) 3 

factorizamos usando la formula (6). Si sustituimos x por 2a y a por 3b 2 , se desprende de 
la formula (6) que 

8a 3 + 21b 6 = (2a) 3 + (3ft 2 ) 3 

= (2a + 3Z> 2 )[(2a) 2 - (2a)(3Z> 2 ) + (3b 2 ) 2 ] 

= (2a + 3b 2 ) (4a 2 - 6 ab 2 + 9b 4 ) = 


Observe que las formulas (4) a (6) indican que la diferencia de dos cuadrados y la suma 
y diferencia de dos cubos siempre se pueden factorizar, en tanto no limitemos los coeficien- 
tes a enteros. Por ejemplo, usando la formula (4) para factorizar x 2 — 5, identificamos que 
a = V5, por lo que 

x 2 - 5 = x 2 - (V5) 2 

= (x - V5)(x + V5). 

Ahora consideramos un ejemplo en el que una primera factorizacion produce expresiones 
que pueden factorizarse otra vez. En general, necesitamos que una expresion sea factorizada 
totalmente, es decir, hasta que ninguno de los factores se puedan factorizar en polinomios 
de grado 1 o mayor con coeficientes enteros. 

■3S35EZII Dos metodos 

Factorice completamente x 6 — y 6 . 

Solucion Podemos considerar la expresion x 6 — y 6 de dos maneras: como diferencia de 
dos cuadrados o como diferencia de dos cubos. A1 usar la diferencia de dos cubos, formu- 
la (5), escribimos 


x 6 -y 6 = (x 2 ) 3 - (y 2 ) 3 

= (x 2 - y 2 )(x 4 + x 2 y 2 + y 4 ) (7) 

= (x - y)(x + y)(x 4 + x 2 / + /). 

A partir de lo anterior podrfamos concluir que la factorizacion esta completa. Sin embargo, 
tratar la expresion x 6 — y 6 como una diferencia de dos cuadrados es mas revelador, pues 

x 6 ~y 6 = (x 3 ) 2 - (y 3 ) 2 

3 3 3 . diferencia de dos cubos 

— (•* y ) y ) y suma de dos cubos 

= (X - y)(x 2 + xy + y 2 )(x + y)(.x 2 - xy + y 2 ) (8) 

= (x - y)(x + y)(x 2 + xy + y 2 )(x^ - xy + y 2 ). = 


En el ejemplo 1 1, si comparamos los resultados en las ultimas lrneas de las factorizacio- 
nes en (7) y (8), descubrimos la factorizacion adicional: 

x 4 + x 2 )/ 2 + y 4 = (x 2 + xy + /Xx 2 - xy + y 2 ). 

Compruebe que ninguna de las expresiones del lado derecho de la igualdad pueda factorizarse 
mas. 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6. 


En los problemas 1 a 10, factorice el polinomio hallando un 
factor comun o agrupando. 

1. 12x 3 + 2X 2 + 6x 

2. 6xY - 3Y3x 2 y 2 - 3x 2 y + 3xy 

3. 2y 2 — yz + 6y — 3 z 

4. 6x 5 y 5 + V2xV + 14ry 3 

5. 15 at + 3 bt + 5 as + bs 

6. 3a 2 b 3 - 3V2aV + 9a 2 b 

7. xyz 3 - xy 3 z + x'yz 

8. x 3 + 2X + X 2 + 2 

9. 2p 3 — p 2 + 2p — 1 

10. 2uv — 5wz + 2uz ~ 5wv 

En los problemas 1 1 a 22, use las formulas de factorizacion 
(3) a (6) para factorizar el polinomio. 

11. 36.x 2 — 25 

12. a 2 - 4 b 2 

13. Ary 2 - 1 

14. 49x 2 — 64y 2 

15. x 4 - / 

16. x 6 + / 

17. x 8 -/ 

18. a 3 - 64 b 3 

19. %x?y 3 + 27 

20. y 3 + 125 

21. y 6 - 1 

22. 1 - x 3 

En los problemas 23 a 42, use tecnicas para factorizar polino- 
mios cuadraticos para factorizar el polinomio dado, si es posi- 
ble. 

23. x 2 — 5x + 6 

24. x 2 - lOx + 24 

25. y 2 + ly+ 10 

26. / + 10 y 1 + 21 

27. x 4 - 3X 2 - 4 

28. x 2 + 4x - 12 

29. ? + 2r + 1 

30. i 2 + 5s - 14 

31. x 2 - xy - 2 y 1 

32. x 2 — 4xy + 3/ 

33. x 2 + lOx + 25 

34. 4 x 2 + 12x + 9 


35. s 2 — Sst + 161 2 

36. 9m 2 - 6 mv + v 2 

37. 2 p 2 + lp + 5 

38. 8 q 2 + 2q — 3 

39. 6a 4 + 13a 2 - 15 

40. 10 b 4 - 23 b 2 + 12 

41. 2X 2 - Ixy + 3/ 

42. -3X 2 - 5xy + 12y 2 

En los problemas 43 a 60, use cualquier metodo para factori- 
zar el polinomio. 

43. (x 2 + l) 3 + (y 2 - l) 3 

44. (4 - x 2 ) 3 - (4 - y 2 ) 3 

45. x(x — y) + y(y — x) 

46. x(x — y) — y(y — x) 

47. (1 - x 2 ) 3 - (1 - y 2 ) 3 

48. (x 2 - 4) 3 + (4 - y 2 ) 3 

49. 1 - 256v 8 

50. s 8 - 6 561 

51. x 6 + 7X 3 - 8 

52. z 10 - 5z 5 - 6 

53. r's 3 - 8 1 3 

54. 25c 2 d 2 - x 2 y 2 

55. a 3 + a 2 b — b 3 — ab 2 

56. p 3 - pq 2 + p 2 q - q 3 

57. 4z 2 + Izy — 2 y 2 

58. 36X 2 + \2xy + y 2 

59. 16a 2 - 24ab + 9b 2 

60. 4m 2 + 2 mn - 12 n 2 

En los problemas 61 a 70, use las formulas de factorizacion 
(3) y (4) para factorizar la expresion en factores lineales. 
[Pista: algunos coeficientes no seran enteros], 

61. x 2 - 3 

62. 2? - 1 

63. 5 y 2 - 1 

64. \a 2 - b 2 

65. a 2 + a + ? 

66. + ^ 

67. a 2 -2b 2 

68. 3 u 2 - 4v 2 

69. 24 - x 2 

70. x 2 - 2V2xy + 2y 2 


2.7 Factorizacion de polinomios 
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= Para la discusion 

En los problemas 71 a 74, responda falso o verdadero. 

71. x 2 + y 2 = (x + y){x + y) 

72. a 3 + b 3 = (a + b) 3 

73. (r - l)(r - 1) = r 2 + 1 

74. r 3 — s 3 = (r — sXr 2 + rs + s 2 ) 

En los problemas 75 a 77 se tratan en terminos geometricos 
varias de las formulas de factorization. 



7 

b 

i 


a-b 


En el libro II de Elementos, de Euclides (c. 300 a.C.), los pro- 
blemas algebraicos se tratan y se resuelven en terminos 
geometricos, pues los griegos caretian de notation alge- 
braica. Por ejemplo, el producto de dos numeros positivos a y 
b se representa como el area de un rectangulo cuyos lados 
tienen longitudes ay b, respectivamente. 

75. Explique como justifica la FIGURA 2.7.1 la formula de fac- 
torization ct 2 + 2 ab + b 2 = (a + b ) 2 para los numeros 
positivos ay b. 

T 

b 


1 

FIGURA 2.7.1 Rectangulos para el problema 75 



76. Explique como justifica la FIGURA 2.7.2 la formula de fac- 
torization a 2 — b 1 = (a — b)(a + b), donde a> b> 0. 


H I I- 

\^b^ U a *-l 

FIGURA 2.7.2 Rectangulos para el problema 76 

77. La FI G U RA 2.7.3 indica que la formula de factorization para 
la diferencia de dos cubos, a 3 — b 3 = (a — b)(a 2 + ab + b 2 ) 
para a > b > 0, se puede justificar geometricamente. 
Complete la demostracion. \Pista: marque las cuatro cajas 
que hay dentro del cubo y calcule el volumen de cada 
una]. 



FIGURA 2.7.3 Cubo para el problema 77 


j | 2.8 Expresiones racionales 


■ Introduction Cuando un polinomio se divide entre otro, el resultado no es necesariamente 
un polinomio. El cociente de dos polinomios se llama expresion rational. Por ejemplo, 


2 ^ + 5 
x + 1 


son expresiones racionales. El dominio de la variable en una expresion rational consta de 
todos los numeros reales para los que el valor del denominador es diferente de cero. Por 
ejemplo, en (2x 2 + 5)/(x + 1) el dominio de la variable es {x|x # —1}. 

Para resolver problemas, con frecuencia debemos combinar expresiones racionales y 
luego simplificar el resultado. Como una expresion rational representa un numero real. 


CAPiTUL0 2 Conceptos fundamentales de algebra 






podemos aplicar las propiedades del sistema de los numeros reales para combinar y simpli- 
ficar las expresiones racionales. Las propiedades de las fracciones de la section 2.1 son 
particularmente utiles. A continuacion, y por conveniencia, repetimos las que se usan mas a 
menudo. 



IH 1 Simplificacion 


Simplifique la expresion racional — — . 

Solution Factorizamos el numerador y el denominador y cancelamos los factores comu- 
nes usando la propiedad de cancelacion i ): 

2X 2 — x — 1 _ (2x + 1)£e -—- ij _ 2x + 1 
x 2 - 1 (x + l)Xx -— ' tj x + 1 ' 


Observe que en el ejemplo 1 la cancelacion del factor comun x — 1 es valida solamente 
para los valores de x tales que x — 1 sea diferente de cero; es decir, para x + 1. Sin embargo, 
como la expresion (2x 2 — x — 1 )/(x 2 — 1) no se define para x = 1, nuestra simplificacion es 
valida para todos los numeros reales en el dominio de la variable x en la expresion original. 

Hagamos enfasis en que la ecuacion 

2X 2 - x - 1 2x + 1 
x 2 - 1 ~ x + 1 

no es valida para x = 1, aunque el miembro derecho, (2x + l)/(x + 1), se define para x = 1. 

Las consideraciones de esta naturaleza seran importantes en el capftulo proximo, cuando 
resol vamos ecuaciones que contengan expresiones racionales. 

En el resto de este capftulo supondremos sin comentarios posteriores que las variables ^ Advertencia 
estan restringidas a los valores para los que todos los denominadores en una ecuacion sean 
diferentes de cero. 


2.8 Expresiones racionales 



LOESSES Simplification 


Simplifique la expresion racional ] 2 x^' 

Solucion 


4X 2 + Hjc — 3 
2 — 5x — 12r 


(4x - l)(s + 3) 

(1 - 4x) (2 + 3x) 
fAx-— Tj(x + 3) 

2 + 3x) 

x + 3 
_ 2 + 3x 


<— por la propiedad de cancelation i) 


■ Mini mo comun denominador Para sumar o restar expresiones racionales procedemos 
exactamente como cuando sumamos o restamos fracciones. Primero hallamos un comun 
denominador y luego aplicamos la propiedad ii). Aunque cualquier comun denominador 
servira, el trabajo sera menor si usamos el mmimo comun denominador (mcd), el cual se 
encuentra mediante la factorizacion completa de cada denominador y la formation de un 
producto de los diferentes factores, usando cada factor con el exponente mas alto con el cual 
ocurra en cualquier denominador individual. 


Minimo comun denominador 

Encuentre el mcd de 


1 x + 2 I 

x 4 - x 2 ’ x 2 + 2x + 1 Y x 

Solucion A1 factorizar los denominadores en las expresiones racionales, obtenemos 
1 x + 2 1 

— , v — . <— Veanse las formulas (3) y (5) de la section 2.6 

X (x - l)(x + 1) (x + l) 2 * 

Los diferentes factores de los denominadores son x, x — 1 yx + 1. Usamos cada factor 
con el exponente mas alto con el cual ocurre en cualquier denominador individual. De esta 
manera, el mcd de los denominadores es x 2 (x — l)(x + l) 2 . = 


B i i Combination de terminos 

Combine 

x 1 

x 2 — 4 x 2 + 4x + 4 


y simplifique la expresion racional resultante. 

Solucion En la forma factorizada, los denominadores son (x — 2)(x + 2) y (x + 2) 2 . Por 
ende, el mcd de los denominadores es (x — 2)(x + 2) 2 . Usamos la propiedad i) a la inver- 
sa para volver a escribir cada expresion racional con el mcd como denominador: 


x 2 + 4x + 4 (x + 2) 2 


x(x + 2) 

- 2)(x + 2)(x + 2) 

1 ' (jc ~ 2) 

‘ (x + 2) 2 (x - 2) 


x(x + 2) 

_ (x - 2)(x + 2) 2 
x - 2 

(x - 2)(x + 2) 2 ’ 
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Entonces, usando ii ), sumamos y simplificamos: 


x 1 x(x + 2) x - 2 

x 1 — 4~ x? + 4x + 4~ (x — 2)(x + 2) 2 (x - 2)(x + 2) 2 
_ x(x + 2) + x - 2 
(x — 2)(x + 2) 2 
_ x 2 + 2x + x - 2 
_ (x - 2)(x + 2) 2 
_ x 2 + 3x - 2 
~ (x - 2)(x + 2) 2 ' 

Para multiplicar o dividir expresiones racionales, aplicamos la propiedad iii ) o la iv) y 
luego simplificamos. 


M3EEEEI3 Combinacion de terminos 

Combine 


x 25X 2 + lOx + 1 

5X 2 + 2 lx + 4 3X 2 + x 


y simplifique la expresion racional resultante. 

Solucion Comenzamos por emplear la propiedad iii): 


x 25X 2 + lOx + 1 

5X 2 + 21x + 4 3X 2 + x 


XC25X 2 + lOx + 1) 
(5X 2 + 2 lx + 4)(3x 2 + x) 
^(5x + lHix-d-Tj 
jC5xH-TJ(x + 4)i(3x + 1) 
5x + 1 

(x + 4)(3x + 1)' 


factorice el numerador 
<— y el denominador y 


Combinacion de terminos 

Combine 


2X 2 + 9x + 10 ^ 2x + 5 
x 2 + 4x + 3 x + 3 

y simplifique la expresion racional resultante. 

Solucion Comenzamos por escribir la expresion dada como producto: 


2X 2 + 9x + 10 ^ 2x + 5 _ 2r + 9x + 10 x + 3 
x 2 + 4x + 3 x + 3 _ x 2 + 4x + 3 2x + 5 
_ (2X 2 + 9x + 10) (x + 3) 
(x 2 + 4x + 3)(2x + 5) 
_ Ox-K-5T(x + 2Kx-b-37 
_ J(x + 1)42*^5T 

x + 2 


<— por la propiedad iv) 


<— por la propiedad iii) 

factorice el numerador 
<— y el denominador y 
cancele 
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■ Expresiones fraccionales Un cociente de dos expresiones algebraicas que no son poli- 
nomios, como (Vx - lypfc + i), se llama expresion fraccionaria. Las tecnicas que se 
emplean para simplificar expresiones fraccionarias son semej antes a las empleadas para las 
expresiones racionales. 

Simplification 


Simplifique 


+ 1 


Solution Primero obtenemos expresiones racionales individuales para el numerador, 

1 x _l(x+l)_ x ■ x _x+l-x 2 _-x 1 +x+l 
X ~ x + 1 ~ x(x + 1) ~~ (X + l)x “ x(x + 1) “ x(x + 1) 


y el denominador, 



x x 


X + 1 


De esta manera, la expresion es la misma que 


1 _ X -X 2 + X+ 1 

X X + 1 _ x(x + 1) 


Ahora aplicamos la propiedad iv) a este cociente para obtener 


-x 1 + x + l i _ -x 2 + x + 1 

Ax + 1) ' x+l~ (x + l) 2 


Otro metodo para simplificar una expresion fraccionaria compleja es multiplicar tanto 
el numerador como el denominador por el mcd de los denominadores de todas las fracciones 
que ocurran en la fraction compleja. A1 usar aquf este metodo, multiplicamos el numerador 
y el denominador por x(x + 1) y simplificamos de la siguiente manera: 


x + 1 



X 


+ ^Yx(x + 1) 


(x + 1) - x 2 
x(x + 1) + (x+ 1) 

— x 2 + X + 1 _ —X 2 + X + 1 

(x + 1) (x + 1) ~ (x + l) 2 ' 


Las tecnicas que se tratan en esta section se pueden aplicar con frecuencia a expresiones que 
contienen exponentes negativos, como veremos en el ejemplo que sigue. 
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HSUZnSO Simplificacion 

Simplifique (a 

Solucion Primero sustituimos todos los exponentes negativos por los cocientes equiva- 
lentes y luego usamos las propiedades de las fracciones para simplificar las expresiones 
algebraicas que resulten: 

(a 1 + b _1 ) _1 = <— recfproco de a -1 + b~ l 

a -1 + b~ x 

- J 1 - b + a <- reciproco de ay by MCI) 

a b ab 

= — — — <— propiedad i'v) = 

b + a 

Combinacion de terminos 

Combine 

^ + JL 

v5 Vx 

y simplifique la expresion fraccionaria resultante. 

Solucion Primero encontramos el mcd y luego sumamos: 

x y _ x"\/x y Vy _ xVx + y Vy 

Vy Vx VyVx VxVy VxVy 

Si deseamos racionalizar el denominador, el resultado final serfa 
xVx + yVy VxVy _ x 2 Vy + y 2 Vx 
VxVy VxVy *y 

Los ejemplos 10 y 1 1 ilustran como simplificar ciertos tipos de expresiones fraccionarias 
que se presentan en calculo. 

■3HSQE1E1 Simplificacion 

1 1 

.... x + h x 
Simplifique . 

Solucion Comenzamos por combinar los terminos en el numerador: 

1 1 x — (x + h) -h 

x + h x _ (x + h)x _ x(x + h ) 

h “ h “ h ' 

Entonces, por las propiedades i ) y iv), 

I 1 

x + h~x _ -H _ -1 

h ~ x(x + h)H ~ x(x + h)' 

^QSSI3S3EI Simplificacion 

Combine 

(2*)(jc - 1) 1/2 + (|)(jc - 
y simplifique la expresion fraccionaria resultante. 
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Solucion En el segundo termino usamos (x — 1) 1/2 = 1/ (x — 1) 1/2 y luego empleamos 
2(x - 1) 1/2 como el mcd: 


(2x)(x - 1) 1/2 + (|)U - D^V) = (2x)(x - 1) 1/2 + f 

(2)(2x)(x - l)+x 2 
2(x -l) 112 
_ 4x 2 - 4x + x 2 
2(x - 1) 1/2 
5X 2 - 4x 
~ 2(x - 1) 1/2 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6. 


En los problemas 1 a 8, simplifique la expresion racional. 


1 x 2 + 3x + 2 
x 2 + 6x + 8 

2 v 4 + 4v 2 + 4 


z 2 - 
z 3 + 27 


4. 


x 2 - 2xy - 3 y 2 
x 2 — 4xy + 3y 2 


3X 2 - lx - 20 
2X 2 - 5x - 12 


4y 2 + 20y + 25 
6 ' 2y 3 + 3/ - 5 y 


w 3 — 6w 2 + 9 w 
crb + ab 2 
a 2 — b 2 


En los problemas 9 a 16, halle el minimo comun denomina- 
dor (mcd) de las expresiones racionales. 


9. 


x 2 + 


_ 4 

- 2’ x + 2 


10. — — 

v 2 + 2v + 1 v 2 - 3v - 4 

10 1 b 

b 3 + b 2 - 6b’ b 3 - 6b 2 ’ b — 2 


x 2 — lOx + 25’ x 2 - 25’ x 2 + lOx + 25 

13. 1 ^ 

c 2 + c c 2 + 2c + 1 c 2 — 1 


14. 


P r 1 

p + r p 2 + 2 pr + r 2 ’ p 3 + ? 


15. 

16. 


1 x 1 

X 3 - x 2 ’ x 2 - l’x 3 + 2x 2 + x 
y + 5 1 y + 5 

3y 3 - 1 4> 2 - 5/ y’ y 2 - 5y 


En los problemas 17 a 42, combine terminos y simplifique la 
expresion racional. 


17. + 

4x + 5 4x + 5 



19. 

20. 
21. 
22. 
23. 


Iz 1 


7 z ~ 1 
3 

1-7 z 
6 

a - 2 

a 2 + 4 

2x 

+ ^_ 

x + 1 

x 2 - 1 

b 

2b 

2b + : 

l b - 2 

y 

_ x 

y-x 

y + x 


' r 2 - r - 12 r + 3 


r + 3 w+1 w 2 + 4w + 3 
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x 1 4 


1 1 

2X 2 + 3x - 2 2x — 1 x + 2 


1 

s t 


44. 

1 1 

z 3 4z + I 



2z + 3 4Z 2 - 3z - 1 2Z 2 + z - 3 



t-4 t+ 5 


1 

Z+ 2 

7 + 3 r - 2 

45. 

1 



2 + - 

X 2 + X X + 1 



x 2 - 1 x 2 


r 




(x 2 - 2x + 1) • * + 1 

46. 

1 - r r 






x + 1 + r 

2p + 8 p + 4 


x 2 + xy + y 2 

p - 1 2p 

47. 

x 2 _y 2 

6x + 5 x + 1 


y x 

3x + 3 6X 2 - 7x - 10 


a a + 1 

1 + x x 2 + x - 12 

48. 

a - 1 a 

2 + x 3 + 2x — x 2 


1 - Q 



a - 1 

u + 1 . u + 1 


1 1 

u + 2 ' u + 7 


(X + h ) 2 X 2 

3w + 1 2w + 1 

49. 

h 

w - 4 w 


1 1 



2x + 2/z + 1 2x + 1 

x . x + 5 

50. 

h 

x + 4 x 




51. 

(a- 2 - zr 2 )- 1 

x - 3 . x + 1 


a + i 

x + 1 ' 2x + 1 

52. 

a -1 + & _1 

q 2 - l q- 4 


M 2 - V 2 


4 2 + 2^ - 3 

' <7 + 3 


x 2 - 3x + 2 

. X - 2 

54. 

x 2 - 7x + 12 

x - 3 

.s 2 — 5s + 6 

jjggw 

55. 

s 2 + 7s + 10 

' 5 


x ^ y 


56. 


41. 

42 ' * + y x + y 

En los problemas 43 a 64, simplifique la expresion fracciona- 
ria. 

1 


43. 


V~u Vw 
Vz _ Vv 

1 + 4 


1 


Vb 
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1 1 


(X + hf 

x 3 

h 


2 

2 

3x + 3h 

3x 

h 


5 

5 

2x + 2 h 

- 1 2x - 1 

h 


62. (jt 2 - 1 )Q)(jc + 1 )" 2/3 + (jc + 1) 1/3 (2jc) 

(x 2 + l)(|)(x- 1/2 ) - (x 1/2 )(2x) 

63 ~ 

(x 2 + l) 2 

(x 2 + 8) 1/5 (5) - (5*) G) (x 2 + 8)- 4/5 (2x) 
64 ' L(x 2 + 8) l/5 ] 2 


respectivamente, se hallan conectadas en paralelo, enton- 
ces la resistencia (en ohmios) de la combination esta dada 
por 

1 

1 1 r 

— H h — 

R\ R-2 /?3 

Simplifique esta expresion fraccionaria. 

66. Optica En el campo de la optica, si p es la distancia del 
objeto a la lente y q es la distancia de la imagen a la lente, 
entonces la longitud focal de la lente esta dada por 

1 

i r 

— i — 

P q 

Simplifique esta expresion fraccionaria. 


= Aplicaciones diversas 

65. Resistencia en un circuito Si tres resistencias en un cir- 
cuito electrico con resistencias de R u R 2 y R 3 ohmios, 




Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Conjunto: 

subconjunto 

union 

intersection 

disjunto 

Numeros reales: 
numero natural 
entero 

numero rational 
numero irrational 
numero negativo 
numero no negativo 
numero positivo 
Identidad multiplicativa 
Retiproco 

Propiedad distributiva 
Recta de los numeros reales: 
origen 
coordenada 


Expresion algebraica 
Relaciones de orden: 
menor que 
menor o igual que 
mayor que 
mayor o igual que 
Valor absoluto 
Desigualdad triangular 
Distancia en la recta numerica 
Punto medio de un segmento de recta 
Leyes de los exponentes 
Exponente: 
base 

notation cientffica 
Radical: 

rafz cuadrada 
raiz cubica 
rafz n-esima 

Rationalization del denominador 


Polinomio en una variable: 
monomio 
binomio 
trinomio 
coeficiente 
grado 
termino 

coeficiente principal 
termino constante 
Factorization completa 
Expresion racional: 
dominio 
numerador 
denominador 

Polinomio en dos variables 
Mfnimo comun denominador 
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■ 


ismasB Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pagina RESP-7. 


= A. Verdadero/Falso 


26. La suma de dos numeros irracionales es irracional. 


En los problemas 1 a 26, conteste verdadero o falso. 


1. —3.3 es mayor que —3. 

2. Todo numero real tiene recfproco. 

3. 0/0 es un numero real. 

4. 7r es un numero racional. 

5. Todo numero real se puede escribir como cociente de dos 

enteros. 

6. Ningun numero irracional puede escribirse como una frac- 
tion. 

7. V(-10) 2 = -10 

8. VlOO = ±10 

1/2 

9. Para p > 0, _ 1/2 = p. 

10. Si x 1/n = r, entonces r" = x. 


(r + 2) 2 1 (r 
(r + 3 ) 3 (r + 2) 3 . 


12. Para o>0,m^2yn^2 enteros positivos, 

^fcT = (Va) m . 


13. Para todo — - = — 1. 

14. (jT 2 ± v -2 ) -1 = u 2 + v 2 



16. \ -6x\ = 6\x\ 

17. Siay b son numeros reales, de modo que a <b, entonces 

a 2 < b 2 . 

18. Todo numero real x posee un inverso multiplicativo. 


19. La expresion algebraica 6x 2 + V2x no es un polinomio. 


20. La rafz cubica de un numero negativo es indefinida. 


21. (( x - 1 )- 1 )- 1 =^,*#0 

22. (a + b + c)(a + b — c) = (a + b) 2 — c 2 

2 + 3 2 3 

23 ‘ 4 + 5 - 4 + 5 

24. (— 1)(— a + b-c) = a + b- c 

25. La suma de dos numeros racionales es racional. . 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 22, llene los espacios en bianco. 

1. Los primeros tres enteros no negativos son 


2. — 10(x — y) = — 1 Ox + lOy es un ejemplo de la ley de 


3. El cociente C/d de la circunferencia de un tirculo C y su 

diametro d es un numero (racional o 

irracional). 

4. En la recta numerica, el del segmento 

que une — 1 y 5 es 2. 

5. En terminos geometricos, a < b significa que el punto 
correspondiente a a en la recta numerica se encuentra a la 
del punto que corresponde a b. 

6. Si x es negativo, entonces | x \ = . 

7. El de x =h 0 puede escribirse como 1 lx 

o comor” 1 . 

8. Para x + 0, x° = 

9. Usando exponentes racionales, VxVr = x . 

10. El dominio de la variable x en (3x + 1 )/(x 2 — 1) es 


11. La expresion 3x 4 — x 2 + 5x es un de 

grado con coeficiente principal 

y termino constante 


12. Cuando simplificamos x(x + 2)/((x — 2) (x + 2)) a 

x/(x — 2), utilizamos la propiedad . 

13. La distancia de a ab esta dada por . 

1 4. En la recta numerica, el valor absoluto de un numero mide 

su distancia a . 

15. El numero 4.2 X 10 5 esta escrito en . 

16. Los numeros reales ayb para los cuales \^a 2 + b 2 = a + b 

son . 

17. Se dice que los conjuntos {1, 3, 5} y {2, 4}, que no tienen 

elementos comunes, son . 

18. En la recta de los numeros reales, si la distancia entre x y 

7 es 3, entonces x es . 

1 9. En la expresion x 3 , x se llama y 3 es 

el . 

20. La expresion X/x 2 + y 1 es un de 

Indice . 
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21 . Para los numeros reales x y y, xy = yx es un ejemplo de la 

ley de la multiplicacion. 

22 . Si a < b, entonces es positivo. 

= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 6, halle el conjunto indicado si A = 

{1, 3, 5, 7, 9}, B = {1, 2, 3, 4, 5} y C = {2, 4, 6, 8}. 

1. A U B 

2. Aflfi 

3. (AUB)nC 

4. (AnQUB 

5. (AUB)UC 

6. (AHB)nC 

En los problemas 7 y 8 escriba la proposition dada como una 
desigualdad. 

7 . x — yes mayor o igual a 10. 

8. z es no negativo. 

En los problemas 9 a 12, inserte el signo apropiado: <, > 
o =. 

9. -1.4, -V2 

10. 0.50, \ 

11. |,0.67 

12. -0.9, -0.8 

En los problemas 13 a 18, halle el valor absoluto indicado. 


2*y 3 


■ 6*yy s 

/ — 8cW 3 

' \ r~W 2 


27 

x' y ' 

28. ((81h ,2 z _1/2 ) _1 ) 1/4 

^125 

29. 

I ab 2 c A 

30 - 

31. Vyy/) 2 

32. Vl25xyV5yzVxz 

33. V-yV) 3 

34. VCx 2 + y 2 ) 2 

35. 4Vxy - Wy 2 + V2xy 

Vcitf -Vb 4 

36 ' b 

37. -tfxVx 

V? 

38 - 


13. - 3 | 

14. |-(VI5 - 4) | 

15. U 2 + 5| 


17. 1 1 + 5 1, si t < —5 

18. | r — s |, si r > s 

En los problemas 19 y 20 encuentre: a) la distancia entre los 
puntos dados y b) la coordenada del punto medio del segmen- 
to de recta que une los puntos dados. 

19. -3.5, 5.8 

20. V2, -V2 


En los problemas 21 a 38, elimine los exponentes negativos y 
cero, y simplifique. Suponga que todas las variables son posi- 
tivas. 


21. (3wv 2 )(6mV) 2 
4a 3 £ 2 

22. 7 

I6ab 3 


(2 x-yr 1 

x°y~ 


En los problemas 39 y 40, escriba el numero en notacion 
cientffica. 

39. 0.0000007023 

40. 158 000 000 000 


En los problemas 41 y 42, use notacion cientffica para deter- 
minar la expresion dada. 


(16 000) (5 000 000) 2 


42. ^ 


(0.0001) (480 000) 
0.03 


43. Se estima que en 2009 los contribuyentes estadounidenses 
gastaron 52.67 miles de millones de dolares en la guerra 
contra las drogas. Escriba esta cifra a) en forma decimal 
y b) en notacion cientffica. 

44. Un nanosegundo es 0.000000001 segundo. 

a) Escriba 0.000000001 segundo en notacion cientffica. 

b ) y cuantos nanosegundos es igual un segundo? 


En los problemas 45 a 52, realice las operaciones indicadas y 
simplifique. 

45. (4x 3 - 3X 2 + 6x - 2) - (x 2 - 3x + 4) 

46. (3x 4 - V2X 2 ) + x(V2x + 5) 
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47. ( a + 1 )(a - 2 )(a + 3) 

c 2 d 2 - 3cd 3 + 5 c 3 d 2 

48. , 2 

cd 

49. (3z 4 -2z) 2 

50. (x 2 + 2 y) 3 

51. (3X 2 + SyWx 2 - 5y) 

52. ( u ~ v)(u 2 + uv + v 2 ) 

En los problemas 53 a 60, factorice los polinomios dados 
usando coeficientes enteros. 

53. 12x 2 - 19x - 18 

54. 16a 4 — 81 b 4 

55. 2 xv + 3y - 6x- 9 

56. 4w 2 + 40 wz + 100z 2 

57. 8X 3 - 125/ 

58. 2X 3 + 3X 2 - 18* - 27 

59. 4? 4 - 4t 2 s + s 2 

60. 125 + 75 uv + 15 u 2 v 2 + mV 


Vc 3 


- + 2 

i + r 3 
T^r 3 

4 

(x + h ) 3 
h 

1 


2(3 + h ) 2 2(3) 2 


71. (8x)(^)(2x + l)“ 3/4 (2) + (2x + l) 1/4 (8) 
(x + 1) 5/2 (3x 2 )- V)/)(x+l) 3/2 


En los problemas 61 a 72, realice las operaciones indicadas y 
simplifique. 


61. 

62. 


1 2 1 

x — 2 + x + 2 x 2 — 4 
x 2 - 1 X 3 - 1 


64. (n~ 2 - v~ 2 )(v - m)' 


1 



En los problemas 73 y 74, racionalice el denominador y sim- 
plifique. 

2 

71 Vs+Vt 



En los problemas 75 y 76, racionalice el numerador y simpli- 
fique. 


V2x + 2h + 3 — "\/2x + 3 


V(x + /Q 2 - (x + h) -\ 
h 
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ECUACIONES Y DESIGUALDADES 


| En este capitulo" 


3.1 Ecuaciones 

3.2 Traduccion de palabras en una ecuacion 

3.3 Ecuaciones cuadraticas 

3.4 Numeros complejos 

3.5 Desigualdades lineales 

3.6 Ecuaciones y desigualdades con valor absoluto 

3.7 Desigualdades polinomiales y racionales 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Poco se sabe de la vida personal del matematico griego 
Diofanto, que vivio en Alejandria, Egipto, en el siglo hi de la era cristiana. Su 
trabajo, sin embargo, fue de enorme importancia para el desarrollo del algebra 
e influyo profundamente en los matematicos europeos del siglo xvn. Escribio 
varios tratados, de los cuales el mas famoso es Aritmetica, obra en 13 volu- 
menes. Esta serie de textos trata principalmente de tipos especiales de ecua- 
ciones que en la actualidad se conocen como ecuaciones diof antic as. Cuenta 
la leyenda que sobre la tumba de Diofanto se inscribio este epitafio: 



El automovil 
Oldsmobile 
Limited Touring 
modelo 1911 se 
menciona en el 
problema 82 de 
los ejercicios 
de repaso del 
capitulo 1 


Diofanto vivid una sexta parte de su existencia en la ninez, una doceava 
parte en la juventudy una septima parte estuvo soltero. Cinco anos despues 
de su matrimonio nacio un hijo que murid cuatro anos antes que su padre, 
cuando tema la mitad de anos que vivid su padre (la edad a la que Diofanto 
murid). 

Si x representa la edad de Diofanto al morir, la informacion anterior se repre- 
senta con la ecuacion 


- H 1 1-5 3 h 4 = 

> 12 7 2 



En este capitulo estudiaremos tecnicas para resolver varios tipos de ecuaciones 
(incluida la anterior) y desigualdades. Veremos tambien como aplicar los meto- 
dos estudiados para dar solucion a problemas practicos. 


3.1 Ecuaciones 


■ Introduce ion Una ecuacion es una afirmacion de que dos expresiones son iguales, en 
tanto que una desigualdad o inecuacion plantea que una expresion es menor que otra. Una 
amplia gama de problemas de la vida real puede expresarse como ecuacion o como desigual- 
dad. Para empezar, en esta seccion aprenderas cierta terminologia que describe las ecuaciones 
y sus soluciones. 

■ Terminologia Cuando se igualan entre si dos expresiones, y al menos una de ellas contiene 
una variable, entonces la proposicion matematica es una ecuacion en una variable. Por 
ejemplo, 


V^ r T = 2, X 2 - 1 = (x + l)(x- 1) y |x + 1 1 = 5 

son ecuaciones en la variable x. Una solucion o raiz de una ecuacion es cualquier numero 
que, sustituido en ella, la convierte en una proposicion verdadera. Se dice que un numero satis- 
face una ecuacion si es una solucion de la ecuacion. Resolver una ecuacion significa hallar 
todas sus soluciones. 


H3S35EXI Comprobacion de una solucion 

El numero 2 es una solucion de 3x — 2 = x + 2 porque cuando se sustituye en la ecuacion 
obtenemos la proposicion verdadera: 

el lado izquierdo el lado derecho 

3(2) - 2 =T+~2 

Como veremos mas adelante, no hay otros valores de x que satisfagan esta ecuacion. = 


Consulte la seccion 2.6 para repa- 
sar el concepto dominio de una 


► Una ecuacion se llama identidad si todos los numeros del dominio de la variable la 
satisfacen. Si hay al menos un numero en el dominio de la variable que no la satisfaga, enton- 
ces se dice que es una ecuacion condicional. 


Una identidad y una ecuacion condicional 

a) La ecuacion 


se satisface con el conjunto de todos los numeros reales excepto x = 1. Como 1 no esta 
en el dominio de la variable, la ecuacion es una identidad. 

b ) El numero 3 esta en el dominio de la variable en la ecuacion Ax — 1 = 2, pero no la 
satisface porque 4(3) — 1 =£ 2. Asi, Ax — 1 = 2 es una ecuacion condicional. = 


El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion se llama conjunto solucion. En el 
ejemplo 1, el conjunto solucion de 3x — 2 = x + 2 se escribe {2}. Lo invitamos a comprobar 
que el conjunto solucion de la ecuacion |x + 1 1 = 5 es { — 6, 4}. 
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■ Ecuaciones equivalentes Decimos que dos ecuaciones son equivalentes si tienen 
las mismas soluciones, es decir, si sus conjuntos solucion son exactamente iguales. Por 
ejemplo, 

2x - 1 = 0, 2x = 1 y x = \ 

son ecuaciones equivalentes. Generalmente, resolvemos una ecuacion encontrando una ecua- 
cion equivalente que tenga soluciones que se determinen facilmente. Las operaciones descri- 
tas a continuation producen ecuaciones equivalentes. 


Teorema 3.1 .1 Operaciones que producen ecuaciones equivalentes 

z) Sume o reste en cada miembro o lado de una ecuacion la misma expresion que repre- 
sente un numero real. 

ii ) Multiplique o divida cada miembro o lado de una ecuacion por la misma expresion 
que represente un numero real diferente de cero. 


| Una ecuacion simple 

Resuelva 3x — 18 = 0. 

Solucion Obtenemos esta lista de ecuaciones equivalentes: 

3x — 18 = 0 

3x — 18 + 18 = 0 + 18 <- por (') del teorema 3.1.1 
3x = 18 

5(3x) =1(18) <- por ii) del teorema 3.1.1 

X = 6. 

El conjunto solucion de la ecuacion es {6}. 


Como no es raro cometer errores aritmeticos o algebraicos cuando se resuelve una ecua- ^ Advertencia 
cion, siempre conviene comprobar cada solucion sustituyendola en la ecuacion original. Para 
comprobar la solucion del ejemplo 3, se sustituye x con 6 en 3x — 18 = 0: 

3(6) - 18 = 0 

18 — 18 
0 = 0 . 

■ Ecuaciones lineales Una ecuacion de la forma 

ax + b = 0, con a + 0, (1 ) 

donde b es un numero real, se llama ecuacion lineal. La ecuacion del ejemplo 3 es una ecua- 
cion lineal. Para resolver (1) procedemos de forma similar al ejemplo 3: 

ax + b = 0 

ax + b — b = 0 — b <- por i) del teorema 3.1.1 
ax = —b 

—(ax) =—(—&) <- por ii) del teorema 3.1.1 

b 


Asf, la ecuacion lineal ax + b = 0, con a =h 0 tiene exactamente una solucion: { —b/a}. 
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MQE22ti7_ Una ecuacion lineal 

Resuelva 2x — 7 = 5x + 6. 

Solucion Debe dar razones por las que las ecuaciones que siguen son equivalentes 


2x-l -5x 
-3x - 1 
— 3x — 7 + 7 
— 3x 


5x + 6 
5x + 6 — 5x 
6 

6 + 7 
13 

-1(13) 

13 

3 • 


Asf, la solucion de la ecuacion original es { — 13/3 } . = 

■ Soluciones extranas Cuando los dos miembros de una ecuacion se multiplican por una 
expresion que contiene una variable, la ecuacion resultante puede no equivaler a la original, 
pues excluimos la multiplication por 0 en la operation ii) del teorema 3.1.1. Por ejemplo, la 
multiplication de la ecuacion 2x = 4 por x produce 2x 2 = 4x. Las dos ecuaciones no son 
equivalentes, pues obviamente 0 es una solucion de la ultima pero no lo es de la primera. 
Decimos entonces que 0 es una solucion extrana de la ecuacion original. 


Multiplication de una ecuacion por una variable 

Resuelva 


2 - 


1 

z + 1 


( 2 ) 


Solucion A1 multiplicar los dos miembros de la ecuacion por z + 1 se produce una 
ecuacion lineal: 


(!+1) ( 2 7^'i) 

(z + 1) • 2 - 

2z + 2 - 1 




<- cancelar a la derecha 


a la izquierda: leyes distributiva 
y de la cancelacion 
Z ■ 


Como multiplicamos por una expresion que contiene una variable, debemos comprobar 
z = — 1 sustituyendola en la ecuacion original (2). Obtenemos 

1-1 1-1 

2 H = o 2 + — = . 

-1 + 1 -1 + 1 0 0 

Como la division entre 0 no esta definida, z = — 1 no es una solucion de la ecuacion ori- 
ginal. Asf, — 1 es una solucion extrana, y concluimos que la ecuacion (2) no tiene solucio- 
nes, es detir, el conjunto solucion es el conjunto vacfo 0. = 

► Como se muestra en el ejemplo 5, es esencial comprobar una “solucion” obtenida como 
resultado de multiplicar ambos miembros de una ecuacion por una expresion que puede ser 
0 para algunos valores de la variable. 


Multiplication de una ecuacion por una variable 

Resuelva 


I 1 _ 2 

x x — 4 x 2 — 4x 


(3) 
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Solucion Para eliminar los denominadores en (3), multiplicamos ambos miembros por 
el mcd x(x — 4) de las fracciones en la ecuacion: 




[ 2 l 

[x X-4} 

— x(x — 4 ) 

Lx 2 - 4 xJ 


Mx-4 )- 7 + x4^^T)- 




(x - 4 ) + x = 2 
2x = 6 
x = 3. 




leyes distributiva 
y de la cancelacion 


A1 sustituir x = 3 en (3), encontramos que este valor satisface la ecuacion original: 

I 1 2 2 

3 + 3-4 “ 3 2 - 4 ■ 3 
_2 _ _2 
3 _ 3 

de modo que el conjunto solucion es {3}. 


■ Resolucion de una variable Empecemos por indicar que a menudo a resolver una 
variable se le denomina tambien despejar una variable. En otros cursos, en especial en 
fisica, encontrara ecuaciones que contienen varias variables. Con frecuencia hay que resolver 
o despejar una variable determinada en terminos de las restantes. En el ejemplo siguiente se 
ilustra esta idea. 


Resolucion de otra variable 

La resistencia total R de un circuito electrico que contiene dos resistores, de resistencia R\ 
y R 2 , conectados en paralelo (vease la figura 3.1.1) se obtiene con 

1 - J_ J_ 

R ~ R { R 2 ' 


Resuelva R 2 en terminos de R y R\. 

Solucion Primero, para eliminar las fracciones de la ecuacion, multiplicamos sus dos 
miembros por la cantidad RR\R 2 , que es el mmimo comun denominador de las fracciones 
de la ecuacion: 

“■*■•(£)“ 

R\Ri = 


RKR 2 ■ ^ d 
RR 2 + RR { . 


leyes distributiva 
y de la cancelacion 


Para obtener una ecuacion equivalente con todos los terminos que contengan R 2 del lado 
izquierdo, restamos RR 2 de ambos miembros de la ecuacion: 

R x R 2 - RR 2 = RR\. 

Puesto que R 2 es factor comun de cada termino del miembro izquierdo, escribimos: 
R 2 (Ri ~ R) = RR\. 

Dividimos ambos lados entre R\ — R para obtener el resultado deseado: 




FIGURA 3.1.1 Circuito electrico del 
ejemplo 7 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7. 


En los problemas 1 a 6, determine si los pares dados de ecua- 
ciones son equivalentes. 

1. jc = 8; x — 8 = 0 

2 . x 2 = x; x = 1 

3. Ay -(y- 1) = 2; 3y = 1 

4. -2z - 4 = 6z + 10; -4z = 7 

t + J 1 

5. t+ 1 = 1; = - 

6 . x 2 = (x + l) 2 ; 2x + 1 = 0 

En los problemas 7 a 48, resuelva la ecuacion dada. 

7. 2x + 14 = 0 

8 . 3x — 5 = 0 

9. -5w +1=2 

10. lz + 8 = -6 

11 . l(y + 1) — 2 = 5<j + 1) + 2 

12. 3y — 2 = y + 6 

13. x - (2 - x) = 3(x + 1) + x 

14. [2x - 2(x - 1)]5 = 4 - x 

15. \x-\ = 0 

16. |x + j = — 1 

17. — 5t + 3 = 4(f - 6) 

18. 5O - 2) + ft = It + | 

19. \{u - 3) = 2m - | 

20. \s + \ = \-\s 

21. 0.2x + 1.2 = 0.5 

22. 2. lx - 3 = 0.5x + 0.2 

23. -3.6z + 1.3 = 0.2(z - 3) 

24. 4.5x - 1.5x = 0.3(2 - x) 

25. V2x \== V8x 

V2 


— 2x 


+ 1 = 2V3 - V3x 


V3 

27. p 2 + 6p — 1 = p 2 — p + 6 

28. r 2 + 5= — (lOr - r 2 ) 

29. (2 1 - l) 2 = 4/2+ 1 

30. (w ~ l)(w + 1) = w(w - 4) 

31. (x - l) 3 = x2(x - 3) + x 

32. (x + 3) 2 + (x + 2) 3 = x 3 + 7X 2 + 9 

1 2 

33. 2 + - = 3 + - 


if; _ ,+i 

S - 1 s + 1 
1 3 = 

' x - 1 4 - x ~ 

1 _ 2y + 1 

y ~ 2 y 2 - 4 

. — — — r = 21 — 


3 - z _ z 
' z ~ 2 ~ z + 2 


2 - x 
- 2 


' x + 5 x — 2 x 2 + 3x — 10 
3 4 _ 2 

' x + 1 x 2 - 1 _ x - 1 

6 =1 

q~ 3 q 2 - 2q - 3 

A 

7 = 0 


+ 1 


3w + 9 2w + 6 
3x _ 6 

' x - 2 _ x - 2 
x 2 + 3 x + 6 

' x - 3 ~ 3 - x “ 

4 r 12 r 

, — + Vx = —pz - Vx 
Vx Vx 

_l 2 5 

2Vx Vx Vx 

, Halle a de manera que la solucion de 3x + 3a = 6x — a 
sea 4. 

, Halle d de modo que la ecuacion 
2x - 1 x + d 


x + 2 


K + 2 


- = 0 


no tenga soluciones. 

. Halle c de modo que 3{y — c) — 3y + 1 sea una identi- 
dad. 

. Halle a de manera que (x — l)(x + a) = xr — 2x — a sea 
una identidad. 

. Halle a de modo que 5 — z — 1 y 3z + 2a = 10 sean 
ecuaciones equivalentes. 

. Halle la relacion entre ay bsiax + b = 0 tiene la solucion 

x = 5. 
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En los problemas 55 a 66, resuelva para la variable indicada 66 . Superficie de un cilindro: 
en terminos de las variables restantes. 


55. Circunferencia de un tirculo: 


A = 2i rr{r + h ), para h 


C = 27 rr, para r 

56. Perfmetro de un rectangulo: 

P = 2w + 21, para l 

57. Interes simple: 

I = Prt, para t 

58. Area superficial lateral de un cilindro: 

S = 2i rrh, para h 

59. Cantidad acumulada por interes simple: 


=Aplicaciones diversas 

67. Temperatura La relation entre la temperaturamedidaen 
grados Celsius ( T c ) y en grados Fahrenheit (T F ) esta dada 
por T c = | (T F — 32). 

a) Resuelva la ultima ecuacion para T h . 

b) Con el resultado del inciso a), convierta las tempera- 
tures -5 °C, 0 °C, 16 °C, 35 °C y 100 °C en grados 
Fahrenheit. 

68. ^Alguien quiere jugar tenis? La velocidad v en pies/ 
segundo de una pelota de tenis t segundos despues de que 
se lanzo hacia arriba con una velocidad inicial de 8 pie/s 
esta dada por v = — 32 t + 8. ^.Cuantos segundos han trans- 
currido cuando a) v = 4 pies/s y b) v = 0 pies/s? 

69. Edad de Diofanto A1 empezar el capftulo vimos que la 
ecuacion 


A = P + Prt, para P 

60. Volumen de paralelepfpedo rectangular: 

V = Iwh, para h 

61. Termino n-esimo de una sucesion aritmetica: 

a n = a + (n — 1 )d, para n 

62. Suma de una serie geometrica: 


indicaba la edad x de Diofanto cuando murio. Determine 
cuantos anos vivio Diofanto. 

70. Ritmo cardiaco Como informo Thomas Vaughan en 
Science and Sport (Boston: Little & Brown, 1970), una 
serie de 4 200 medidas tomadas a 136 atletas mundiales 
se convirtieron en la formula para la velocidad maxima 
del corazon l m6x en latidos por minuto durante el ejerci- 
cio. 


a 

S = , para r 

63. Ley de la gravitation universal de Newton: 



64. Cuerpo en cafda libre: 

s = igt 2 + v 0 t, para v 0 


/ m& = 0.98 1/ 5 + 5.948 

donde l 5 es el ritmo cardiaco tornado a los cinco segundos 

posteriores a la conclusion del ejercicio. 

a ) El ritmo cardiaco maximo de un campeon de atletismo 
es de 215. Halle el ritmo cardiaco inmediatamente 
despues del ejercicio. 

b) El ritmo maximo del corazon de un ciclista interna- 
tional es de 180. Halle el ritmo cardiaco inmediata- 
mente despues del ejercicio. 

Gas ideal Para un gas ideal a baja presion, el volumen 

V a T grados Celsius esta dado por 


65. Resistencia en un circuito paralelo: 


R = 


RjRn 

Ri + Ri 


para R 2 


donde V 0 es el volumen a 0° C. 1 A que temperatura es 
V = |V 0 para un gas ideal a baja presion? 


3.1 Ecuaciones 


117 


72. N i eve Estudios empmcos sobre la cafda de nieve en Gran 
Bretana determinaron que el numero de dfas D en un ano 
en que el suelo esta cubierto de nieve aumenta linealmente 
con la altitud 

D = 0.15577+ 11 

donde H es la altura medida en metros. 

a) Segun esta formula, ^cuantos dfas hay una capa de 
nieve en el nivel del mar? 

b ) que altura esta formula predice una capa de nieve 
durante un ano completo (365 dfas)? 

= Para la discusion 

73. Senale el error en el razonamiento siguiente: 

jc = -1 

x 2 + x = x 2 -l 


x(x + 1) = (x - l)(x + 1) 

JC = JC - 1 

0 = - 1 . 

74. Considere esta serie de ecuaciones: 

jc 2 1 = jc 2 + 4jc — 5 
(jc + 1)(jc — 1) = (jc + 5) (jc - 1) 
x + 1 = JC + 5 
1= 5. 

a ) ^Cual es la solution de la primera ecuacion de la se- 
rie? 

b) Halle una ecuacion en la serie que no sea equivalente 
a la ecuacion que la antecede. 


| | 3.2 Traduccion de palabras en una ecuacion 

■ Introduction El algebra es util para resolver muchos problemas practicos, por ejemplo, 
de razon de cambio, mezclas, dinero, etcetera. Como estos problemas se expresan con pala- 
bras, la idea basica consiste en traducir estas para construir una ecuacion algebraica apropiada. 
Como no hay un procedimiento unico para hacer esta traduccion, se requiere trabajo, practica 
y paciencia para adquirir pericia en la resolution de problemas de esta clase. Las sugerencias 
siguientes resultan utiles. 


SUGERENCIAS PARA CONSTRUIR UNA ECUACION 


i) Lea el problema cuidadosamente. 

ii) Lea de nuevo el problema e identifique una cantidad desconocida que se 
necesite hallar. 

iii) Si es posible, trace un diagrama. 

rv) Asigne una variable, digamos x, que represente la cantidad desconocida. 
Escriba la definicion de esta variable en una hoja. 

v) Si es posible, represente cualquier otra cantidad que haya en el problema en 
terminos de x. 

vi) Escriba una ecuacion que exprese con precision la relacion descrita en el pro- 
blema. 

viz) Resuelva la ecuacion. 

vizi) Compruebe que su respuesta concuerde con todas las condiciones planteadas 
en el problema. 


■ Problemas de edad El primer ejemplo se relaciona con la edad. 
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Problems de edad 


Hace dos anos John tema cinco veces la edad de Bill. Ahora es 8 anos mayor que el. 
Encuentre la edad actual de John. 

Solucion La cantidad desconocida por determinar es la edad actual de John, entonces 
asignamos 

x = edad actual de John 

Luego representamos las otras cantidades del problema en terminos de x: 
x — 8 = edad actual de Bill 
x — 2 = edad de John hace dos anos 
(x — 8) — 2 = x — 10 = edad de Bill hace dos anos 
Quiza resulte util presentar la information en una tabla como esta: 



Una ecuacion que expresa la relation de sus edades hace dos anos es 
x 2 — 5(x 10) 


Resolvemos esta ecuacion: 


x - 2 = 5x - 50 
48 = 4x 
x = 12 

Entonces, la edad actual de John es 12. 

Comprobacion si John tiene ahora 12 anos, Bill debe tener 4. Hace dos anos John tema 
10 y Bill 2. Como 10 = 5(2), la respuesta es correcta. = 

■ Problemas de inversion Muchos problemas de inversion utilizan la formula del interes 
simple 


I=Crt, (1) 

donde I es la cantidad de interes ganada por una suma de dinero C (llamada capital ) invertida 
a una tasa de interes simple de porcentaje r durante t anos. Como se muestra el ejemplo 2, 
resulta util organizar los datos en una tabla. 

H3S3QEH Interes simple 

Una empresaria planea invertir un total de 30 000 dolares. Parte de esta suma se invertira 
en un certificado de deposito que paga 3% de interes simple y el resto en un fondo de 
inversion que produce 5.5% de interes simple. ^Cuanto dehe invertir en cada uno para 
obtener un rendimiento de 4% sobre su dinero despues de un ano? 

Solucion En (1) identificamos r = 0.03 y t = 1. Si x representa la cantidad (en dolares) 
invertida en el deposito, entonces 

30 000 — x = cantidad en dolares invertida en el fondo de inversion 
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En la tabla siguiente se resume la information. 



Capital 

C 

Tasa de interes 
r 

Tiempo 

t 

Interes ganado 
/ = Crt 

Certificado 
de deposito 

X 

0.03 

1 ano 

x(0.03)(l) = 0.03x 

Fondo de 
inversion 

30 000 - x 

0.055 

1 ano 

(30 000 - x)(0.055)(l) 
= 0.055(30 000 - x) 

Inversion 

equivalente 

30 000 

0.04 

1 ano 

(30 000)(0.04)(1) = 
1 200 


Como el interes combinado procedente del certificado de deposito y el fondo de inversion 
va a igualar el de una inversion total equivalente hecha a 4% de interes simple, tenemos 


0.03x + (0.055X30 000 - x) = 1 200 
Empezamos a resolver esta ecuacion multiplicandola por 100: 

3x + (5.5)(30 000 - x) = 100(1 200) 

3x + 165 000 - 5.5x = 120 000 
— 2.5x= -45 000 
x = 18 000 

Se deben invertir 18 000 dolares en el certificado de deposito y 30 000 - 18 000 = 12 000 
en el fondo de inversion. 

Comprobacion la suma de $18 000 y $12 000 es $30 000. El interes ganado sobre el 
certificado de deposito es de ($18 000)(0.03)(1) = $540. El interes ganado sobre el fondo 
de inversion es de ($12 000)(0.055)(1) = $660. Si los $30 000 se invirtieron a 4%, el inte- 
res ganado serfa ($30 000)(0.04)(1) = $1 200. Como $540 + $660 = $1 200, larespuesta 
es correcta. = 


■ Problemas de velocidad Si un objeto se mueve a una velocidad constante r, entonces la 
distancia d que recorre en t unidades de tiempo se obtiene con la formula distancia = velo- 
cidad X tiempo, que expresada en sfmbolos es 

d=rt (2) 

Otras formas de (2) que pueden ser utiles al resolver ciertos problemas de velocidad son 

r = J y t = - r . (3) 

Comunmente, la parte mas diffcil de resolver en un problema de distancia es determinar que 
relation expresar como ecuacion. Puede ser util considerar las preguntas siguientes: 

• /.Hay dos distancias (o tiempos o velocidades) que sean iguales? 

• /.Es la suma de dos distancias (o tiempos o velocidades) una constante? 

• ( : ,Es la diferencia de dos distancias (o tiempos o velocidades) una constante? 

En el ejemplo siguiente se emplea la segunda ecuacion en (3). 

Problems de velocidad 

Una motociclista tarda 1 hora y 30 minutos mas en la noche que en el dfa viajar entre dos 
ciudades. En la noche recorre un promedio de 40 millas por hora en tanto que en el dfa 
puede recorrer un promedio de 55 millas por hora. Encuentre la distancia entre las dos 
ciudades. 

Solution Asignemos d a la distancia entre las dos ciudades. En la tabla siguiente se 
muestra la distancia, la velocidad y el tiempo de cada viaje. 
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Como se tarda 1.5 horas mas recorrer la distancia entre las dos ciudades en la noche, 
tenemos 


40 


I- 


Multiplicamos ambos miembros de esta ecuacion por (40)(55) = 2 200 y resol vemos: 
55 d - 40d = 3 300 
15 d = 3 300 
d= 220 


La distancia entre las dos ciudades es de 220 millas. 

Comprobacion el tiempo en la noche es de 220/40 = 5.5 horas; por su parte, durante el 
dfa es 220/55 = 4 horas. Como 5.5 — 4 = 1.5, la respuesta es correcta. = 


■ Problemas de mezclas Este tipo de problemas se presentan sobre todo en qulmica, 
farmacologla, manufactura y situaciones de la vida diaria. A1 resolver problemas de mezclas, 
nos centramos en la cantidad de un elemento que hay en cada una de las diferentes combina- 
ciones. De nuevo, resulta util organizar la informacion en una tabla, como en el ejemplo 4. 


MSHEEIjH Problems de mezclas 

Halle cuantos litros de alcohol puro deben anadirse a 15 1 de solucion que contiene 20% 
de alcohol para que la mezcla resultante sea de 30% de alcohol. 

Solucion Si * representa la cantidad de alcohol puro anadida, entonces 


15 + x = cantidad en litros en la nueva solucion 
En la tabla siguiente se resume la informacion dada: 



Litros de 
solucion 

Concentration 
de alcohol 

Litros de alcohol 

Solucion original 

15 

0.20 

0.20(15) 

Alcohol puro 

* 

1.00 

1.00* 

Mezcla resultante 

15 +* 

0.30 

0.30(15 + *) 


Como la cantidad de alcohol en la solucion original mas la cantidad de alcohol puro ana- 
dida es igual a la cantidad de alcohol en la mezcla resultante, tenemos: 

0.20(15) + 1.00.x = 0.30(15 + *) 

3 +x= 4.5 + 0.3* 

0.7* = 1.5 

- 11 
* - 7 . 

La cantidad de alcohol puro anadida es y 1. 

Comprobacion si se agregan y 1 de alcohol, la nueva solucion, que suma 15 + y = y® 1, 
contiene (0.20)(15) + y = y 1 de alcohol. Como yyy = 0, la nueva solucion es de 30% 
de alcohol y la respuesta es correcta. = 
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■ Problemas de trabajo Varias personas (o maquinas) que hacen el mismo trabajo, cada 
una a velocidad constante, completan la labor mas rapido que si trabajaran solas. Entonces, 
para resolver problemas de trabajo utilizamos el principio basico siguiente: 

Si un individuo puede hacer todo el trabajo en T unidades de tiempo, entonces en x 
unidades de tiempo se termina una parte xlT del trabajo. (4) 

Por ejemplo, si una persona puede hacer un trabajo completo en 5 horas, entonces en 3 horas 
termina f del trabajo. 


■BUSSES Problems de trabajo 

Trabajando sola, la bomba A llena un tanque en 2 horas y la bomba B llena el mismo tan- 
que en 3. Determine la rapidez con que las bombas llenarian el tanque trabajando juntas. 

Solucion Si asignamos a x el numero de horas que ambas bombas requieren para llenar 
el tanque juntas, entonces 

2 = fraccion del trabajo completo culminado en x horas por una bomba A 


y 

~ = fraccion de todo el trabajo culminado en x horas por una bomba B 
Esta informacion se sintetiza en la tabla siguiente. 



Tiempo (en horas) 
para completar todo 
el trabajo 

Fraccion de trabajo 
completado en x horas 

Bomba A 

2 

x 



2 

Bomba B 

3 

x 



3 

Ambas 

x 

1 


La suma de las fracciones hechas por cada bomba en x horas es 1, pues las dos bombas, 
al trabajar juntas, terminan todo el trabajo en x horas. Entonces tenemos 



Comenzamos por multiplicar la ecuacion por el mmimo comun denominador de las frac- 
ciones. Luego, al resolver para x hallamos que 

3x + 2x = 6 
5 * = 6 


Juntas, ambas bombas tardan § horas = 1.2 h (o 1 hora y 12 minutos) en llenar el tanque. 
Comprobacion En § horas la bomba A llena f/2 = f de tanque, en tanto que la bomba B 
llena f/3 = § de tanque. Como § + § = 1, la solucion es correcta. = 

■ Problemas diversos Ademas de los problemas de edad, inversion, velocidad, mezclas y 
trabajo que acabamos de considerar, hay una gran variedad de problemas que se expresan en 
palabras. Terminamos esta seccion con dos ejemplos adicionales. 
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M3EEEE0 Problems de lindes 


Un campo rectangular 20 m mas largo que ancho esta circundado por exactamente 100 m 
de cerca. ^Cuales son las dimensiones del campo? 


Solucion La description geometrica de este problema nos obliga a trazar un diagrama 
(figura 3.2.1). Si asignamos w al ancho del campo en metros, entonces 

w + 20 = largo del campo en metros 
Como el perfmetro del campo es de 100 m, tenemos 



100 


dos anchos dos largos 

+ (w + 20) + (w + 20) 


FIGURA 3.2.1 Campo del ejemplo 6 


o bien, 


100 = 2w + 2(w + 20) 

Despejamos w y encontramos que 

100 = 4w + 40 
60 = 4 w 
15 = w 

Asl, el ancho es w = 15 m y el largo es w + 20 = 35 m. 

Comprobacion El largo es de 20 m mas que el ancho, pues 35 — 15 = 20, y la cantidad 
de cercado requerida es 2(35) + 2(15) = 70 + 30 = 100. Entonces, la respuesta es co- 
rrecta. = 


M3EEEEH Mejora del promedio de calificaciones 

Un estudiante obtiene 75 y 82 puntos en sus dos primeros examenes. <;Que puntaje en el 
proximo examen elevara a 85 su promedio? 

Solucion Empezamos por hacer que x represente el puntaje en el futuro tercer examen. 
Luego, el promedio de los tres examenes es 

75 + 82 + x 
3 ' 

Como este promedio debe igualarse a 85, tenemos que 


Multiplicamos cada miembro de esta ultima ecuacion por 3 y despejamos x: 

75 + 82 + x = 3(85) 

157 + x = 255 
x= 98 

Por tanto, un puntaje de 98 en el tercer examen elevara a 85 el promedio del estudiante. 

Comprobacion Si la puntuacion obtenida en los tres examenes es de 75, 82 y 98, respec- 
tivamente, el promedio del estudiante sera 

75 + 82 + 98 _ oc 


Por tanto, la respuesta es correcta. 


3.2 Traduction de palabras en una ecuacion 
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Notas del aula 

Cuando empiece a hacer los ejercicios 3.2, recuerde las sugerencias dadas en la pagina 
118. Leer y profundizar en los ejemplos de esta seccion puede ayudarle y ofrecer pasos 
faltantes en las soluciones. Examine como seguimos nosotros las sugerencias. Y, sobre 
todo, no se desanime. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7. 


En los problemas 1 a 46, construya y resuelva una ecuacion a 
partir de las palabras dadas. 

= Problemas de numeros 

1. Encuentre dos numeros enteros cuya suma sea 50 y cuya 
diferencia sea 26. 

2 . El cociente de dos numeros es 4. Un numero es 39 menos 
que el otro. Halle los dos numeros. 

3 . Encuentre tres numeros enteros consecutivos cuya suma 
sea 48. 

4 . La diferencia de los cuadrados de dos numeros pares con- 
secutivos es 92. Halle los dos numeros. 


tasa de interes anual de 8%. Otra inversion de $10 000 esta 
a una tasa de interes anual de 9%. ^Cual es la tasa de inte- 
res anual que recibe sobre la tercera inversion de 12 000 
dolares? 

9. La sefiora Beecham invirtio parte de 10 000 dolares en un 
certificado de ahorros a 7% de interes simple. El resto lo 
invirtio en un tftulo que produtia 12%. Si recibio un total 
de 900 de interes por el primer afio, ^cuanto dinero invir- 
tio en el tftulo? 

10. Los Wilson tienen 30 000 dolares invertidos a 12% y otra 
suma invertida a 8.5%. Si el ingreso anual sobre la cantidad 
total invertida equivale a un porcentaje de 10% sobre 
el total, ^cuanto invirtieron a 8.5%? 


= Problemas de edad 

5 . En 5 afios Bryan tendra tres veces la edad que tenfa hace 
7 afios. ( ',Cuantos afios tiene? 

6. La firma sanitaria Papik e Hijo anuncia “30 afios de expe- 
rience” en higiene sanitaria. Si el padre tiene 16 afios mas 
de experience en higiene sanitaria que su hijo, ^cuanto 
tiempo de experiencia en higiene sanitaria tiene cada 
cual? 


= Problemas de inversion 

7 . Una pareja tiene 40 000 dolares para invertir. Si invierte 
$16 000 a 12% y $14 000 a 8%, ( ',a que porcentaje debe 
invertir el resto para tener un ingreso de 4 000 proveniente 
de sus inversiones? 

8. Janette tiene tres inversiones, de las que recibe un ingreso 
anual de 2 780 dolares. Una inversion de $7 000 esta a una 


= Problemas de velocidad 

11 . Un auto viaja de A a B a una velocidad promedio de 55 
mph, y regresa a una velocidad de 50 mph. En todo el viaje 
se lleva 7 horas. Halle la distancia entre Ay B. 

12 . Un jet vuela con el viento a favor entre Los Angeles y 
Chicago en 3.5 h, y contra el viento de Chicago a Los 
Angeles en 4 h. La velocidad del avion sin viento es de 
600 mi/h. Calcule la velocidad del viento. /,Que distancia 
hay entre Los Angeles y Chicago? 

13 . Una mujer puede caminar al trabajo a una velocidad de 3 
mph, o ir en bicicleta a 12 mph. Demora una hora mas 
caminando que yendo en bicicleta. Encuentre el tiempo 
que se tarda en llegar al trabajo caminando. 

14. Un nifio sale del punto P en bicicleta y avanza a una velo- 
cidad de 15 km/h. Al cabo de treinta minutos otro nifio 
sale del punto P en una bicicleta y avanza a diferente velo- 
cidad. Alcanza al primer ciclista 2\ horas despues. Calcule 
la velocidad del segundo ciclista. 
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15. Un hombre recorre 280 km en automovil y luego recorre 
otros 50 km en bicicleta. El tiempo total del viaje fue de 
12 h y la velocidad en la bicicleta fue de \ de la velocidad 
en automovil. Calcule cada velocidad. 

16. Un cohete llevo una capsula a la atmosfera. La capsula 
aterrizo 72 minutos mas tarde, despues de hacer un con- 
trolado descenso con una velocidad vertical promedio de 
420 km/h. Si el cohete tenia una velocidad vertical prome- 
dio de 1 010 km/h desde el despegue hasta que se lanzo la 
capsula, I'd que altura se lanzo la capsula? 

= Problemas de mezclas 

1 7. El radiador de un automovil contiene 10 cuartos [de galon] 
de una mezcla de agua y 20% de anticongelante. {) Que 
cantidad de esta mezcla debe vaciarse y reemplazarse por 
anticongelante puro para obtener una mezcla de 50% en 
el radiador? 

1 8. Una podadora de cesped funciona con una mezcla de com- 
bustible compuesta por 23 partes de gasolina y 1 parte de 
petroleo. ^Cuanta gasobna debe anadirse a un litro de una 
mezcla compuesta por 5 partes de gasolina y 1 parte de 
petroleo para obtener la mezcla correcta? 

1 9. Cierta marca de tierra para macetas contiene 10% de humus 
y otra marca contiene 30%. ( ',Cuanto de cada tierra debe 
mezclarse para producir 2 pies cubicos de tierra para mace- 
tas compuesta por 25% de humus? 

20. El jefe de una estacion de servicio compro 1 5 000 galones 
de gasobna corriente y de primera calidad por 37 000 dola- 
res. El precio mayorista fue de $2.40 por galon para la 
gasobna corriente y $2.60 por galon para la gasobna de 
primera calidad. Determine cuantos galones de cada clase 
de gasobna se compraron. 

21. Un camicero vende came mobda de res de cierta calidad 
a $3.95 la libra y de otra calidad a $4.20 la libra. Quiere 
mezclar las dos cabdades para obtener una mezcla que se 
venda a $4.15 la libra. /.Que porcentaje de carne de cada 
calidad debe usar? 


= Problemas de trabajo 

22. Si Meagan puede completar una tarea en 50 minutos tra- 
bajando sola y Colleen puede hacerlo en 25 min, /.cuanto 
tiempo tardaran trabajando juntas? 

23. Si Karen puede recoger un sembradfo de frambuesas en 6 
horas y Stan puede hacerlo en 8 horas, ^cuan rapido pueden 
recoger el sembradfo juntos? 

24. Con dos mangueras de disbnto diametro se llena una tina 
en 40 minutos. Una manguera llena la tina en 90 minutos. 
Determine en cuanto tiempo la llenarfa la otra manguera. 

25. Margot limpia su habitacion en 50 minutos ella sola. Si 
Jeremy la ayuda, tarda 30 minutos. ^Cuanto tiempo tardara 
Jeremy en limpiar la habitacion el solo? 

26. Un tubo de escape puede vaciar un tanque en 4 horas. El 
tubo estuvo abierto durante 1.5 horas y luego fue cerrado. 
En ese momenta se abrio un segundo tubo y tardo 2 horas 
en terminar de vaciar el tanque. ^Cuanto tiempo le habrfa 
tornado al segundo tubo solo vaciar el tanque? 


= Problemas de dimensiones 

27. El perfmetro de un rectangulo es de 50 cm y el ancho es f 
de la longitud. Encuentre las dimensiones del rectan- 
gulo. 

28. El area de un trapecio es de 250 pies cuadrados y la altura 
es de 10 pies. ( ',Cual es la longitud de la base mayor si la 
base menor mide 20 pies? 

29. El lado mayor de un triangulo es 2 cm mas largo que el 
lado menor. El tercer lado tiene 5 cm menos que el doble 
de la longitud del lado menor. Si el perfmetro es 21 cm, 
^cual es la longitud de cada lado? 

30. Un granjero desea encerrar un campo rectangular y divi- 
dirlo en tres partes iguales con cercado (vease la figura 
3.2.2). Si la longitud del campo es tres veces el ancho y se 
requieren 1 000 metros de cercado, morales son las dimen- 
siones del campo? 


FIGURA 3.2.2 Campo cercado del problema 30 


31 . El area de un cfrculo es 8O77 cm 2 menor que el area de uno 
cuyo radio es 4 cm mayor. Encuentre el radio del cfrculo 
mas pequeno. 

= Problemas diversos 

32. Dosis de un medicamento La regia de Friend para con- 
vertir la dosis para adulto de un medicamento en una dosis 


infantil supone una relation entre la edad y la dosis y se 
emplea para ninos menores de 2 anos: 

edad en meses 

- — X dosis para adultos = dosis infantil. 

l,A que edad la dosis para adultos es 10 veces la dosis 
infantil? 
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33. Joshua se esfuerza por pasar de ano Joshua presento un 
examen. Si debe obtener 99 puntos en un segundo examen 
para tener un promedio de 73 en ambos examenes, ^cuanto 
obtuvo en el primero? 

34. Intento para obtener 80 Antes del examen final un estu- 
diante tiene calificaciones en las pruebas parciales de 72 y 
86. Si el examen final representa la mitad de la calificacion 
final, £que calificacion debe obtener en el examen este 
estudiante para terminar el curso con un promedio de 80? 

35. Politica de clase Judy vencio a John en una rigurosa 
eleccion de presidente del salon de los de ultimo ano, 
donde se registraron 211 votos. Si cinco estudiantes hubie- 
ran votado por John en vez de Judy, John habrfa ganado 
por un voto; ^cuantos estudiantes votaron por Judy? 

36. iCuantos...? En la escuela de la avenida Cayley, 40 
alumnos mas de la mitad son ninos. Si la cantidad de ninas 
que van a la escuela es dos menos la mitad del numero de 
ninos, ^cu antes alumnos asisten en total a la escuela? 

37. Problema monetario Kurt tiene cuatro monedas mas de 
10 centavos que de 5 centavos. Si el valor total de estas 
monedas es de $2.35, halle cuantas monedas de 10 y de 5 
centavos tiene Kurt. 

38. Otro problema monetario Heidi tiene $4.65 en monedas 
de cinco, diez y veinticinco centavos. Tiene cuatro mone- 
das mas de veinticinco centavos que de diez centavos y 
cinco monedas mas de cinco centavos que de veinticinco 
centavos. ^.Cuantas monedas de cada tipo tiene Heidi? 

39. Juego de numeros El digito correspondiente a las uni- 
dades de un numero de dos dfgitos es cinco mas que el 
digito que corresponde a las decenas. Si el numero original 
se divide por el numero que se forma al invertir los dfgitos 
del primero, el resultado es §. Halle el numero original. 

40. Mas juegosde numeros El denominador de una fraccion 
es dos mas que el numerador. Si tanto el numerador como 
el denominador se aumentan en una unidad, la fraccion 
resultante es igual a §. Encuentre el numero original. 

41. ^Soborno? El senor Chaney y su hijo Ryan acordaron 
que el senor Chaney darfa a Ryan 5 dolares por cada pro- 
blema de palabras que Ryan resolviera correctamente, pero 
que este pagaria a su padre 5 dolares por cada solution 
incorrecta. Despues de que Ryan hubo completado 70 pro- 
blemas, ninguno le debia nada al otto. ^Cuantos problemas 
resolvio correctamente Ryan? 

42. Obtener un aumento Un trabajador obtuvo 6% de 
aumento, lo que representa 480 dolares. ^Cual era el anti- 
guo salario? ^Cual es el nuevo salario? 

43. ^Se paga solo? Una empresa de gas vende una manta 
aislante para un calentador de agua en $20. Asegura que 
la manta reduce los costos de combustible en 10%. Si el 
costo promedio mensual de combustible que consume el 
calentador de agua es de $20, ^cuando se “pagara sola” la 
manta? 


44. Pago de impuestos En un banquete, el administrador de 
un restaurante alquila un bar con bebidas valuadas en cifras 
redondas para simphficar las transacciones. Se incluye 5% 
del impuesto de ventas en los precios redondeados. Al 
final del banquete, el administrador encuentta exactamente 
200 dolares en la registradora. Sabe que 10 dolares son 
mucho dinero para el impuesto, pero es incapaz de deducir 
la cantidad correcta que se debe pagar. 

a) Explique por que 10 dolares son demasiado impuesto. 

b ) Halle la cantidad correcta de impuesto de venta (has- 
ta el ultimo centavo). 

45. Empleado necesita mas capacitacion Para un descuento 
de 25% en las ventas, un tendero siempre calcula primero 
el descuento y luego anade 6% del impuesto de ventas. 
Otro empleado en el mismo almacen siempre anade pri- 
mero el impuesto de ventas y luego aplica el descuento. 

a) ^Hay alguna diferencia? 

b) ^Puede demostrar que este siempre es el caso para 
cualquier descuento d% y cualquier impuesto de ven- 
ta t%? 

46. Plantas competidoras Dos plantas industtiales que pro- 
ducen componentes identicos de maquinaria estan locali- 
zadas a 100 millas sobre el rfo Watchacallit (figura 3.2.3). 
Ambas plantas venden componentes al mismo precio, $150 
dolares. Sin embargo, como una planta esta rfo arriba, sus 
costos de embarque son mas bajos para los clientes ubica- 
dos en medio de las dos plantas: 30 centavos por milla por 
componente en vez de 75 centavos por milla. 


FIGURA 3.2.3 

Plantas industtiales 
del problema 46 

a) Supon que un cliente comprara a la planta que ofrezca 
el costo total mas bajo. /,A que distancia rfo arriba 
tendra cbentes la planta de rfo abajo? 

b) ^Corno cambia su respuesta del inciso a) si las dos 
plantas elevan el precio de sus componentes de 150 a 
160 dolares? 

c) ^Como cambia su respuesta del inciso a) si los costos 
de embarque se dupbean? 

d) {) Que precio de venta tendrfa que ofrecer la planta de 
rfo abajo para recuperar la mitad del territorio entre 
las dos plantas? 
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I I 3.3 Ecuaciones cuadraticas 


■ Introduction En la section 3.1 vimos que una ecuacion lineal es la que puede escribirse 
en la forma estandar ax + b = 0, con a + 0. La ecuacion ax + b = 0, con a #0, es un tipo 
especial de ecuacion polinomial. Una ecuacion polinomial de grado n es una ecuacion de 
la forma 

+ a n -ix n ~ l + •■• + a 2 ^ 2 + fli* + a 0 = 0, con a n A 0, (1) 

donde n es un numero entero no negativo y a,-, i = 0,1... n, son numeros reales. Una ecuacion 
lineal corresponde al grado n = 1 en la ecuacion (1). Salvo por los simbolos, que son dife- 
rentes, ax + be s lo mismo que a t x + a 0 . 

La solution de una ecuacion polinomial se llama raiz de la ecuacion. Por ejemplo, 
sabemos que —b/a es la unica raiz de la ecuacion polinomial lineal de primer grado 
ax + b = 0. 

En esta section examinamos las ecuaciones polinomiales de segundo grado o ecuaciones 
cuadraticas. Una ecuacion cuadratica es una ecuacion polinomial que puede escribirse en la 

forma estandar: 

ax? + bx + c = 0, con a ¥= 0 (2) 

Las ecuaciones polinomiales de mas alto grado se estudiaran en el capitulo 6. 

Muchos problemas sobre objetos en movimiento implican ecuaciones cuadraticas. Por 
ejemplo, si se lanza un globo de agua con una velocidad initial de 48 pies/s directamente 
hacia abajo desde una ventana de un dormitorio 64 pies arriba del suelo, la altura s (en pies) 
arriba del suelo despues de t segundos esta dada por 

s = -16t 2 -48t + 64 

Cuando el globo golpea el suelo, su altura s es igual a 0, por lo que hallamos el tiempo trans- 
currido al solucionar 

-16* 2 - 48t + 64 = 0 

Al dividir entre — 16, esta ecuacion equivale a 

t 2 + 3t - 4 = 0 (3) 

■ Metodo de factorization Como veremos, la ecuacion (3) se resuelve facilmente por 
medio del metodo de factorization. Este metodo se basa en la propiedad de la multiplica- ^ 

cion por cero que se expuso en la section 2. 1 . Recuerde: si a y b representan numeros reales ^ e la propiedad 8 »') en la sec 

y a ■ b = 0, entonces a = 0 o b = 0. La tecnica se ilustra en el ejemplo que sigue. 

Solution por factorization 

Resuelva 2x? + 5jc - 3 = 0. 

Solution La ecuacion ya esta en la forma estandar. Al factorizar su miembro izquierdo 
obtenemos la ecuacion equivalente 

(jc + 3)(2x -1) = 0 

Si aplicamos la propiedad de la multiplication por cero concluimos que 
x+ 3 = 0 o 2x — 1 = 0 

Las soluciones de estas ecuaciones lineales son x= — 3yx = \, respectivamente. El hecho 
de que estas sean raices de la ecuacion dada puede comprobarse por sustitucion. El conjunto 
solution es { —3, =>}. = 


-4 Repase la definicion de polinomio 
en la seccion 2.6. 
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Ahora podemos resolver facilmente la ecuacion (3) para hallar el tiempo que tarda el 
globo en llegar al suelo. Primero escribimos r + 3? — 4 = 0 en su forma factorizada: 

(t + 4 )(t - 1) = 0 

Como se ve en el ejemplo del 
globo de agua, no todas las solu- 
ciones de una ecuacion necesaria 
mente satisfaran las condiciones 
que requiere el problema. 


Solucion Como planeamos usar el metodo de factorizacion, debemos empezar por es- 
cribir la ecuacion en la forma estandar ax 2 + bx + c = 0: 

12 x 2 + 15 jc —18 = 0 

Al eliminar el factor comun 3 por division se simplifica la ecuacion 
3(4^ + 5x - 6) = 0 

a 4X 2 + 5x - 6 = 0 

Asf, la factorizacion da 


Segun la propiedad de la multiplicacion por cero, debemos resolver f + 4 = 0yf — 1=0. 
Las soluciones de estas ecuaciones son t = — 4 y t = 1. Por sustitucion, podemos comprobar 
que tanto t = —4 como t = 1 satisfacen la ecuacion cuadratica — 1 6f 2 — 48? + 64 = 0. Como 
^ t = 1 segundo es la unica respuesta positiva, es la unica solucion significativa al problema 
ffsico. 

MOUSSES Solucion por factorizacion 

Resuelva 12x 2 + 15x = 18. 


(4x - 3)(x + 2) = 0 

Mediante la propiedad de la multiplicacion por cero, igualamos cada factor a cero para obte- 
ner 4x— 3=0yx + 2 = 0. Al resolver cada una de estas dos ecuaciones resulta x = f 
y x = —2. Las rafces de la ecuacion cuadratica son f y —2; el conjunto solucion es 

= 

MOUSSES Solucion por factorizacion 

Resuelva 4x 2 + 4x + 1 = 0. 

Solucion El miembro izquierdo de la ecuacion se factoriza facilmente asf: 

(2x + l)(2x + 1) = 0 

Por tanto, x = — \ ox = — El conjunto solucion es { — =>}. = 

En el ejemplo 3 decimos que x = — \ es una rafz repetida o una rafz de multiplicidad 
2. Al contar las rafces, dichas rafces deben contarse dos veces. 

■ Metodo de la raiz cuadrada Si una ecu: 

x 2 = d, 

la resolvemos factorizando: 

x 2 -d = 

(x - V3)(x +Vd) = 

lo que da por resultado x = VS o x = —\/d. Otro metodo para resolver la ecuacion (4) es 
obtener la rafz cuadrada de ambos miembros de la ecuacion. Esto se resume como el metodo 
de rafz cuadrada: 

• Si x 2 = d, con d^O, entonces x = ± Vd. 


icion cuadratica tiene la forma especial 
con d > 0, (4) 


q ^diferencia de dos cuadrados; 
vease la secdon 2.7. 

o, 
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H3HSI3EQ Solucion por el metodo de rafz cuadrada 

Utilice el metodo de rafz cuadrada para resolver a) 2x~ = 6 y b) (y — 3) 2 = 5. 

Solucion a) Multiplicands ambos miembros de 2x 2 = 6 por \ para obtener la forma 
especial (4): 

IC2X 2 ) = i(6) 
x 2 = 3 
x = ±V3. 

En la ultima lfnea vemos que el conjunto solucion es { — V3, V3}. 

b) Observamos que para x = y — 3 y d = 5, la ecuacion (y — 3) 2 = 5 tiene la forma es- 
pecial (4). Entonces, obtenemos la rafz cuadrada de ambos miembros de la ecuacion: 

(y ~ 3) 2 = 5 
y - 3 = ±V5 

Esto produce dos ecuaciones lineales, y — 3 = — V5 y y — 3 = V5. A1 resolver cada una 
de ellas encontramos y = 3 +V5 y y = 3 — V5, respectivamente. Entonces, el conjunto 
solucion es {3 - V5, 3 + V5}. = 

■ Metodo de completar el cuadrado Cuando una expresion cuadratica no puede factorizarse 
facilmente y la ecuacion no tiene la forma especial (4), podemos hallar las rafces completando 
el cuadrado. Esta tecnica se aplica a la expresion cuadratica de la forma x 2 + fix + C; es 
decir, la expresion cuadratica debe tener 1 como su coeficiente principal. Reescribimos la 
ecuacion 


x 2 + Bx + C = 0 (5) 

de modo que los terminos que tengan la variable x queden en el miembro izquierdo de la 
ecuacion: 


x 2 + Bx = -C 

Luego agregamos (B/2) 2 a ambos miembros de esta ultima ecuacion: 

* + «+{lb-c+®- 

Ahora, el miembro izquierdo de la ecuacion resultante es un cuadrado perfecto: 



Ahora es facil despejar x con el metodo de la rafz cuadrada. Este procedimiento se ilustra en 
el ejemplo 5. 


H3EEHEEI Solucion con el metodo de completar el cuadrado 

Resuelva 2X 2 + 2x — 1 = 0 completando el cuadrado. 

Solucion Comenzamos por dividir ambos lados de la ecuacion entre 2, el coeficiente de 
x 2 , para obtener la forma (5): 


x 2 + 
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Ahora escribimos esta ecuacion como 




2 


y sumamos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x (en este caso es 1) a ambos miem- 
bros de la ecuacion: 


Entonces, tenemos 


'© "Ml) 


(« 


3 

4 


A1 obtener la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacion queda: 


1 V3 11* 

- = ± — o x= + — V3 


Las dos soluciones o raices son entonces — §V3 y — \ 4- |V3, respectivamente. El 
conjunto solution de la ecuacion es { — \ — |V3, — \ + |V3}. = 


■ La formula cuadratica La tecnica de completar el cuadrado en una expresion cuadratica 
es muy util en otras situaciones. La veremos de nuevo en los capitulos 4, 5 y 11. Por ahora, 
nos ayudara a deducir una formula que exprese las raices de ax 2 + bx + c = 0, con a + 0, en 
terminos de los coeficientes a, by c. Primero escribimos la ecuacion de modo que su coefi- 
ciente principal sea 1 : 


Luego completamos el cuadrado y despejamos x: 



x 


b 
2 a 


a 



4 a 2 


t \b 2 - 4 ac 
V 4a 2 
± \/b 2 — 4 ac 
\f4a‘ 1 


la raiz cuadrada de un cociente es 
el cociente de las raices cuadradas 


Si a > 0, entonces V4a^ = \2a\ = 2a y tenemos 

—b ± VV - 4ac , . 

x = . (6) 

2 a 

El resultado se llama formula cuadratica. Si a < 0, entonces V / 4a 2 = \2a\ = —2ay, despues 
de simplificar, vemos que el resultado en (6) aun es valido. 
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Teorema 3.3.1 Raices de una ecuacion cuadratica 

Si a + 0, entonces las raices X\ y x 2 de cue + bx + c = 0 estan dadas por 


-b ~ Vb 2 - 4 ac 


-b + \fb 2 - 4 ac 


(7) 


■ El discriminante Las raices X\ y x 2 de una ecuacion cuadratica ax 1 + bx + c = 0 estan 
determinadas por el radicando b 2 — 4 ac en la formula cuadratica (6). La cantidad b 2 — 4 ac 
se llama discriminante de la ecuacion cuadratica. El discriminante debe ser positivo, cero o 
negativo. Estos tres posibles casos se sintetizan en la tabla siguiente. 


Discriminante 

Raices 

0 b 2 — 4ac > 0 

Dos raices reales diferentes 

ii) b 2 - 4 ac = 0 

Raices reales pero iguales 

iii) b 2 — 4 ac < 0 

No hay raices reales 


M3EEEE0 Solucion por la formula cuadratica 

Resuelva 3.x 2 - 2x - 4 = 0. 

Solucion En este caso, identificamos a= 3,b = — 2 y c — —4. El discriminante positi- 
vo b 2 — 4 ac =13 implica que la ecuacion dada tiene dos raices reales. De la formula 
cuadratica (6) tenemos 


_ -(-2) ± V(-2) 2 - 4(3)(— 4) 
2(3) 

_ 2 ± V52 _ 2 ± 2VI3 
6 “ 6 
_ 1 ± Vl3 
3 

Entonces, las raices son 5 — gVl3 y 3 + |Vl3. 


HSISQSSQ Raices repetidas 

Resuelva 9x? + 16 = 24x. 

Solucion Para utilizar la formula cuadratica primero debemos escribir la ecuacion en la 
forma 9x 2 — 24x +16 = 0. La formula cuadratica 

_ -(-24) ± V(-24) 2 - 4(9)(16) 

* 2(9) 

_ 24 ± V576 - 576 ^ ci radicando es 0 

18 

_ 24 _ 4 
_ 18 _ 3 

muestra que f es una raiz repetida o una raiz de multiplicidad 2. = 
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^EEEHEO Sin rafces reales 

Resuelva 3x 2 - x + 2 = 0. 

Solucion Como el discriminante 

b 2 - 4 ac = (-1) 2 - 4(3)(2) = -23 


es negativo, concluimos que la ecuacion dada no tiene rafces reales. 


De vez en cuando incluso nos 
topamos con ecuaciones no polino- 
miales que pueden resolverse con 
la formula cuadratica. 


■ Formas cuadraticas Ciertas ecuaciones polinomiales de grado mayor que 2 pueden 
resolverse con la formula cuadratica. Esto nos exige reconocer que la ecuacion puede escribirse 
en la forma cuadratica estandar at 2 + bt + c = 0, donde el sfmbolo t representa una potencia 
entera positiva de x. En el ejemplo que sigue se ilustra esta idea. 


Ecuacion polinomial de cuarto grado 

Resuelva x 4 - 2x 2 — 2 = 0. 

Solucion Esta ecuacion polinomial puede considerarse una ecuacion cuadratica en la 
variable x 2 , es decir. 


tiene la forma cuadratica 
? - 2t - 2 = 0. 


(x 2 ) 2 - 2(x 2 ) -2 = 0 


Usamos la formula cuadratica para despejar el sfmbolo x 2 : 


Entonces, 

x 2 = 1 + V3 o x 2 = 1 — V3. 

La rafz cuadrada de cualquier ^ Ahora, la ecuacion cuadratica x 2 = 1 - V3 no tiene rafces reales, ya que 1 - V3 < 0. 

numero real es no negativa. ✓ / — -1= 

Pero de x — 1 + V3 obtenemos dos rafces reales, —V 1 + V3yVl + V3dela ecua- 
cion original. = 


Concluimos esta seccion con varias aplicaciones que implican ecuaciones cuadraticas. 


Area = 138 cm 2 


3a + 5 

FIGURA 3.3.1 Rectangulo del ejem- 
plo 10 


Problema de rectangulos 

El area de un rectangulo es de 138 cm 2 . El largo es 5 cm mas que 3 veces el ancho. Halle 
las dimensiones del rectangulo. 

Solucion Empezamos por dibujar y marcar un rectangulo como se muestra en la FIGURA 

3.3.1. Sea 

a = ancho del rectangulo en centfmetros. 

Entonces 3a + 5 = largo del rectangulo en centfmetros 

y a(3a + 5) = 138 

Para utilizar la formula cuadratica reescribimos esta ecuacion en la forma estandar: 


3a 2 + 5a - 138 = 0 

De la formula cuadratica, encontramos que a = — 23 o a = 6. Como el ancho de un rec- 
tangulo debe ser positivo, descartamos la solucion a = — y. En consecuencia, aceptamos 
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que a = 6. Asf, la longitud es 3(6) + 5 = 23, y las dimensiones del rectangulo son 6 cm 
por 23 cm. 

Comprobacion Como 23 = 3(6) + 5 y 6(23) = 138, la respuesta es correcta. = 

■ Teorema de Pitagoras El teorema de Pitagoras es uno de los mas usados de la geome- 
trfa. Muchas de sus aplicaciones implican ecuaciones cuadraticas. A pesar de que se llama 
asf en honor del matematico griego Pitagoras, que vivio alrededor de 540 antes de la era 
cristiana, el resultado se conocfa antes de esa epoca. El teorema postula que en un triangulo 
rectangulo el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de 
las longitudes de los otros dos lados (catetos). Para un triangulo rectangulo como el que se 
muestra en la FIGURA 3.3.2 tenemos la formula: 


a 2 + b 2 = c 2 

Hay un amplio repertorio de demostraciones algebraicas y geometricas de este teorema (veanse 
los problemas 91 y 92 en los ejercicios 3.3). 



Pitagoras 



b 

FIGURA 3.3.2 Triangulo rectangulo 


Problema de aceras 


En un parque, dos aceras forman un angulo recto con el patio P, el puesto de refrigerios 
R y el estacionamiento E, como se muestra en la FIGURA 3.3.3. La longitud total de las 
aceras es 700 m. A1 caminar diagonalmente a traves del pasto (lfnea punteada roja) direc- 
tamente del estacionamiento al patio, los ninos acortan la distancia 200 m. <',Cual es la 
longitud de cada acera? 

Solucion 


Si designamos 

x = longitud de la acera del punto P a R 


estacionamiento 


entonces 700 — x = longitud de la acera de R a E 

Como la distancia de P a E es 200 metros menor que la longitud total de las dos aceras, 
tenemos 


FIGURA 3.3.3 Aceras y atajo 
diagonal del ejemplo 1 1 


700 - 200 = 500 = distancia de P a E 
Por el teorema de Pitagoras obtenemos esta relation: 

x 2 + (700 - x? = (500) 2 

Reescribimos esta ecuacion y resolvemos por factorization: 

2x 2 - 1 400x + 240 000 = 0 
x 2 - 700x + 120 000 = 0 
(x - 400)(x - 300) = 0. 

De la ultima forma de la ecuacion vemos de inmediato que x = 400 o x = 300. Si nos 
remitimos a la FIGURA 3.3.3, si utilizamos x = 400 encontramos que la longitud de la acera 
desde el patio hasta el puesto de refrigerio es 400 m y la longitud de la acera desde el punto 
de refrigerio hasta el estacionamiento es 700 — 400 = 300 m. De x = 300, encontramos 
que estas distancias estan invertidas. Entonces, hay dos soluciones posibles a este pro- 
blema. 

Comprobacion La solucion es correcta porque 

700 = 300 + 400 y (500) 2 = (300) 2 + (400) 2 = 
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Botellas de vino 


Un comisionista de vinos gasto 800 dolares en algunas botellas de vino anejo cabernet 
sauvignon de California. Si cada botella hubiera costado 4 dolares mas, el comisionista 
habrfa obtenido 10 botellas menos por los $800. ^Cuantas botellas se compraron? 

Solution La solution de este problema se basa en la relacion siguiente: 

(costo por botella) (numero de botellas) = 800 (8) 

Para la compra real, si designamos 

x = numero de botellas compradas 
800 . „ 

entonces = costo por botella. 

A1 precio mas alto, 

x — 10 = numero de botellas compradas 
800 

y 1- 4 = costo por botella. 

Con esta information en la relacion (8), obtenemos la ecuacion 


- + 4 (x - 10) = 8 


con la cual despejamos x como sigue: 

(800 + 4x)(x - 10) = 800x 


x 2 - lOx - 2 000 = 0 

La formula cuadratica da 


_ -(-10) ± V8l00 _ 10 ± 90 
2 2 

y, por tanto, x = 50 o x = —40. Como debemos tener un numero positivo de botellas 
adquiridas, se compraron 50 botellas de vino. 

Comprobacion Si se compraron 50 botellas por 800 dolares, el costo por botella fue de 
$800/50 = 16. Si cada botella costara 4 dolares mas, entonces el precio por botella habrfa 
sido de 20 dolares. A este precio mas alto precio, solo 800/20 = 40 botellas se habrfan 
comprado por 800 dolares. Como 50 — 10 = 40, la respuesta es correcta. = 



Notas del aula 

i ) Para resolver una ecuacion cuadratica por factorization, debe igualar la expresion cua- 
dratica a cero. En el ejemplo 2, no sirve de nada factorizar 

4x 2 + 5x = 6 como x(4x + 5) = 6 

Como el miembro derecho de la ecuacion es 6 (y no 0), no podemos concluir nada sobre 
los factores x y 4x + 5. 


134 


CAPITULO 3 Ecuaciones y desigualdades 



ii ) Cuando b 2 — 4 ac = 0, una ecuacion cuadratica ax 2 + bx + c = 0 tiene una rafz repe- 
tida. Esto significa que el miembro izquierdo de dicha ecuacion cuadratica es el cuadrado 
perfecto de un binomio. En el ejemplo 3, el discriminante de 4.x 2 + 4x + 1 = 0 es b 2 — 
4 ac = 4 2 — 4 • 4 • 1 = 0. Tambien vimos que el miembro izquierdo de la ecuacion tenia 
la forma equivalente (2x + l) 2 . En el ejemplo 7, dejamos a usted expresar el miembro 
izquierdo de 9.x 2 — 24x +16 = 0 como un cuadrado perfecto. 

in) En la pagina 131 vimos que la ecuacion cuadratica ax 2 + bx + c = 0 no tiene rafces 
reales cuando el discriminante es negativo, es decir, cuando b 2 — 4 ac < 0. No interprete 
que “sin rafces reales” quiere decir “sin rafces”. Si contamos una rafz repetida, o una rafz 
de multiplicidad 2, como dos rafces, entonces una ecuacion cuadratica siempre tiene dos 
raices, ya sea dos rafces reales o dos rafces no reales. Los numeros no reales se conocen 
tambien como numeros complejos y son el tema de estudio de la proxima seccion. 


Ejercicios 


Las respuestas de problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7. 


En los problemas 1 a 16, resuelva la ecuacion por factoriza- 
tion. 

1. x 2 - 16=0 

2. y 2 - 17y + 16 = 0 

3. 2x 2 +x- 1=0 

4. St 2 + 22t + 15 = 0 

5. 1 + 4x + 4X 2 = 0 

6. 4 + 5z — 6z 2 = 0 

7. u 2 12 = lu 

8. v 2 + 5v = -4 

9. 25 y 2 + 15y = -2 

10. 2a 2 = a + 1 

11. 16b 2 -1 = 0 

12. 25 - c 2 = 0 

13. x 3 -9x = 0 

14. 16p 4 — p 2 = 0 

15. 4 q 5 - 25 q 3 = 0 

16. x 4 - 18X 2 + 32 = 0 

Resuelva los problemas 17 a 22 con el metodo de la rafz cua- 
drada. 

17. x 2 = 17 

18. 2/ = 100 

19. (v + 5) 2 = 5 

20. 5(w — l) 2 = 4 

21. 3 (t + l) 2 = 9 

22. 4(s - 3) 2 = 5 


En los problemas 23 a 26, despeje x. Suponga que a,b,cy d 
representan numeros reales positivos. 

23. x 2 - b 2 = 0 

24. x 2 + 2dx + d 2 = 0 

25. (. x-af = b 2 

26. (x + c) 2 = d 2 

Resuelva los problemas 27 a 34 completando el cuadrado. 

27. u 2 + 2u- 1=0 

28. v 2 + 3v -2 = 0 

29. 21c + 51k + 3 = 0 

30. 4b 2 - 4b - 35 = 0 

31. 10x 2 - 20x + 1 = 0 

32. 36 - 16w - w 2 = 0 

33. 9^ = 36f - 1 

34 . r =4r 2 -1 

Resuelva los problemas 35 a 46 con la formula cuadratica. 

35. 3X 2 - 7x + 2 = 0 

36. 4X 2 - 12x + 9 = 0 

37. 9Z 2 + 30z + 25 = 0 

38. 1 + 2w - 6w 2 = 0 

39. 2 + 5r — lOr 2 = 0 

40. 8 1 = -(16 1 2 + 1) 

41. 3s — 2s 2 = | 

42. ^x 2 + x = 5 

43. 2c(c - 1) = 1 

44. 4X 2 = 2(x + 1) 

45. x 4 - 6X 2 + 7 = 0 

46. y 4 — 2y 2 = 4 
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Resuelva los ejercicios 47 a 56 con cualquier metodo. 

47. 3s 2 - 13s + 4 = 0 

48. 4X 2 + 8x + 4 = 0 

49. s 2 ~ 4s -4 = 0 

50. 2.4 + l.Oy + 0.1 y 2 = 0 

51. 8Z 2 + lOf + 5 = 0 

52. r 2 + 2r = 35 

53. 24^ -3t = 0 

54. 9 u 2 + 25 = 30 u 

55. 4 p 2 = 60 

56. 5(c + 1) 2 = 25 

Las formulas dadas en los problemas 57 a 62 se presentan 
frecuentemente en las aplicaciones. Despeje las variables 
indicadas en terminos de las variables restantes. Suponga que 
todas las variables representan numeros reales positivos. 

57. Volumen de un cilindro: V = irr 2 h, despeje r 

58. Area de un cfrculo: A = vr 2 , depeje r 

59. Area de la superficie de un cilindro: A = 27T r(r + h), 
despeje r 

60. Ecuacion de una elipse: 

*2 + ^2 = T ’ despeje y 

61 . Cuerpo en cafda libre: 

s = \gt 2 + v 0 t, despeje t 

62. Ley de la gravitation universal de Newton: 

m 1 m 2 

F = g — ;j— , despeje r 

63. Determine todos los valores de d de modo que x 2 + (d + 
6)x + 8d = 0 tenga dos rafces iguales. 

64. Determine todos los valores de d de modo que 3 dxr — 4 dx 
+ d + 1 = 0 tenga dos rafces iguales. 

65. Determine la otra rafz de ( k — 2)x 2 — x — 4k = 0, dado 
que una rafz es — 3. 

66. Si X\ y x 2 son dos rafces reales de la ecuacion cuadratica 
ax 2 + bx + c = 0, demuestre que x\ + x 2 = —bla y que 
Xi • x 2 = da. 

= Aplicaciones diversas 

67. Juego con numeros La suma de dos numeros es 22, y la 
suma de sus cuadrados es 274. Halle los numeros. 

68. Juego con numeros El producto de dos numeros es 1 
mas que 3 veces su suma. Halle los numeros si su diferen- 
cia es 9. 


69. Area de un triangulo La base de un triangulo es 3 cm 
mas larga que la altura. Si el area del triangulo es 1 19 cm 2 , 
halle la base y la altura. 

70. ^Que distancia? En una caminata de 35 km un muchacho 
hace \ kilometro por hora mas rapido que otro. Si hace el 
viaje en una hora 40 minutos menos de tiempo que el otro 
chico, halle cuanto tiempo toma a cada muchacho hacer 
la caminata. 

71. Plantar un jardin Barbara ha planeado hacer un huerto 
de legumbres rectangular con un perfmetro de 76 m y un 
area de 360m 2 . Determine las dimensiones del huerto. 

72. Distancia Un diamante de beisbol es un cuadrado que 
mide 90 pies de lado. Calcule la distancia de la tercera a 
la primera base. 

73. Area Un campo de juego cuadrado tiene una diagonal 
que mide 100 pies. Calcule el area del campo. 

74. Cercar un jardin Unjardfndeflores tiene la forma deun 
triangulo rectangulo isosceles con una hipotenusa de 50 
pies. ^Cuantos pies de madera se necesitan para cercar el 
jardin? 

75. Longitud de los lados Suponga que la hipotenusa de un 
triangulo es 10 cm mas larga que uno de los lados y ese 
lado es 10 cm mas largo que el otro. Halle la longitud de 
los tres lados de este triangulo rectangulo. 

76. ^Cuan lejos? Una escalera de 17 pies se coloca contra 
el costado de una casa de modo que su base esta a 8 pies 
de la casa. Si se resbala hasta que su base este a 10 pies de 
la casa, ^.cuanto resbala hacia abajo la parte superior 
de la escalera? 

77. Distancia Dos lanchas de motor salen del muelle al 
mismo tiempo. Una se dirige al Norte a una velocidad de 
18 mi/h y la otra avanza en direccion Oeste a 24 mi/h. 
Calcule la distancia entre ellas despues de 3 horas. 

78. Velocidad Un motociclista viaja a velocidad constante 
de 60 mi. Si hubiera ido 10 mi/h mas rapido, habrfa redu- 
cido el tiempo de viaje en 1 h. Calcule la velocidad del 
motociclista. 

79. £A que velocidad? James tardo 1 h mas que John en 
realizar un viaje de 432 millas en automovil a una veloci- 
dad promedio de 6 mi/h menos que John, i A que velocidad 
iba conduciendo cada uno de ellos? 

80. ^Cuantos? Un grupo de mujeres planea compartir por 
partes iguales el costo de $14 000 de una lancha. En el 
ultimo minuto, tres de las mujeres se echan para atras, lo 
cual eleva la parte que corresponde a cada una de las muje- 
res restantes en $1 500. ^Cuantas mujeres habfa en el grupo 
original? 

81. ^Cuantos? El senor Arthur compra algunas acciones en 
$720. Si hubiera comprado las acciones el dfa anterior, 
cuando el precio por action era de $15 menos, habrfa com- 
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prado cuatro acciones mas. ^Cuantas acciones compro el 
senor Arthur? 

Calculo de dimensiones Un jardm rectangular esta 
rodeado por un sendero de grava que mide 2 pies de ancho. 
El area que cubre el jardm es de 80 pies cuadrados, y el 
area que abarca la acera es de 108 pies cuadrados. Calcule 
las dimensiones del jardm. 

Ancho Un area cubierta de cesped de 50 m por 24 m esta 
rodeada por una acera. Si el area que abarca la acera es de 
480 m 2 , ^cuanto mide de ancho? 

Construccion de una caja alberta Se hace un recipiente 
con una pequena hoja de estano cuadrada cortando un 
cuadrado de 3 pulgadas de cada esquina y doblando los 
lados (figura 3.3.4). La caja va a tener un volumen de 48 
pulgadas cubicas. Halle la longitud de uno de los lados de 
la hoja de estano original. 


r 

■ 


iiJ 

r / j 

l doblar -*\ 

^ & 


(A-f: 



a) 

b) 

FIGURA 3.3.4 Caja del problema 84 


Construccion de una caja abierta Maria tiene una hoja 
de cartulina con el largo igual al doble de su ancho. Si 
recorta un cuadrado de 2 pulgadas cuadradas de cada 
esquina y dobla los lados hacia arriba para formar una caja 
sin tapa, tendra una caja con un volumen de 140 pulgadas 
cubicas. Halle las dimensiones de la hoja de cartulina ori- 
ginal. 

Longitud Un alambre de 32 cm de longitud se corto en 
dos pedazos, y cada parte se doblo para formar un cua- 
drado. El area total encerrada es de 34 cm 2 . Determine la 
longitud de cada pedazo de alambre. 

^Cuan lejos? Si se lanza desde el suelo un objeto hacia 
arriba con un angulo de 45° y una velocidad inicial de v 0 
metros por segundo, entonces la altura y en metros arriba 
del suelo a una distancia horizontal de x metros desde el 
punto del lanzamiento esta dada por la formula (figura 
3.3.5): 



Si se lanza un proyectil con un angulo de 45° y una velo- 
cidad inicial de 12 m/s, i a que distancia del punto de lan- 
zamiento aterrizara? 



FIGURA 3.3.5 Proyectil del problema 87 

88. ^Cuan lejos? Si una fuente arroja agua con un angulo 
de 45° y una velocidad de 7 m/s, que distancia del 
chorro caera el agua sobre la pileta? Vease la figura 3.3.6 
y el problema 87. 



= Para el analisis 

En los problemas 89 y 90, aplique la nocion de ecuacion cua- 
dratica para resolver la ecuacion dada. [Pista: repase la sec- 
cion 2.5], 

89. x 213 + 4x 1/3 -5 = 0 

90. r m + 30 r~ m -11=0 

91. Una de las pruebas mas concisas del teorema de Pitagoras 
la dio el erudito indio Bhaskara (alrededor de 1 150 ac). 
Presento el diagrama mostrado en la FIGURA 3.3.7 sin indi- 
caciones que ayudaran al lector; su unica “explication” 
fue la palabra “jMirad!” Suponga que un cuadrado de lado 
c puede dividirse en cuatro triangulos rectangulos con- 
gruentes y un cuadrado de longitud b — a como se mues- 
tra. Demuestre que a 2 + b 2 = c 2 . 


FIGURA 3.3.7 

Cuadrado para 
el problema 91 
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92. Suponiendo que un cuadrado de lado a + b 
puede dividirse de dos formas, como en la 
FIGURA 3.3.8, demuestre el teorema de Pita- 
goras. 



b 


b 



FIGURA 3.3.8 Cuadrados del problema 92 


| | 3.4 Numeros complejos 

■ Introduction En la section anterior vimos que algunas ecuaciones cuadraticas no tienen 
solucion real. Por ejemplo, x" + I = 0 no tiene rafces reales porque no hay numero real x tal 
que x 1 = — 1. En esta section estudiaremos el conjunto de los numeros complejos, que 
contiene soluciones a ecuaciones como x 2 + 1 = 0. El conjunto de los numeros complejos 
C contiene el conjunto de los numeros reales R y los numeros cuyos cuadrados son negati- 
ves. 

Para obtener los numeros complejos C, comenzamos por definir la unidad imaginaria, 
que se representa con la letra i, como el numero que satisface 

i 2 = -1 


Es comun escribir 


i= V^T. 

Con i podemos definir la rafz cuadrada principal de un numero negativo como sigue. Si c 
es un numero real positivo, entonces la rafz cuadrada principal de — c, simbolizada con 
V— c, se define como 

V-c - V( — 1 )c = V-lVc = iVc = Vci. (1) 


Rafces cuadradas principales 
Halle la rafz cuadrada principal de a) V— 4 y b) V— 5. 

Solucion De (1), 

a) V— 4 = V( — 1)(4) = V^lV4 = i( 2) = 2 i 

b) V^5 = V(-l)(5) = V^\V5 = iV5 = V5 i. = 

■ T erminologia El sistema de los numeros complejos contiene la unidad imaginaria i, todos 
los numeros reales, productos como bi y b real, lo mismo que sumas como a + hi, donde a 
y b son numeros reales. En particular, un numero complejo se define como cualquier expre- 
sion de la forma 


( 2 ) 
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donde ay b son numeros reales e l 2 = — 1 . La forma presentada en (2) se llama forma estan- 

dar de un numero complejo. Los numeros ay b se denominan parte real y parte imagina- ^ renga mucho cuidado aquf: la 

ria de z, respectivamente. Se dice que un numero complejo de la forma 0 + bi es un numero parte imaginary de a + bi no es 

imaginario puro. Note que escogiendo b = 0 en (2) se obtiene un numero real. Asf, el con- bi; es el numem real b - 

junto de los numeros reales R es un subconjunto del conjunto de los numeros complejos C. 


Partes real e imaginaria 

a) El numero complejo z = 4 + (—5)1 se escribe como z = 4 — 5 1. La parte real de z es 
4 y su parte imaginaria es — 5. 

b) z = 101 es un numero imaginario puro. 

c) z — 6 + 01 = 6 es un numero real. = 


LESSEES Escribir en la forma estandar a + bi 

Exprese lo siguiente en la forma estandar a + bi. 

a ) -3 + V— 7 

b) 2 - V— 25 

Solucion Usando V — c = Vcl, con c > 0, escribimos: 

a) -3 + V— 7 = -3 + 1V7 = -3 + Vfi, 

b) 2- V— 25 = 2 - lV25 = 2- 51. = 

Para resolver ciertas ecuaciones que implican numeros complejos es necesario especifi- 
car cuando son iguales dos numeros complejos. 


Definicion 3.4.t Igualdad de numeros complejos 

Dos numeros complejos son iguales si y solo si sus partes reales son iguales y sus partes 
imaginarias son iguales. Es decir, si z\ = a + bi y z 2 = c + di, 

zi = Zi si y solo si a = cyb = d 


| Una ecuacion simple 

Despeje xyy: 


(2x + 1) + (— 2y + 3)1 = 2-41 

Solucion Segun la definicion 3.4.1 debemos tener 

2x + 1 = 2 y — 2y + 3 = -4 
Estas ecuaciones dan como resultado x = \yy = \. 

La adicion y la multiplication de numeros complejos se definen como sigue. 
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Definicion 3.4.2 Suma, resta y multiplicacion de numeros complejos 

Si zi = a + hi yz 2 = c + di, entonces 


0 su suma esta dada por 

Zi + Z 2 = (a + c) + (b + d)i 

su diferencia esta dada por 

Z\~ z 2 = (a~ c) + (b -d)i 

Hi) su producto esta dado por 

z,\Z, 2 = (ac — bd) + (be + ad)i 


■ Propiedades de los numeros complejos En la seccion 2.1 enunciamos las propiedades 
basicas del sistema de los numeros reales. Con la definicion de la suma y la multiplicacion de 
numeros complejos puede demostrarse que estas propiedades basicas tambien se aplican al 
sistema de los numeros complejos. En particular, las leyes asociativa, conmutativa y distributiva 
se aplican para los numeros complejos. Observamos ademas que en la definicion 3.4.2 ;j: 

La suma de dos numeros complejos se obtiene sumando sus partes reales e imaginarias 
correspondientes. 

De igual modo, la definicion 3.4.2;;j muestra que 

La diferencia de dos numeros complejos se obtiene restando sus partes reales e imagi- 
narias correspondientes. 

Asimismo, en vez de memorizar Hi) de la definicion 3.4.2: 

El producto de dos numeros complejos se obtiene al emplear las leyes asociativa, con- 
mutativa y distributiva y el hecho de que i 2 = —1. 

Al aplicar este metodo vemos que 

( a + bi)(c + di) = (a + bi)c + (a + bijdi ley distributiva 

= ac + (bc)i + ( ad)i + ( bd)i 2 <- ley distributiva 

= ac + ( bc)i + ( ad)i + (bd)( — 1) 

= ac + (bd)( — 1) + ( bc)i + ( ad)i <- se factoriza i 
= (ac - bd) + (be + ad)i. 

Este es el mismo resultado del producto dado por la definicion 3.4.2;;;'). Estas tecnicas se 
ilustran en el ejemplo que sigue. 


■USES Suma, resta y multiplicacion de numeros complejos 

Si zi = 5 - 6i y z 2 = 2 + 4 i, halle a) z\ + z 2 , b) zi ~ Z2 y c) z\Z 2 - 
Solucion a) Los colores del diagrama siguiente muestran como sumar z\ y Zi- 
sumar las partes reales 

4 4 

Zi + z 2 = (5 - 60 + (2 + 41) = (5 + 2) + (-6 + 4)i = 7 - 2 i. 

t t 

sumar las partes imaginarias 


b ) De manera analoga al inciso a), ahora restamos las partes reales e imaginarias: 

Zi - Z2 = (5 - 60 - (2 + 40 = (5 - 2) + (-6 - 4 )i = 3 - 10* 

c) Con la ley distributiva, escribimos el producto (5 — 60(2 + 40 como 


(5 — 60(2 + 40 — (5 — 602 + (5 — 60 4i <- ley distributiva 

. . .2 se factoriza i de los dos terminos 

= 10 - 12; + 20; - 24r ^ intennedios y se sustuye por - 1 
= 10 - 24 ( — 1 ) + (-12 + 20); 


= 34 + m. 
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No todas las propiedades del sistema de los numeros reales se aplican a los numeros ^ Advertencia 
complejos. En particular, la propiedad de radicales Va VI = Val no es verdadera cuando 
tanto a como b son negativos. Para ver esto, considere que 

V— lV— T = ii = i 2 = -1 mientras que V(— 1)( — 1) = VI = 1. 

Entonces, V— TV— T # V( — 1)( — 1). Sin embargo, si solo a o b es negativo, entonces si 
tenemos que VI VI = VII. 

En el conjunto C de numeros complejos, la identidad aditiva es el numero 0 = 0 + 0; 
y la identidad multiplicativa es el numero 1 = 1+ Oi. El numero — z = — a — bi se llama 
el inverso aditivo de z = a + bi porque 


Para obtener el inverso multiplicative de un numero complejo z = a + bi, introducimos 
el concepto de conjugado de un numero complejo. 


Definicion 3.4.3 Conjugado 

Si z = a + bi es un numero complejo, entonces el numero z = a — bi se llama conjugado 
dez. 


En otras palabras, el conjugado de un numero complejo z = a + bi es el numero complejo 
obtenido al cambiar el signo de su parte imaginaria. Por ejemplo, el conjugado de 8 + 1 3; es 
8 — 13i, y el conjugado de — 5 — 2i es — 5 + 2 i. 

Los calculos siguientes muestran que tanto la suma como la multiplication de un numero 
complejo z y su conjugado z son numeros reales: 

z + z = (a + bi) + (a - bi) = 2 a (3) 

zz = (a + bi){a — bi) = a 2 — b 2 i 2 = a 2 + b 2 . (4) 

La ultima propiedad hace que los conjugados sean muy utiles para hallar el inverso multipli- 
cative 1/z, con z + 0, y para dividir dos numeros complejos. 

Resumamos el procedimiento: 

Para dividir un numero complejo zi por un numero complejo Z 2 , multiplique el nume- 
rador y el denominador de z jzi por el conjugado del denominador z 2 . Es decir, 

Z i Z\ Z 2 Z 1 Z 2 

Z 2 z 2 Z 2 Z2Z2 

y despues use el hecho de que el producto z 2 z 2 es la suma de los cuadrados de las par- 
tes real e imaginaria de z 2 . 


W3M2EH Division 

Para zi = 3 — 2i y z 2 = 4 + 5 i, exprese cada una de las proposiciones siguientes de la 
forma a + bi. 

1 

a ) — 
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Solucion En cada caso, multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado 
del denominador y simplificamos: 

Conjugado de Zi forma estdndar a + bi 

1 - 1 _ 1 3 + 2 i 3 + 2 i _3_ _2_. 

fl) Zi ” 3 - 2i ~ 3 - 2i ’ 3 + 2i ~ 3 2 + (-2) 2 _ 13 + 13* 

t 

de (4) 

Zj _ 3 -2i _ 3 -2i 4 - 5 i _ 12 - 8 ; - 15/ + 10t 2 
’ Z 2 ~ 4 + 5i ~ 4 + 5i 4 - 5i 4 2 + 5 2 

2 - 23 i 2 23 . 

— — i <— forma estandar a + bi = 

41 41 41 


Por la definicion de la suma y la resta de dos numeros complejos, se demuestra facilmente 
que el conjugado de una suma y resta de dos numeros complejos es la suma y resta de los 
conjugados. Esta propiedad, junto con otras tres propiedades del conjugado, se resume como 
un teorema. 


Teorema 3.4.1 Propiedades del conjugado 

Sean zi y Zi dos numeros complejos cualesquiera. Entonces 

0 Z&W.Z2 = Zi ± Zz, n) Ztfz = ZiZz, 



Por supuesto, el conjugado de toda suma (multiplicacion) finita de numeros complejos 
es la suma (multiplicacion) de los conjugados. 


■ Ecuaciones cuadraticas Los numeros complejos posibilitan resolver ecuaciones cua- 
draticas ax 2 + bx + c = 0 cuando el discriminante b 2 — 4 ac es negativo. Ahora vemos que 
las soluciones de la formula cuadratica 


—b - Vb 2 - 4ac 


—b + vV — 4 ac 


(5) 


representan numeros complejos. Observe que de hecho las soluciones son conjugados entre 
si. Como se muestra en el ejemplo que sigue, estas soluciones pueden escribirse de la forma 
z = a + bi. 


Soluciones complejas 

Resuelva x 2 - 8x + 25 = 0. 

Solucion De la formula cuadratica, obtenemos 

m —(—8) ± V(— 8) 2 - 4(1)(25) 8 ± V— 36 

^ _ 2 2 

Con V— 36 = 6 i obtenemos 

8 ±6» . ^ .. 

* = — = 4±3,. 

Por tanto, el conjunto solucion de la ecuacion es {4 — 3 i, 4 + 3 i}. 
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■ Soluciones conjugadas Ahora podemos obtener soluciones para cualquier ecuacion 
cuadratica. En particular, si los coeficientes en ax 2 + bx + c = 0 son numeros reales y el 
discriminante es negativo, vemos de (5) que las raices aparecen como conjugados pares. 
Observe en el ejemplo 7 que si x, = 4 — 3i y x 2 = 4 + 3 i, entonces x 2 = x h Ademas, facil- 
mente se desprende que Xj = x 2 . 


Ejercicios 


Las respuestas de problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7. 


En los problemas 1 a 10 halle la potencia indicada de i. 

1 . i 3 

2. i 4 

3. i 5 

4. i b 



10. r 6 

En los problemas 1 1 a 56 realice la operation indicada. 
Escriba la respuesta en la forma estandar a + bi. 

11. V— 100 

12. — V— 8 

13. -3 - V— 3 

14. V— 5 - V— 125 + 5 

15. (3 + 0 - (4 - 3i) 

16. (5 + 60 + (-7 + 20 

17. 2(4 - 50 + 3(— 2 - 0 

18. -2(6 + 40 + 5(4 - 80 

19. *(—10 + 90 — 5* 

20. i(4 + 130 - K 1 - 90 

21. 3*(1 + 0 - 4(2 - 0 

22. i + i(\ - 20 + i(4 + 30 

23. (3 - 20(1 - 0 

24. (4 + 60(-3 + 40 

25. (7 + 140(2 + 0 

26. (-5 - V3i)(2 - V3i) 

27. (4 + 50 - (2 - 0(1 + 0 

28. (-3 + 60 + (2 + 40(-3 + 2i) 


29. i( 1 - 20(2 + 50 

30. i(V 2 - i)(l - V2i) 

31. (1 + 0(1 + 20(1 + 30 

32. (2 + 0(2 - 0(4 - 20 

33. (1 - 0 [2(2 -0 - 5(1 + 30] 

34. (4 + OKI + 30 - 2(— 5 + 30] 

35. (4 + if 

36. (3 - 50* 

37. (1 - 0 2 (1 + if 

38. (2 + 0 2 (3 + 2if 


40. 

41. 

42. 


f 

3 + i 
4 

5 + 4 i 


-1 + 2 i 


43. 


1 + i 


44. 

45. 


4 - i 
4 + 6 i 


46. 

47. 


51. 


3 - 5 i 
i 

i 

1 - i 

2 - 3 i 

1 + 2 i 

4 + 2i 

2 - li 

\ ~ \i 


4 + 2 i 
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68. 3X 2 = -1 


52. 


1 - 2 VIA 
1 + V3 ij 


“• ''(“6 + 5 ‘) H 


2 + i 
2 - i 


En los problemas 57 a 64, despeje x y y segun la definition 
3.4.1. 


57. 2(x + yi ) = i ( 3 - 4 i) 

58. (x + yi) + 4(1 -0 = 5- li 

59. i(x + yi) = (1 - 60(2 + 30 

60. 10 + 6 yi = 5x + 24 i 

61. (1 + i)(x - yi) = z( 1 4 + 70 - (2 + 130 

62. i\ 1 - 0(1 + 0 = 3x + yi + i(y + xi) 

63 - * + y im 

64. 25 - 49 i = x?-fi 

En los problemas 65 a 76, resuelva la ecuacion dada. 

65. x? + 9 = 0 

66. x 2 + 8 = 0 

67. 2x? = —5 


69. Zr 2 — x + 1 = 0 

70. x 2 - 2x + 10 = 0 

71. x 2 + 8x + 52 = 0 

72. 3X 2 + 2x + 5 = 0 

73. 4x 2 -x + 2 = 0 

74. x 2 + x + 2 = 0 

75. x 4 + 3X 2 + 2 = 0 

76. 2x 4 + 9X 2 + 4 = 0 

77. Las dos races cuadradas del numero complejo i son los 
dos numeros Z\ y z 2 que son las soluciones de la ecuacion 
z 2 = i. Seaz = x + iy y calcule z 2 . Luego use la definition 
3.4.1 para obtener z\ y Z 2 - 


78. Proceda como en el problema 77 para calcular dos nume- 
ros z\ y z .2 que satisfagan la ecuacion z 2 = — 3 + 4i. 


= Para la discusion 

En los problemas 79 a 82, demuestre las propiedades dadas 
que implican los conjugados de Z| = a + bi y Zi = c + di. 
79. Zi = Zi si y solo si z\ es un numero real. 
80ti||#^ Zi + Z 2 

81. Zi ■ Z 2 = \ ‘Z2 

82. ^ = (Zi) 2 


j | 3.5 Desigualdades lineales 

■ Introduction En la section 2.2 definimos las relaciones de orden como “mayor que” y 
“menor que” y vimos como interpretarlas en la recta de los numeros reales. En esta section 
nos interesa resolver varios tipos de desigualdades (o inecuaciones) con una variable x. Si un 
numero real se sustituye por la variable x en una desigualdad como 

3x — 7 > 4 (1) 

y si el resultado es una proposition verdadera, entonces se dice que ese numero es una solu- 
tion de la desigualdad. Por ejemplo, 5 es una solution de (1) porque si x se sustituye por 5, 
la desigualdad resultante 3(5) — 7 > 5 se simplifica a la proposition verdadera 8 > 5. La 
palabra resolver significa que debemos obtener el conjunto de todas las soluciones de una 
desigualdad como (1). Este conjunto se denomina conjunto solution de la desigualdad. Se 
dice que dos desigualdades son equivalentes si tienen exactamente el mismo conjunto solu- 
tion. La representation del conjunto solution en la recta numerica es la grafica de la des- 
igualdad. 

Resolvemos una desigualdad encontrando una equivalente con soluciones obvias. En la 
lista siguiente se resumen tres operaciones que resultan en desigualdades equivalentes. 
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Teorema 3.5.1 Operaciones que producen desigualdades equivalentes 

Supongase que ay b son numeros reales y c es un numero real distinto de cero. Entonces, 
la desigualdad a < b es equivalente a 

i) a + c < b + c 

ii) a ■ c < b ■ c, para c > 0 

iii) a ■ c > b ■ c, para c < 0 


Para demostrar el inciso i), partimos del supuesto que a <b. Entonces, de la definicion 
2.2.1 se desprende que b — aes positivo. Si sumamos c — c = 0 a un numero positivo, la 
suma es positiva. Por tanto, 


b — a = b — a + (c — c) 

= b + c — a — c 
= (b + c) — (a + c) 

es un numero positivo. En consecuencia, tenemos que a + c < b + c. 


Las operaciones de i ) a iii ) del teorema 3.5.1 tambien son verdaderas con > en lugar de 
< y < en lugar de >. Ademas, i) a iii) pueden formularse para las relaciones de orden < y 
>. Dejamos la comprobacion de ii) y iii) como ejercicios (veanse los problemas 55 y 56 en 
los ejercicios 3.5). 

La propiedad iii) del teorema 3.5.1 se olvida a menudo al resolver desigualdades. ^ Advertencia 
Expresada con palabras, la propiedad iii) postula que 

Si una desigualdad se multiplica por un numero negativo, la direccion de la desigualdad 
se invierte. 

Por ejemplo, si multiplicamos la desigualdad — 2 < 5 por —3, el simbolo menor que cambia 
al simbolo mayor que: 


— 2( — 3) > 5( — 3) o 6 >-15 

■ Resolucion de desigualdades lineales Cualquier desigualdad que pueda escribirse de 
una de las formas 

ax + b < 0, con ax + b> 0 (2) 

ax + b > 0, con ax + b > 0 (3) 

donde a y b son numeros reales, se llama desigualdad lineal en la variable x. La desigualdad 
en (1) es un ejemplo de una desigualdad lineal, puesto que por el inciso i) del teorema 3.5.1 
podemos sumar —4a ambos lados para obtener 

3x - 7 + (-4) > 4 + (-4) 

o 3x — 1 1 > 0, que coincide con la segunda forma en (2). 

En los ejemplos que siguen aplicamos las operaciones i) a iii) del teorema 3.5.1 para 
resolver desigualdades lineales. 
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MinSIISL Resolucion de una desigualdad lineal 

Resuelva 8x + 4 < 16 + 5x. 

Solucion Obtenemos desigualdades equivalentes con las operaciones del teorema 
3.5.1: 

8x + 4 < 16 + 5x 
8x + 4 - 4 < 16 + 5x 
8x < 12 + 5x 
8x - 5x < 12 + 5x 
3x< 12 
(|)3* < (|)12 
x < 4. 

En notacion de conjuntos, el conjunto solucion de la desigualdad dada es 
{x\x es real y x < 4} 


— 4 < — por /) del teorema 3.5.1 

5x ; teorema 3.5.1 

<— por ii) del teorema 3.5.1 


MOUSSES Resolucion de una desigualdad lineal 

Resuelva \ — 3x ^ §. 

Solucion Las desigualdades siguientes son equivalentes (debe ser capaz de explicar cada 
paso). 

§ - 3* < | 

— 2 + \ — 3x + § 

— 3x j 
-3x < 2 

(~l)(-3*) • (-1)2 


Por tanto, el conjunto solucion de la desigualdad dada es {x\x es real y x Sl — |} . 


I I 

0 4 

4) 

-h — i E i — ^ 
_2 0 

4h 

FIGURA 3.5.1 Conjuntos solucion de 
los ejemplos 1 y 2 en notacion de 
intervalos 


■ Notacion de intervalos El conjunto solucion del ejemplo 1 se representa graficamente 
en la recta numerica de la figura 3.5.1a) como una flecha de color que apunta a la izquierda 
sobre la recta. En la figura, el parentesis a la derecha en 4 no se incluye en el conjunto solu- 
cion. Debido a que el conjunto solucion se extiende de manera indefinida a la izquierda, o en 
direccion negativa, la desigualdad x < 4 tambien puede escribirse como — °° < x < 4, donde 00 
es el slmbolo de infinito. En otras palabras, el conjunto solucion de la desigualdad 
x < 4 es 

{x|xes real y x <4} = {x| < x < 4} 

Con la notacion de intervalos este conjunto de numeros reales se escribe (— °°, 4) y es ejem- 
plo de un intervalo no acotado o infinito. La grafica del conjunto solucion del ejemplo 2, 


{x | x es real yrS -|} = {x|-f<x<°°} 


se muestra en la figura 3.5.1b), donde el corchete izquierdo en — | indica que — | esta incluido 
en el conjunto solucion. En notacion de intervalos, este conjunto es el intervalo no acotado 
[—y, °°). En la tabla 3.5.1 se resumen varias desigualdades y sus conjuntos solucion, asf como 
las notaciones de intervalos, nombres y graficas. En cada una de las primeras cuatro entradas 
de la tabla, los numeros a y b se denominan extremos del intervalo. Como conjunto, el 
intervalo abierto 


(a, b)= {x\a<x<b} 
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TABLA 3.5. 1 Desigualdades e intervalos 


Desigualdad 

Conjunto solucion 

Notacion 
de intervalos 

Nombre 

Grafica 

a<x<b 

{x\a<x<b} 

(a, b) 

Intervalo abierto 

a b 

-A 3— 

a b 

-A 3— 

a b 

-A 

a b 

-A ^ 

^ )— 

<£) 

VI 

VI 

{x\ a<x<b} 

[a, b] 

Intervalo cerrado 

A 

IA 

<3- 

{x\a<x<b} 

(a, b ] 

Intervalo semiabierto 

a<x<b 

{x\ a<x<b} 

[a, b) 

Intervalo semiabierto 

a<x 

{x\a<x<cc} 

{a, oo) 

Intervalos 
no acotados < 
o infinitos 


x< b 

{x\-cc<x<b} 

b) 

x<b 

{x\ -™<X<b} 

b] 

b 

^ 3 — 

b 

-A ► 

a — x 

{x\a<x<™} 

[a, ») 

8 

A 

A 

8 

{*|-oc<X<°o} 

(-CC, CO) 


no incluye ninguno de los extremos, en tanto que el intervalo cerrado 
[a,b] = [x\ a^x^b] 

incluye los dos extremos. Observe tambien que la grafica del ultimo intervalo de la tabla 
3.5.1, que se extiende indefinidamente tanto a la izquierda como a la derecha, es toda la recta 
de los numeros reales. La notacion de intervalo (— °°, °°) se usa por lo general para represen- 
tar el conjunto R de los numeros reales. 

Cuando examine la tabla 3.5.1, tenga muy presente que los simbolos de infinito — °° 

(“menos infinito”) e 00 (“infinito”) no representan numeros reales y nunca deben manipulate 
aritmeticamente como si fueran un numero. Los simbolos de infinito son solamente artificios 
de notacion; — oo e 00 se emplean para indicar que no existen limites en direccion negativa ni 
en direccion positiva, respectivamente. Por tanto, cuando utilice notacion de intervalos, los 
simbolos — 00 e 00 no pueden aparecer jamas al lado de un corchete cuadrado; es decir, la 
expresion (2, °°] no tiene sentido. Ademas, observe que la ultima entrada de la tabla 3.5.1 ^ 

indica que el intervalo no acotado (— °°, °°) es toda la recta de los numeros reales. Cuando se clones, 

remite a todo el conjunto de los numeros reales R es practica comun utilizar los simbolos R 
y (— oo ; oo) de manera indistinta. 

■ Desigualdades simultaneas Una desigualdad de la forma 

a<x< b 

se denomina en ocasiones desigualdad simultanea porque el numero x esta entre los nume- 
ros a y b\ en otras palabras, x > a y simultaneamente x < b. Por ejemplo, el conjunto de los 
numeros reales que satisfacen 2 < x < 5 es la interseccion de los intervalos (2, °°) y (— °°, 5) 
definidos, respectivamente, por las desigualdades 2 < x y x < 5. Recuerde de la seccion 2.1 
que la interseccion de dos conjuntos Ay B, que se escribe A D B, es el conjunto de elemen- 
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( 2 , ~) (- 


)<-*> 

I I ( I I ) I I 

0 2 (2,5) 5 

FIGURA 3.5.2 Los numeros en (2, 

5) son los numeros que tanto (2, °°) 
como (—0°, 5) tienen en comun 


tos que se hallan tanto en A como en B; en otras palabras, los elementos que son comunes a 
los dos conjuntos. Como se ilustra en la FIGURA 3.5.2, el conjunto solucion de la desigualdad 
2 < x < 5 es la interseccion de los conjuntos (2, °°) y (— °°, 5). El conjunto (2, °°) D (— °°, 5) 
= (2, 5) puede verse si se superponen las flechas rojas de la figura. 

■ Resolucion de desigualdades simultaneas Como se muestra en los proximos ejemplos, 
usualmente podemos resolver desigualdades simultaneas aislando la variable que se halla en 
medio de los signos. Las operaciones i ) a iii) del teorema 3.5.1 se aplican en ambas partes de 
la desigualdad al mismo tiempo. 


-4 0 


Resolucion de una desigualdad simultanea 

Resuelva — 7 2x + 1 < 19. De las soluciones en notacion de intervalo y trace la grafica 
correspondiente. 

Solucion Obtenemos desigualdades equivalentes como sigue: 

—7 < 2x + 1 < 19 

— 7 — 1 £ 2x + 1 — 1 < 19 — 1 <-por i) del teorema 3.5.1 
-8<2x< 18 

(^)( — 8) (^)2x < (2) 18 <-por ii) del teorema 1.5.1 

-4 < x < 9. 


FIGURA 3.5.3 Conjunto solucion del Por tanto, las soluciones de la desigualdad son todos los numeros del intervalo [—4, 9). 

ejemplo 3 La grafica se muestra en la FIGURA 3.5.3. = 


► Se acostumbra escribir desigualdades simultaneas con el numero menor a la izquierda. 
Por ejemplo, pese a que 5 > x > 2 es tecnicamente correcto, debe escribirse como 2 < x < 5 
para mostrar el orden en la recta numerica. En el ejemplo 4 se ilustra este aspecto. 


MEEMIlJJ Resolucion de una desigualdad simultanea 

Resuelva — 1 < 1 — 2x < 3. De las soluciones en notacion de intervalos y trace la grafica 
respectiva. 

Solucion Debe explicar por que las siguientes son desigualdades equivalentes: 

-1 < 1 — 2x < 3 
-1 - 1 < -1 + 1 - 2x< -1 + 3 
—2 < —2x < 2 

Aislamos la variable x en medio de la desigualdad simultanea multiplicando por — Como 
la multiplicacion por un numero negativo invierte la direccion de las desigualdades, 


sfmbolos de desigualdad invertidos 

4 4 

H )(~ 2 ) > H )(- 2 x ) > (-|)2 

l>x> - 1 . 


Para expresar esta solucion en notacion de intervalos, primero la reescribimos poniendo 
FIGURA 3.5.4 Conjunto solucion del el numero menor a la izquierda; es decir, — 1 < x < 1. Por tanto, el conjunto solucion se 

ejemplo 4 expresa como el intervalo abierto (— 1, 1), el cual se muestra en la FIGURA 3.5.4. = 


En el ejemplo 5 se ilustra una aplicacion de las desigualdades. 
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LESSEES Cantidad anual de ventas 

A la sefiora Johnson se le pagan $15 000 al ano mas una comision de 8% sobre sus ventas. 
<;Que ventas anuales corresponderian a un ingreso anual entre $23 000 y $27 000? 

Solucion Si x representa la cantidad en dinero de las ventas anuales de la senora Johnson, 
entonces 15 000 + 0.0 8x es igual a su ingreso anual. Por tanto, queremos hallar x tal 
que 

23 000 < 15 000 + 0.08x < 27 000 

Resolvemos esta desigualdad como sigue: 

8 000 < 0.08x < 12 000 
(T )8 000 < (^)(0.08)x < (^)12 000 
100 000 < x < 150 000. 

Asf, las ventas anuales de la senora Johnson deben estar entre $100 000 y $150 000 para 
que su ingreso anual oscile entre $23 000 y $27 000. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-8. 


En los problemas 1 a 8, escriba la desigualdad en notacion de 
intervalos y luego trace la grafica del intervalo. 

1. x < 0 

2. 0 < x < 5 

3. x>5 

4. -1 <x 

5. 8 < x < 10 

6 . -5 <x< -3 

7. -2<x<4 

8 . x > -7 

En los problemas 9 a 14, escriba el intervalo dado como una 
desigualdad. 

9- [-7,9] 

10. [1,15) 

11 . (— °°, 2 ) 

12. [-5, co) 

13. (4,20] 

14. (-1 10) 

En los problemas 15 a 18, resuelva la desigualdad dada e 
indique donde se usan las operaciones i) iii) del teorema 
3.5.1. 

15. 4x + 4 > x 

16. -x + 5 < 4x - 10 


17. 0 < 2(4 - x) < 6 

4 - x 

18. -3 < — — < 7 

4 


En los problemas 19 a 34, resuelva la desigualdad lineal 
dada. Escriba el conjunto solucion en notacion de intervalos. 
Trace la grafica del conjunto solucion. 

19. x + 3 > -2 


20. 3x — 9 < 6 

21. \x + 4 < 10 

22. 5 — |x 3fc -4 

23. | - x > x 

24. -(1 - x) > 2x - 1 

25. 2 + x > 3(x - 1) 

26. -7x + 3 < 4 - x 

27. -f < §x < 4 


28. -3 < -x < 2 

29. -7 < x - 2 < 1 

30. 3 < x + 4 < 10 

31. 7 < 3 — \x < 8 

32. 100 + x < 41 — 6x < 121 + x 


33. -1 : 


3.5 Desigualdades lineales 
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En los problemas 35 a 38, escriba la expresion \x — 2\ + 

| x — 5 1 sin los sfmbolos de valor absolute si x es un numero 
dentro del intervalo dado. 

35. (-oo, 1) 

36. (7,oo) 

37. (3,4] 

38. [2,5] 

En los problemas 39 a 42, escriba la expresion \x+ 1 1 — 

| x — 3 1 sin los sfmbolos de valor absolute si x es un numero 
dentro del intervalo dado. 

39. [-1,3) 

40. (0, 1) 

41. (7T,oo) 

42. (-oo,-5) 

= Aplicaciones diversas 

43. Juego de numeros Si 7 veces un numero se disminuye 
en 5, el resultado es menor que 47. ( ',Que puede concluirse 
sobre el numero? 

44. Intento para obtener80 James obtuvo en dos de sus exa- 
menes 71 y 82 puntos de 100. ^Cuanto debe obtener en el 
tercer examen para tener un promedio de 80 o mas? 

45. Que ganga Se ofrece un descuento de 50 0 en la compra 
de un frasco de 4 onzas de cafe instantaneo, y el frasco de 
2.5 onzas cuesta $3.00. que precio serfa mas economico 
el frasco grande? 

46. Fiebre En general, se considera que una persona tiene 
fiebre si tiene una temperatura oral mayor que 98.6 °F. 
/,Que temperatura en la escala Celsius indica fiebre? [Pista: 
recuerde el problema 67 de los ejercicios 3.1, en el que 
T f = 9/57)- + 32, donde T c es grados Celsius y T p es 
grados Fahrenheit]. 


47. Viaje en taxi Un taxi cohra 900 por el primer cuarto de 
milla y 300 por cada cuarto de milla adicional. ^Que dis- 
tancia en cuartos de milla puede viajar una persona y deber 
entre $3 y $6? 

48. Porlomenosesuntrabajo Un vendedortriunfadorpasa 
normalmente entre 5 y 15 horas de una semana de 40 horas 
trabajando en la oficina. ^Cuanto tiempo le queda al ven- 
dedor para ponerse en contacto con sus clientes fuera de 
la oficina? 

= Para la discusion 

En los problemas 49 a 54, indique falso o verdadero. 

49. Si a < b, entonces a — 16 < b — 16. 

50. Si a < b, entonces -a < —b. 

51. Si 0 < a, entonces a<a + a. 

52. Si a < 0, entonces a + a < a. 

53. Si 1 < a, entonces — < 1. 

54. Si a < 0, entonces — * < 0. 

55. Demuestre la operacion ii ) del teorema 3.5.1 utilizando el 
hecho de que el producto de dos numeros positivos es 
positivo. 

56. Demuestre la operacion iii) del teorema 3.5.1 utilizando 
el hecho de que el producto de un numero positivo y uno 
negativo es negativo. 

57. Si 0 < a < b, demuestre que 1 lb < lla. <,Es necesaria la 
restriccion que a es positivo? Exphque. 

58. a) Si 0 < a < b, demuestre que a 2 < b 2 . 

b ) ^Cual es la relacion entre a 2 y b 2 si a < bl ^Si b < a 
<0? 


j | 3.6 Ecuaciones y desigualdades con valor absoluto 

■ Introduccion Ya vimos que el valor absoluto de un numero real x es una cantidad no 
negativa definida como 


Se recomienda ampliamente repa- 
sar la seccion 2.2, 

En esta seccion nos centramos en dos cosas: resolver ecuaciones y desigualdades que impli- 
can valor absoluto. 

■ Ecuaciones de valor absoluto En (1) nos damos cuenta de inmediato de que | 6 | = 6, 
pues 6 > 0 y | — 6 1 = —(—6) = 6, porque — 6 < 0. Este ejemplo sencillo indica que la ecua- 
cion |.x| = 6 tiene dos soluciones: x = 6y x = —6. El primer teorema resume sucintamente 
como resolver una ecuacion de valor absoluto. 


w = < 
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CAPiTULO 3 Ecuaciones y desigualdades 


Teorema 3.6.1 Ecuacion de valor absoluto 

Si a denota un numero real positivo, entonces 

\x\ = a si y solo si x=—aox = a. (2) 

En (2), tenga en cuenta que el sfmbolo x representa cualquier cantidad. 


B Ecuaciones de valor absoluto 

Resuelva a) \-2x\ = 9 b) \ 5x - 3 1 = 8. 

Solucion a) Usamos (2) y sustituimos el sfmbolo x por — 2x y la identificacion a = 9: 


-2x = -9 o 


—2x = 9 


Resolvemos cada una de estas ecuaciones. A partir de —2x = —9 obtenemos x = = 2 . 

Luego, de — 2x = 9, obtenemos x = 9 2 = — §. El conjunto solucion es {§, — §}. 

b) A partir de (2), sustituimos x por 5x — 3 y a = 8: 

5x - 3 = -8 o 5x - 3 = 8 

Resolvemos cada una de estas ecuaciones lineales y obtenemos, x = — 1 y jc = y. El 

conjunto solucion de la ecuacion original es { — 1, y}. = 

■ Desigualdades de valor absoluto Muchas aplicaciones importantes de las desigualdades 
implican tambien valores absolutos. Recuerde que en la section 2.2 1 x | representa la distancia 
a lo largo de la recta numerica desde x hasta el origen. Asf, la desigualdad | x \ < a (a > 0) 
significa que la distancia desde x hasta el origen es menor que a. Podemos ver en la FIGURA 
3.6.1a) que este es el conjunto de los numeros reales x tales que — a < x < a. Por otra parte, 
| x | > a significa que la distancia desde x hasta el origen es mayor que a. Por tanto, como 
muestra la figura 3.6.1b), x< — aox> a. Estas observaciones geometricas indican la inter- 
pretacion siguiente de dos clases de desigualdades de valor absoluto. 


f 


Ul<a 

0 




a) La distancia entre x y 0 
es menor que a 




Ixl > a 


0 


4 


b ) La distancia entre x y 0 
es mayor que a 

FIGURA 3.6.1 Interpretacion grafica 
de|x|<ay|x|>a 


Teorema 3.6.2 Desigualdades de valor absoluto 

i) | x | < a si y solo si — a < x < a. 

ii) | x | > a si y solo si x< — a o x> a. 


Los incisos i ) y ii) del teorema 3.6.2 tambien son verdaderos con £ en lugar de < y > 
en lugar de >. 


MU33EE0 Dos desigualdades de valor absoluto 

Resuelva las desigualdades a) \ x \ < 1 b) | x | > 5. 

Solucion a) Segun i) del teorema 3.6.2, la desigualdad | x | < 1 equivale a la desigualdad 
simultanea —1 < x < 1. Por tanto, el conjunto solucion de | x | < 1 es el intervalo 
(- 1 , 1 ). 

b) Segun ii) del teorema 3.6.2, la desigualdad \x\ a 5 equivale a la pareja de desigualdades: 
x < — 5 o x > 5. Por consiguiente, x | > 5 se satisface para numeros dentro del intervalo 
(—°°, —5] o del intervalo [5, °°). EE 


3.6 Ecuaciones y desigualdades con valor absoluto 
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Puesto que el conjunto solution del inciso b) del ejemplo 2 consta de dos intervalos 
disjuntos, es decir, que no se intersecan, no se puede expresar como un solo intervalo. Lo 
mejor que podemos hacer es escribir el conjunto solution como la union de los dos intervalos. 
Recuerde que en la section 2. 1 explicamos que la union de dos conjuntos Ay B, que se escribe 
AUB,es el conjunto de elementos que se encuentran ya sea en A o en B. Por tanto, el conjunto 
solution del ejemplo 2b) se puede escribir (— °°, —5] U [5, °°). 


Desigualdad de valor absoluto 

Resuelva 1 3x — 7 1 < 1 y grafique el conjunto solution. 

Solution Si sustituimos x por 3x — 7 y a por el numero 1, la propiedad i) del teorema 
3.6.2 produce la desigualdad simultanea equivalente 

-1 <3x~l < 1 

Para resolver comenzamos por sumar 7 en las desigualdades: 
l+7<3x — 7 + 7C1+7 
6 < 3x < 8 

A1 multiplicar la ultima desigualdad por 3 se obtiene 

G)6<®3,<(|)8 

3 2 < X < f . 

FIGURA 3.6.2 Conjunto solution del 

ejemplo 3 El conjunto solucion es el intervalo abierto (2, §) mostrado en la FIGURA 3.6.2. = 


Desigualdad de valor absoluto 

Resuelva 1 3x - 4 1 < 0. 

Solucion Como el valor absoluto de una expresion nunca es negativo, los unicos valores 
que satisfacen la desigualdad dada son aquellos para los cuales 


1 3x 4 1 — 0 o 3x — 4 = 0 


Entonces, el conjunto solucion consta del numero f . 


< ♦ h~ 

b-a b b+a 

FIGURA 3.6.3 La distancia entre x y 
b es menor que a 


Una desigualdad tal que \x — b\< a tambien puede interpretarse en terminos de la dis- 
tancia en la recta numerica. Puesto que | x — b | es la distancia entre x y b, una desigualdad tal 
que | x — b \ < a se satisface por todos los numeros reales x cuya distancia entre x y b sea 
menor que a. Este intervalo se muestra en la FIGURA 3.6.3. Observe que cuando b = 0 obtene- 
mos la propiedad i) anterior. Asimismo, el conjunto de numeros que satisfacen | x — b \ > a 
son los numeros x cuya distancia entre x y b es mayor que a. 


Desigualdad de valor absoluto 

Resuelva 1 4 — \x \ ^ 7 y grafique el conjunto solution. 

Solucion Sustituimos x por 4 — a = 1 y cambiamos > por & y vemos, por ii) del 
teorema 3.6.2, que 

1 4 — 3* | — 7 

equivale a las dos desigualdades 

4 — \x< —1 o 4 — jt>7 
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Resolvemos cada una de estas desigualdades por separado. Tenemos primero 


4- -7 

- 4 * 

. lamultiplicacionpor-Zinvierte 
' -'v 2 ' x 22 * de la direction de la desigualdad 

En notation de intervalo esto es [22, °°). Luego resolvemos 

4- §*>7 
3 

*"“ 6 - < i i ] i ; o 1 1 2 i 

En notation de intervalo esto se escribe (— °°, —6]. Como cualquier numero real que 

satisfaga bien sea 4 ]x — ~7 o 4 — \x > 7 tambien satisface 4 — 2* | — 7, las solu- FIGURA 3.6.4 El conjunto solution 

ciones son los numeros que estan en la union de los dos intervalos disjuntos: (— °°, — 6] U del ejemplo 5 es la union de estos 

[22, °°). La grafica de estas soluciones se muestra en la FIGURA 3.6.4. = dos conjuntos disjuntos 


Observe que en la figura 3.6.1a) el numero 0 es el punto medio del intervalo de solucion 
de | x | < a y que en la figura 3.6.3 el numero b es el punto medio del intervalo de solution de 
la desigualdad \x — b\< a. Con esto en mente, resuelva el ejemplo que sigue. 


Construction de una desigualdad de valor absoluto 

Halle una desigualdad de la forma \x — b\< a cuyo conjunto solucion sea el intervalo 
abierto (4, 8). 

Solucion El punto medio del intervalo (4, 8) es m = — — — = 6. La distancia entre el 

punto medio m y uno de los extremos del intervalo es d(m, 8) = | 8 — 6 1 = 2. Por tanto, 
como b = 6 y a = 2, la desigualdad requerida es | x — 6 1 < 2. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-8. 


En los problemas 1 a 10, resuelva la ecuacion dada. 

1. \Ax— 1 1 — 2 

2. 1 5v — 4 1 = 7 

3- II - b\ = i 


4. 1 2 — 16? | = 0 



7. | x 2 — 8 1 =1 

8. {X 2 + 3*| =4 

9. | x 2 — 2x | — 1 

10. |^ + 5jc-3| = 3 


En los problemas 1 1 a 22, resuelva la desigualdad, exprese la 
solucion utilizando la notation de intervalos y grafique el 
conjunto solution. 

11 . | -5*1 <4 

12 . | 3*| > 18 

13. 1 3 + *| > 7 

14. |* — 4 1 < 9 

15. |2x-7|< I 

16. |5 - 3*| <i 

17. |* + V2| > 1 

18. 1 6* + 4 1 > 4 
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21. \x- 5 1 < 0.01 

22. |x- (-2)| <0.001 

En los problemas 23 a 26, proceda como en el ejemplo 6 y 
halle una desigualdad \x — b\< a o\x — b\> a cuyo con- 
junto solucion sea el intervalo dado. 

23. (-3,11) 

24. (1,2) 

25. (-oo, 1) U (9, «) 

26. (-oo, -3) U (13, oo) 

En los problemas 27 y 28, halle una desigualdad de valor 
absoluto cuya solucion sea el conjunto de los numeros reales 
x que satisfaga la condition dada. Exprese cada conjunto uti- 
lizando notacion de intervalos. 

27. Mayor o igual que 2 unidades de — 3. 

28. Menor que \ unidad de 3.5. 

= Aplicaciones diversas 

29. Comparacion de edades Las edades de Bill y Mary, A B 
y A m , respectivamente, difieren cuando mucho 3 anos. 
Escriba este hecho usando slmbolos de valor absoluto. 

30. Supervivencia Su calificacion en el primer examen fue de 
72%. La calificacion de medio periodo es el promedio de la 
calificacion del primer examen y la del examen de medio 
periodo. Si los Kmites de la calificacion B va de 80 a 89%, 
£que calificaciones debe obtener en el examen de medio 
periodo para que la calificacion de medio semestre sea 
B? 

31. Peso del cafe El pesop de tres cuartas partes de los tarros 
de cafe llenados por un procesador de alimentos satis- 
face 


I P ~ 12 1 
I 0.05 I 


sopa identicas y se halla que tienen un peso combinado de 
33.15 onzas, ^,cual es el mayor y el menor peso posible 
de una de las latas? 

33. La parte correcta Se especifica que una parte exacta de 
un motor pequeno tiene un diametro de 0.623 cm. Para 
que la parte encaje correctamente, su diametro debe estar 
a 0.005 cm del diametro especificado. Escriba una des- 
igualdad con valor absoluto que tenga como soluciones 
todos los diametros posibles de las partes que encajaran. 
Resuelva la desigualdad para determinar esos diametros. 

34. Consumo de agua La necesidad diaria de agua calculada 
para cierta ciudad esta dada por 

| N- 3 725 000 1 < 100 000, 

donde N es el numero de galones de agua utilizados por 
dfa. Halle la mayor y la menor necesidad diaria de agua. 


= Para la discusion 


En los problemas 35 y 36, explique como resolverfa la des- 
igualdad y la ecuacion dadas. Ponga en practica sus ideas. 



36. |5-x| = |l -3*| 

37. La distancia entre el numero x y 5 es | x — 5 |. 

a) En palabras, describa la interpretation grafica de las 
desigualdades 0<|x-5|y0<|x-5|<3. 

b ) Resuelva cada desigualdad del inciso a) y escriba cada 
conjunto solucion en notacion de intervalos. 

38. Interprete | x — 3 1 como la distancia entre el numero x y 3. 
Dibuje en la recta numerica el conjunto de numeros reales 
que satisface 2 < | x — 3 1 < 5. 

39. Resuelva la desigualdad simultanea 2 < | x — 3 1 < 5; para 
ello, resuelva primero | x — 3 | < 5 y luego 2 < | x — 3 |. 
Tome la intersection de los dos conjuntos solucion y com- 
pared con su dibujo del problema 38. 

40. Suponga que ayb son numeros reales y que el punto a se 
halla a la izquierda del punto b en la recta de los numeros 
reales. Sin resolver propiamente la desigualdad, 


donde p se mide en onzas. Determine el intervalo en el 
cual se halla p. 

32. Peso de latas Se disena una balanza que sea precisa hasta 
0.25 onzas. Si en la balanza se colocan juntas dos latas de 


a + b I b - a 

r 2 1 < 2 

explique su conjunto solucion. 


j | 3.7 Desigualdades polinomialesy racionales 


■ Introduction En las secciones 3.5 y 3.6 resolvimos desigualdades lineales, es decir, 
desigualdades que contienen una sola variable x y que pueden escribirse en las formas 
ax + b > 0, ax + & < 0 y as! sucesivamente. Como ax + b es un polinomio lineal, las des- 
igualdades lineales son solo un caso especial de una clase mas amplia de desigualdades que 
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CAPITULO 3 Ecuaciones y desigualdades 


Repase en la section 2.6 la defini- 
tion de polinomio 


implican polinomios. Si P(x) representa un polinomio de grado arbitrario, las desigualdades 
que pueden escribirse en las formas 

P(x) > 0, P(x) < 0, P(x) > 0 y P(x) < 0 (1) 


se llaman desigualdades polinomiales. Las desigualdades que incluyen el cociente de dos 
polinomios P{x) y Q(x), 


P(x ) 

GO) 


> o, 


y 


( 2 ) 


se llaman desigualdades racionales. En lo que respecta a las desigualdades racionales, 
supondremos que los polinomios P(x) y Q(x) no tienen factores comunes. Por ejemplo: 


x 2 - 2x - 15 > 0 


y 


X(X - 1 ) 
x + 2 


m o 


son una desigualdad polinomial y una desigualdad racional, respectivamente. 

En esta seccion estudiaremos un metodo para resolver desigualdades polinomiales y 
racionales. 

■ Desigualdades polinomiales En los proximos tres ejemplos ilustramos el metodo de la 
tabla de signos para resolver las desigualdades polinomiales. Las propiedades del signo de 
un producto de numeros reales que se presentan a continuacion son fundamentales para 
preparar una tabla de signos de una desigualdad polinomial: 

El producto de dos numeros reales es positivo (negativo) si y solo si los numeros tienen 
signos iguales ( opuestos ). (3 ) 

Es decir, si los signos de los numeros son (+)(+) o (—)(—), su producto sera positivo, y si 
tienen signos diferentes (+)(—) o (—)(+), su producto sera negativo. 

A continuacion se presentan algunos de los pasos basicos del metodo de la tabla de 
signos que se ilustra en el primer ejemplo. Usamos el hecho de que un polinomio P(x) puede 
cambiar de signo solo en un numero c con el cual P(c) = 0. Un numero c con el que P(c) = 0 
se denomina cero del polinomio. 


REGLAS PARA RESOLVER DESIGUALDADES POLINOMIALES 


i) Use las propiedades de las desigualdades para replantear la desigualdad dada 
en forma tal que todas las variables y constantes diferentes de cero se encuen- 
tren del mismo lado del simbolo de desigualdad y el numero 0 quede del otro 
lado. Es decir, plantee la desigualdad en una de las formas dadas en 1 . 

ii) Luego, si es posible, factorice el polinomio P(x) en factores lineales ax + b. 

iii) Marque la recta numerica en los ceros reales de P(x). Estos numeros dividen 
la recta numerica en intervalos. 

fv) En cada uno de estos intervalos, determine el signo de cada factor y luego 
determine el signo del producto aplicando las propiedades de los signos de un 
producto (3). 


Hiv'aSv'; Resolution de una desigualdad polinomial 

Resuelva x 2 > -2x + 15. 

Solucion Primero reescribimos la desigualdad con todos los terminos a la izquierda del 
simbolo de desigualdad y el 0 a la derecha. Por las propiedades de las desigualdades, 

x 2 > — 2x + 15 equivale a x 2 + 2x - 15 > 0. 
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(-“=,-5)1 


(-5, 3) 


j(3, ») 

5 0 3 

FIGURA 3.7.1 Tres intervalos disjun- 
tos del ejemplo 1 

Vease (3) sobre las propiedades de ^ 
los signos de los productos. 


Despues de factorizar, la ultima expresion es igual a (x + 5)(x — 3) > 0. 

A continuacion indicamos en la recta numerica en que punto cada factor es 0, en este 
caso, x = — 5 y x = 3. Como se ilustra en la FIGURA 3.7.1, esto divide la recta numerica 
en tres intervalos disjuntos, es decir, tres intervalos sin interseccion: (— °°, —5), (—5, 3) y 
(3, °°). Observe tambien que, puesto que la desigualdad requiere que el producto no sea 
negativo, es decir, “mayor o igual a 0”, los numeros — 5 y 3 son dos soluciones. A con- 
tinuacion, debemos determinar los signos de los factores x + 5 y x— 3 en cada uno de los 
tres intervalos. Necesitamos intervalos en los que los dos factores sean positivos o los dos 
negativos, porque solo asf su producto sera positivo. Puesto que los factores lineales x + 5 
y x — 3 no pueden cambiar de signo dentro de estos intervalos, basta obtener el signo de 
cada factor en solo un mimero de prueba elegido dentro de cada intervalo. Por ejemplo, en 
el intervalo (— °°, —5), si usamos x = —10 como numero de prueba, entonces 



Continuando de esta manera con los dos intervalos restantes, obtenemos la tabla de signos 
de la FIGURA 3.7.2. Como se observa en la tercera lrnea de esta figura, el producto (x + 5) 
(x — 3) no es negativo en ninguno de los intervalos disjuntos no acotados (— °°, —5] o 
Vease el ejemplo 2b) en la seccion ^ [3, °°). Por tantO, el COnjuntO Solucion es ( — °°, ~5] U [3, °°). 

3.6. 

x + 5 - -0 ++ + + + 

x-3 - - - -- 0++ 

(x + 5) (x - 3) + +0 -- 0+ + 

^ ] [ - 

-5 3 


FIGURA 3.7.2 Tabla de signos del ejemplo 1 


HEEEHE0 Resolucion de una desigualdad polinomial 

Resuelvax < 10 - 3X 2 . 

Solucion Primero reescribimos la desigualdad poniendo todos los terminos diferentes 
de 0 en el mismo lado: 3X 2 + x — 10 < 0. A1 factorizar este polinomio cuadratico tene- 
mos 


(3x - 5)(x + 2) < 0. 

En el diagrama de signos de la FIGURA 3.7.3 vemos (en rojo) que este producto es negativo 
para los numeros del intervalo abierto (—2, §). Por el sfmbolo estricto “menor que” de la 
desigualdad, los extremos de los numeros del intervalo no se incluyen en el conjunto 
solucion. 

3x-5 - - 

x + 2 - - 0 + + 

(3x - 5)(x + 2) + + 0 

{ 

-2 5 

3 

FIGURA 3.7.3 Tabla de signos del ejemplo 2 
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iMSlSlIllllL Resolucion de una desigualdad polinomial 

Resuelva (x - 4) 2 (x + 8) 3 > 0 

Solucion En vista de que la desigualdad dada ya tiene la forma apropiada para el meto- 
do de la tabla de signos (una expresion factorizada a la izquierda del sfmbolo de desigual- 
dad y 0 a la derecha), primero debemos hallar los numeros donde cada factor es 0, en este 
caso, x = 4 y x = —8. Colocamos estos numeros en la recta numerica y determinamos 
tres intervalos. Luego, en cada intervalo consideramos los signos de las potencias de cada 
factor lineal. Debido a la potencia par, nos damos cuenta de que (x — 4) 2 nunca es nega- 
tivo. Sin embargo, debido a la potencia impar, (x + 8) 3 tiene el mismo signo que el factor 
x + 8. Observe que los numeros x = 4yx = —8 no son soluciones de la desigualdad por 
el estricto simbolo de desigualdad “mayor que”. Por tanto, como se observa (en rojo) en 
la FIGURA 3.7.4, el producto de los factores (x — 4) 2 (x + 8) 3 no es negativo para los nume- 
ros del conjunto (-8, 4) U (4, °°). 

(*_4)2 + ++ ++ o+ + 

(x + 8) 3 - - 0 + + + + + 

(x - 4) 2 (x + 8) 3 - - 0 ++ 0 + + 

( X ^ 

-8 4 

FIGURA 3.7.4 Tabla de signos del ejemplo 3 §§ 

■ Desigualdades racionales Ahora estudiaremos las desigualdades racionales del tipo que 
se muestra en (2). Las desigualdades racionales pueden resolverse mediante el procedimiento 
anterior, excepto que colocamos los ceros tanto del numerador P(x) como del denominador 
Q(x) en la recta numerica y usamos las propiedades de los signos de un cociente. 

El cociente de dos numeros reales es positivo ( negativo ) si y solo si los numeros tienen 
los signos iguales (opuestos). (4) 


| Resolucion de una desigualdad racional 

X + 1 

Resuelva — — ^ & — 1. 

Solucion Para utilizar las propiedades de los signos de un cociente (4) debemos tener 
todos los terminos diferentes de cero en el mismo lado de la desigualdad (exactamente de 
la misma forma como lo hicimos en las desigualdades polinomiales). Asf, agregamos 1 
en ambos lados de la desigualdad y luego combinamos terminos para obtener una des- 
igualdad racional equivalente: 


x + 1 
x + 3 


+ 1 < 0 


<— denominador comiin 


Utilizando el hecho de que 2x + 4 = 0 cuando x=— 2yx + 3 = 0 cuando x = — 3, 
preparamos la tabla de signos que se muestra en la figura 3.7.5. En esta tabla vemos que 
el numero — 3 no es una solucion, ya que (2x + 4) / (x + 3) no esta definida para x = — 3, 
pero el numero — 2 se incluye en el conjunto solucion debido a que (2x + 4) / (x + 3) es 
cero parax = —2. El conjunto solucion es el intervalo (—3, —2], 


3.7 Desigualdades polinomiales y racionales 


157 


2x + 4 


0 + 


Algo que no se debe hacer es mul- 
tiplicar la desigualdad por x + 2 
para despejar el denominador. 
Vease el problema 57 de los ejerci- 
cios 3.7. 



io definido - 




FIGURA 3.7.5 Tabla de signos del ejemplo 4 


MS2220 . Resolucion de una desigualdad racional 

Resuelva x -a£ 3 — . 

x + 2 

Solucion Para empezar, reescribimos la desigualdad con todas las variables y constantes 
diferentes de cero a la izquierda y 0 a la derecha del signo de desigualdad: 


Ahora colocamos los terminos sobre un comun denominador, 

^ (x - 3)(x + 2) + 6 _ „ . Jc(jc - 1) _ „ 

w sO y simpnncamos a < 0. 

x + 2 v x + 2 ( 5 ) 

Ahora los numeros que componen los tres factores lineales en la ultima expresion igual a 
0 son — 2, 0 y 1. En la recta numerica, estos tres numeros determinan cuatro intervalos. 
Por la condicion “menor o igual a 0” vemos que 0 y 1 pertenecen al conjunto solucion. 
Sin embargo, — 2 se excluye porque al sustituir este valor en la expresion fraccionaria 
resulta un denominador de cero (y la fraccion no estarfa definida). Como se ve en la tabla 
de signos de la FIGURA 3.7.6, el conjunto solucion es (-«=, -2) U [0, 1], 

x - - - -- 0+ + ++ + 

x— 1 - - - - - - - - 0 + + 

x + 2 - - 0 ++ + + + ++ + 

x(x - l)/(x + 2) - - no definido + + 0--0 + + 

^ ) E ] 

-2 0 1 

FIGURA 3.7.6 Tabla de signos del ejemplo 5 = 


Notas del aula 

i ) La terminologfa empleada en matematicas a menudo varfa de un maestro a otro y de un 
libro a otro. Por ejemplo, las desigualdades que llevan los simbolos < o > se denominan 
a veces desigualdades estrictas, en tanto que las que usan <o^se llaman no estrictas 
(vease la seccion 2.2). Como otro ejemplo, los enteros positivos 1, 2, 3, ... a menudo se 
conocen como numeros naturales. 

ii ) Suponga que el conjunto solucion de una desigualdad consta de numeros tales que 
x< — 1 ox > 3. Una respuesta que aparece mucho en las tareas, cuestionarios y examenes 
es 3 < x < —1. Esto se debe a que no se entiende bien la idea de simultaneidad. La pro- 
posicion 3 < x < — 1 significa que x > 3 y, al mismo tiempo, x < — 1. Si esto se traza en 
una recta numerica, se vera que es imposible que la misma x satisfaga las dos desigualda- 
des. Lo mejor que podemos hacer para reescribir “x < — 1 o x > 3” es usar la union de 
los intervalos (— °°, — 1) U (3, °°). 
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Hi) He aquf otro error frecuente. La notacion a < x > b no tiene sentido. Por ejemplo, si 
tenemos x > — 2yx> 6, solo los numeros x > 6 satisfacen ambas condiciones. 
iv) En el aula ofmos con frecuencia la respuesta “positivo” cuando en realidad el alumno 
quiere decir “no negativo”. Pregunta: x bajo el signo de rafz cuadrada Vx debe ser positivo, 
^cierto? Levanten la mano. Invariablemente se levantan muchas manos. Respuesta correcta: 
x debe ser no negativo, es decir, x > 0. No olvide que Vo = 0. 




Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-8. 


n los problemas 1 a 40, resuelva la desigualdad y exprese 
is soluciones en notacion de intervalos. 

1. x 2 + 2x- 15 >0 

2. 3x 2 -x-2<0 

3. x 2 - 8x + 12 < 0 

4. 6xr + 14x + 4 > 0 

5. x 2 — 5x > 0 

6. x 2 - 4x + 4 > 0 

7. 3x 2 -27<0 

8 . 4x 2 + 7x < 0 

9. 4X 2 - 4x + 1 < 0 

0. 12x 2 >27x + 27 

1. x 2 - 16 <0 

2. x 2 - 5 > 0 

3. x 2 - 12 < 0 

4. 9x > 2X 2 - 18 

5. x 2 + 6x < -9 

6. 9X 2 + 3 Ox > -25 

. X + 5 


-<0 


= 0 


x - 3 
3x - 1 


x + 3 
2x - 3 , 


0 


<0 


' x + 8 
10 

' 2x + 5 = 

^ 

' x 2 + 9 

■vV° 

(1 + x)(l -x) 


-> 0 


x 2 - 1 

33. -(pc + l)(x + 2)(x + 3) < 0 

34. — 2(x - l)(x + l)(x - 3) < 0 

35. (x 2 - 1) (x 2 - 4) < 0 

36. (x - l) 2 (x + 3)(x + 5) > 0 

37. (x - \)\x + 5) 3 < 0 

38. x 2 (x - 2)(x - 3) 5 > 0 

M (x + 3 ) 2 (x + 4)(x - 5) 3 


x 2 - x - 20 
9X 2 - 6x + 1 ^ 


> 0 


' ^-x 2 

En los problemas 41 a 44, resuelva la desigualdad y exprese 
las soluciones en notacion de intervalos. Tal vez necesite la 
formula cuadratica para factorizar la expresion cuadratica. 

41. x 2 - x - 1 > 0 

42. 6x 2 <3x + 5 

„ 5x - 2 , 
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En los problemas 45 y 46, resuelva las desigualdades y 

exprese cada solution en notation de intervalos. 

45. a) x 2 < x b) x?>x 

46. a) l/x<x b) x < l/x 

47. Si x? < X, ^es necesariamente verdadero que x < 1 ? 
Explique. 

48. Si x 2 > 4, ^es necesariamente verdadero que x > 2? 
Explique. 

49. Si 7 veces el cuadrado de un numero positivo se reduce en 
3, el resultado es mayor que 60. ^,Que puede determinarse 
sobre el numero? 

50. Los lados de un cuadrado se extienden para formar un 
rectangulo. Como se muestra en la FIGURA 3.7.7, un lado se 
extiende 2 cm y el otro 5 cm. Si el area del rectangulo 
resultante es menor de 130 cm 2 , ^cuales son las posibles 
longitudes de un lado del cuadrado original? 



FIGURA 3.7.7 Rectangulo para el 
problema 50 

51. Un poligono es una figura cerrada formada por la union 
de segmentos de recta. Por ejemplo, un triangulo es un 
poligono de tres lados. En la figura 3.7.8 se ilustra un poli- 
gono de ocho lados que se llama octagono. Una diagonal 
de un poligono se define como un segmento de recta que 
une dos vertices no adyacentes. El numero de diagonales 
d en un poligono de n lados se expresa por medio de d = 
\{n — 1) n — n. ^En que polfgonos el numero de diagona- 
les es superior a 35? 

vertice 


\ 



FIGURA 3.7.8 Octagono para el pro- 
blema 51 


52. El numero total de puntos t, en un arreglo triangular con 
n filas esta dado por (figura 3.7.9) 

_ n(n + 1) 

2 ' 

^C mint as filas puede tener el arreglo si el numero total de 
puntos debe ser menor de 5.050? 


FIGURA 3.7.9 Arreglos triangulares 
de puntos para el problema 52 

= Aplicaciones diversas 

53. Jardin deflores Un arriate debe ser dos veces mas largo 
que ancho. Si el area cercada debe ser mayor que 98 m 2 , 
£que se puede concluir sobre el ancho del arriate? 

54. Intensidad de la luz La intensidad I en lumenes de una 
cierta fuente de luz en un punto a r centlmetros de la 
fuente esta dada por 7 = 625 /r 2 . que distancias de 
la fuente de luz la intensidad es menor que 25 lumenes? 

55. Resistores paralelos Un resistor de 5 ohmios y un resis- 
tor variable se colocan en paralelo. La resistencia resultante 
R t esta dada por R r = 572/(5 + R). Determine los valores 
del resistor variable R con los cuales la resistencia resul- 
tante R t sera mayor que 2 ohmios. 

56. Todo lo que sube... Con la ayuda del calculo es facil 
demostrar que la altura s de un proyectil lanzado en direc- 
tion vertical ascendente desde una altura initial s 0 a una 
velocidad initial de v 0 esta dada por s = —\gt 2 + v 0 t + % 
donde t es el tiempo en segundos y g = 32 pies/s 2 . Si un 
cohete de juguete se dispara en direction vertical ascen- 
dente desde el nivel del suelo, s 0 = 0. Si la velocidad 
initial es de 72 pies/s, ^durante que intervalo de tiempo 
estara el cohete a mas de 80 pies del suelo? 

= Para la discusion 

57. En el ejemplo 5, explique por que no debemos multiplicar 
la ultima expresion en (2) por x + 2. 


CAPUULO 3 Ecuaciones y desigualdades 


- 


Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Ecuaciones: 

rafz 

identidad 

ecuacion condicional 
ecuaciones equivalentes 
ecuacion lineal 
ecuacion cuadratica 
ecuacion polinomial 
ecuacion de valor absoluto 
Solution: 

conjunto solution 
solution extrana 
comprobacion de una solution 
Completar el cuadrado 
Formula cuadratica: 
discriminante 


Teorema de Pitagoras 
Numeros complejos: 
forma estandar 
parte real 
parte imaginaria 
conjugado 
suma de dos 
diferencia de dos 
producto de dos 
cociente de dos 
inverso multiplicativo 
Numero imaginario puro 
Ecuacion de dos numeros complejos 
Desigualdades: 

desigualdades equivalentes 
desigualdad simultanea 


desigualdad de valor absoluto 
desigualdad lineal 
desigualdad polinomial 
desigualdad rational 
Notation de intervalos: 
intervalo abierto 
intervalo cerrado 
intervalo semiabierto 
Propiedad de los signos de los produc- 
tos 

Tabla de signos 
Cero de un polinomio 




EEEIEEBEjercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pagina RESP-9. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 10 responda verdadero o falso. 

1 V 3 ! • V 11 ! = V(— 1)(— i) = VT = l. 

1 _ V2, 

2 V-50 “ 10 * ' 

3 . |-3f+6| = 3|f-2|. 

4. Si — 3x > 6, entonces x > —2. 

5 . El numero 3.5 forma parte del conjunto solution de 
1 2 - 4*1 

hH >2 - 5 - — 

6. El conjunto solution de | 4x — 6 | M — 1 es (— °°, °°). 

7. Para cualquier numero real x, | — x 2 — 25 | = x 2 + 25. 

8. Si z = z, entonces z debe ser un numero real. 


9 . La desigualdad 


100 


< 0 no tiene solution. _ 


10. Si x es un numero real, entonces | x | = | 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 10, llene los espacios en bianco. 

1. Una desigualdad cuyo conjunto solution es (— °°, 9] es 


2 . El conjunto solution de la desigualdad — 3 < x < 8 como 

intervalo es . 

3 . La parte imaginaria del numero completo 4 — 6 i es 


4 . (1 - V=5)(-3 + V^2) 

5 . Si 1 15 — 2x | = x, entonces x = _ 


6. El conjunto solution de la ecuacion | x | = | x + 1 | es 


7 . El conjunto de numeros reales x cuya distancia entre x y 

V2 es mayor que 3 queda definido por la desigualdad de 
valor absoluto . 

8 . Si x esta en el intervalo (4, 8), entonces | x — 4 1 + | x — 8 1 


9 . Si a < 0, entonces | — a \ = . 

10. Si y > 0 y x 2 - 2x + 1 = y, entonces . 
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= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 26, resuelva la ecuacion d 
2 4 1 


2. 4(1 — x) = x — 3(x + 1) 


«^-5 = 4-4x 

r + 1 r + 1 

5. -^ + Vx = -^ - 2Vx 
Vx \Tx 

6 2 + 1 _ 3 

' x 2 - 1 x - 1 ~ x + 1 

7. (1 - lOCy - 1) = / 

8 . x(2x - 1) = 3 

9. 4X 2 + lOx - 24 = 0 

10 . 3x 2 + x- 10 = 0 

11 . 16x 2 + 9 = 24x 

12. x 2 - 17 = 0 

13. 2.x 2 6x 3 — 0 

14. 4.x 2 + 20x + 25 = 0 

15. 2x 2 + 100 = 0 

16. x 2 + 2x + 4 = 0 

17. x 3 - 8 = 0 

18. x 3 + 8 = 0 

19. x 4 + 4X 2 - 8 = 0 

20. 4x 4 — 4X 2 +1 = 0 

21. x 1/4 - 2x 1/2 +1=0 

22. 8X 2 ' 3 - 9x 1/3 + 1=0 
2 - 17 = 4 



En los problemas 27 a 40, resuelva la desigualdad. Escriba el 
conjunto solucion en notacion de intervalos. 

27. 2x — 5 £ 6x + 7 

28. \x - 3 < \x + 1 

29. -4 < x - 8 < 4 

30. 7 < 3 - 2x< 11 

31. | x | > 10 

32. |-6x|<42 


33. | 3x — 4 1 < 5 

34. | 5 -2x|>7 

35. 3x > 2X 2 - 5 

36. x 2 > 6x - 9 

37. x 3 > x 

38. (x 2 - xXx 2 + x) < 0 


2x - 6 „ 
X - 1 


En los problemas 41 a 44, describa el intervalo dado en la 
recta numerica a) con una desigualdad, b) en notacion de 
intervalos. 


-6 0 2 

FI G U RA 3. R.1 Grafica para el problema 4 1 


42. 


-2 0 


5 


FIGURA 3.R.2 Grafica para el problema 42 


43. 


+-P 

-4 


0 


FIGURA 3.R.3 Grafica para el problema 43 


-2 0 2 

FIGURA 3.R.4 Grafica para el problema 44 

En los problemas 45 a 50, despeje la variable indicada en ter- 
minos de las variables restantes. Suponga que todas las varia- 
bles representan numeros reales positivos. 

45. Area de la superficie de un paralelepfpedo rectangular: 

A = 2 (ab + be + ac), despeje b 

46. Conversion de temperatura: 

T c = U t f ~ 32), despeje 7> 

47. Ecuacion de lentes: 

l + \ = J deSpeje/ ’ 


162 


CAPITULO 3 Ecuaciones y desigualdades 


48. Volumen de una esfera: 

V = firr 3 , despeje r. 

49. Ecuacion de una hiperbola: 

x 1 / , , 

~2 — = 1, despeje x 

50. Movimiento de un proyectil: 

9.8 2 , . 

y = x 2 x 2 , despeje x 

Vo 

En los problemas 5 1 a 58, realice la operacion indicada y 
escriba la respuesta en la forma estandar a + hi. 

51. (6 -50 + (4 + 30 

52. (8 + 20 - (5 - 0 


16 minutos menos. Halle las velocidades de los dos 
autos. 

67. £A que velocidad? La distancia desde Mineapolis hasta 
Des Moines es de aproximadamente 250 millas: 100 millas 
en Minnesota y 150 millas en Iowa. Antes, Iowa habfa 
elevado su lfmite de velocidad interestatal a 65 mph, mien- 
tras que el lfmite de velocidad de Minnesota era aun de 55 
mph. En estas circunstancias, suponga que una mujer desea 
viajar de Mineapolis a Des Moines en 4 horas. Si planea 
conducir a 65 mph en Iowa, ^a que velocidad debe ir en 
Minnesota? 

68. Mecanografo lento Ethan puede escribir en maquina 100 
direcciones en 5 horas. Comienza y trabaja solo por dos 
horas. Luego, Sean empieza a ayudarle en otra computa- 
dora y terminan la tarea en otros 90 minutos. ^Cuanto 
tiempo tardarfa Sean escribiendo en la computadora las 
100 direcciones solo? 


53. (3 + 2i)(4 - 50 

54. (3 + 50 2 



56. 

57. 


5 + i 

2 - 5 i 

3 + 4 i 


En los problemas 59 a 62 despeje xyy. 

59. (3x - yi)i = 4(1 + yi) 

60. (1 + if = (x~ yi)i 

61. y = (2 — 30 + (x + yi) 

62. i 2 = —(y + xi) 


69. Ancho de una acera Se va a construir una acera alrede- 
dor de un centro comercial circular. El diametro del centro 
es de 34 m. Si el area de la acera es de 44-7T m 2 , determine 
el ancho de la acera. 

70. Juego de numeros Si se invierten los digitos de un 
numero de dos digitos la razon del numero original al 
nuevo numero es igual a §. ^Cual es el numero original? 

71. Velocidad de la corriente El bote de Fran avanza a velo- 
cidad de crucero de 20 mi/h en aguas quietas. Si recorre 
la misma distancia en 3 horas a contracorriente que la que 
recorrerfa en 2 horas con la corriente a favor, ^cual es la 
velocidad de la corriente? 

72. Dimensiones El piso de una casa es un rectangulo 5 m 
mas largo que el doble de su ancho. Se planea una amplia- 
tion que incrementara el area total de la casa a 135 m 2 . Si 
el ancho de la ampliation aumenta 4 m, halle las dimen- 
siones originales de la casa. 


63. Juego de numeros La suma de dos numeros es 33 y su 
cociente es §. Halle los dos numeros. 

64. Velocidad del viento Dos aviones, en aire quieto, vuelan 
a una velocidad de 1 80 mph. Un avion parte de Los Angeles 
y viaja en direction del viento hacia Phoenix. El segundo 
avion parte de Phoenix al mismo tiempo y viaja contra el 
viento hacia Los Angeles. La distancia entre las ciudades 
es de 400 millas y los aviones se cruzan a 250 millas de 
Los Angeles. Halle la velocidad del viento. 

65. De nuevo por un 80 En cuatro examenes de igual valor, 
un estudiante tiene un puntaje promedio de 76. Si el exa- 
men final vale el doble que cualquiera de los cuatro 
examenes, halle el puntaje que el estudiante debe obtener 
en el examen final para alcanzar un promedio total de 80. 

66. £A que velocidad? Dos automoviles viajan 40 mi llas. 
Uno viaja 5 mph mas rapido que el otro y hace el viaje en 


73. Hacer un corte Se corta un horde uniforme de un pedazo 
de tela rectangular. El pedazo de tela resultante es de 20 
por 30 cm (FIGURA 3.R.5). Si el area original era el doble de 
la actual, halle el ancho del horde que se corto. 



FIGURA 3.R.5 Tela para el problema 73 
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74. TV de pantalla plana El “tamano” de la pantalla de un 
televisor rectangular se mide a lo largo de la diagonal. Si 
la pantalla tiene 24 pulgadas mas de largo que de ancho y 
el tamano de la pantalla que se da es de 64 pulgadas, ^cua- 
les son las dimensiones de la pantalla? 

75. Todoloquesube... Disparamosuncohetedejugueteen 
direction vertical ascendente desde el suelo a una veloci- 
dad inicial de 72 pies/s. La altura s en pies sobre el nivel 
del suelo despues de t segundo esta dada por s = — 16f 2 
+ 72 1. ^.Durante que intervalo de tiempo estara el cohete 
a mas de 80 pies del suelo? 

76. Mezcla Una enfermera tiene 2 litros de una solucion de 
acido borico a 3%. ^Cuanto de una solucion a 10% debe 
afiadir para tener una solucion a 4%? 

77. Costo de bonos El senor Diamond compro dos bonos 
por un total de 30 000 dolares. Un bono paga 6% de inte- 
res y el otro 8%. El interes anual del bono de 8% excede 
al interes anual del bono de 6% en 1 000 dolares. Halle el 
costo de cada bono. 

78. Plan de jubilation Teri trabajo en una firma aeroespacial 
por 21 aftos cuando Maria comenzo a laborar allf. Si Teri 
se jubila cuando tiene cinco veces la antiguedad de Marfa, 
^cuanto tiempo ha trabajado cada cual en la firma? 

79. Musica nocturna La senora Applebee compro una serie 
de cajas musicales para su almacen por un total de 400 
dolares. Si cada caja de musica hubiera costado 4 dolares 
mas, habrfa adquirido cinco cajas de musica menos por la 
mitad del dinero. ^Cuantas compro? 

80. Dosis infantil La regia deYoung para con vertir la dosis 
para adultos de un medicamento en dosis para ninos supone 
una relation entre edad y dosis, y se utiliza mas frecuen- 
temente para ninos entre los 3 y los 12 anos de edad. 

edad del nino , . , , . 

— . X dosis del adulto = dosis del nmo. 

edad del nmo +12 

£ A que edad la dosis del adulto es cuatro veces la del 
nino? 

81. Prevention de aludes Los ingenieros que se ocupan de 
los riesgos de un alud miden la solidez de una banquisa 
de nieve martillando un tubo de metal especialmente dise- 
flado en la nieve y viendo hasta donde penetra. Asignan a 
la banquisa de nieve un numero de apisonamiento R dado 
por la formula 


R = H + T + nfHlp, 

donde H es la masa del martillo, T es la masa del tubo, n 
es el numero de golpes de martillo, /es la distancia que el 
martillo baja por cada golpe y p es la penetration total 
despues de n golpes (figura 3.R.6). Tfpicamente, T y H 
tienen 1 kg cada una y/ tiene alrededor de 50 cm. Si el 
numero de apisonamiento de la banquisa de nieve es 150, 
(■, hasta donde penetra el tubo despues de un golpe? 



FIGURA 3.R.6 Apisonamiento de la banquisa 
de nieve del problema 8 1 



FIGURA 3.R.7 Piston para el problema 82 

82. Autos clasicos El tamano de una maquina automotriz se 
mide por el volumen de aire presionado hacia arriba o 
desplazado por el movimiento de los pistones. Este volu- 
men esta dado por la formula 

V = NttS(B/2) 2 , 
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donde A es el numero de pistones, S es la distancia vertical 
o carrera que cada piston mueve, y B es el diametro o 
taladro de un piston (figura 3.R.7). 
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a) Halle el tamano en pulgadas cubicas de un V-8 (ma- 
quina de 8 cilindros) con un taladro de 4 pulgadas y 
una carrera de 3 pulgadas. 

b) La maquina de 6 cilindros de 1909 de Thomas Flyer 
tenia un taladro y una carrera de 5.5 pulgadas. Halle 
su tamano. ( Nota : las maquinas antiguas eran grandes 
debido a su baja eficacia.) 

c) El Oldsmobile Limited de 1911 desplazo 706.9 pul- 
gadas 3 con un taladro de 5 pulgadas y una carrera de 
6 pulgadas. ^Cuantos cilindros tenia? 

d) Los automoviles veloces “aumentan” la potencia de 
un carro aumentando el tamano del taladro y la longi- 
tud de la carrera. Si la carrera se aumenta \ de pulgada 
y el taladro | de pulgada en la maquina descrita en el 
inciso a), ^cuanto desplazamiento se gana? 

83. Temperatura del aire La formula de Vincent para la tem- 
peratura de la piel humana P v en grados Celsius es 

P v = 30.1 + 0.2 1 - (4.12 - 0.13f)v 

donde t es la temperatura del aire en grados Celsius y v es 
la velocidad del viento en metros por segundo. 

a) iA que temperaturas t en aire quieto (v = 0) es menor 
la temperatura de la piel que la de la sangre (37 °C)? 

b ) ^Hay una velocidad de viento a la que tanto la tempe- 
ratura t como la temperatura de la piel P sea igual a 
la temperatura de la sangre (37 °C)? Explique su res- 
puesta. 

c) Segun esta formula, i a que temperaturas t la velocidad 
del viento hace que aumente la temperatura de la piel? 
[Pista: la velocidad del viento aumentara la tempera- 
tura del cuerpo cuando el coeficiente v sea positivo]. 

84. Estacionamiento pequeno Un arquitecto de estadios 
diseno un estacionamiento para 20 000 automoviles con 
cuatro salidas de 4 carriles cada una. En condiciones idea- 
les se supone que los autos saldran suavemente a 10 mph, 
utilizando las 16 salidas, con un espacio de 10 pies entre 
cada auto. 

a) Si el automovil comun tiene 1 5 pies de largo, £en cuan- 
to tiempo se desocupara el estacionamiento? [Pista: 
convierta 10 mph a pies por minuto]. 

b ) Deduzca una formula general que exprese el tiempo 
T en minutos en el que C autos saldran de un estacio- 
namiento, utilizando N salidas a la calle, con un espa- 
cio de s pies entre autos, todos moviendose a v millas 
por hora, si el auto comun tiene L pies de longitud. 
Incluya el factor que convierte millas por hora en pies 
por minuto. 

c) Resuelva la formula deducida en el inciso b ) para 

N. 

d) Halle el numero de carriles de salida requeridos para 
10 000 autos, cada uno de 15 pies de largo, de mane- 
ra que salgan en no mas de 30 minutos a 10 mph con 
10 pies entre cada auto. 


85. Tormentas violentas Hace algunos anos, los meteorolo- 
gos usaban la ecuacion D 3 = 216 T 2 como modelo mate- 
matico para describir el tamano y la intensidad de cuatro 
tipos de tormentas violentas (tornados, tormentas electri- 
cas, huracanes y ciclones), donde D es el diametro de la 
tormenta en millas y T es el numero de horas que se des- 
plaza la tormenta antes de disiparse. ( Fuente : NCTM 
Student Math Notes, enero de 1987). 

a) Despeje T. 

b ) En Estados Unidos se registran alrededor de 150 tor- 
nados cada ano. Si el diametro de un tornado es de 2 
mi, use el modelo matematico proporcionado para 
determinar el numero de horas que cabrfa esperar que 
durara. 
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dorsal oceanica 



FIGURA 3.R.1 Dorsal oceanica para el problema 86 

86. Tectonica de placas Los estudios geologicos de la cor- 
teza de la Tierra indican que la litosfera (roca fundida) que 
la presion empuja hacia arriba en las dorsales oceanicas 
se hunde a medida que se va enfriando y se aleja de la 
dorsal. En tectonica de placas, la velocidad a la que se 
hunde la litosfera se pronostica con el modelo matema- 
tico 

Z = CVf, con 0 s T < 100 

donde Z es la profundidad en metros que se hunde la litos- 
fera, T es el antigiiedad de esta en millones de anos y C es 
una constante (figura 3.R.8). (El valor C = 300 encaja 
relativamente bien en los datos.) 

a) ^Hasta donde se hunde la litosfera al cabo de 100 mi- 
llones de anos? 

b) Despeje T en la ecuacion dada. (j Que antigiiedad tiene 
la litosfera que se ha hundido 500 m? 


Ejercicios de repaso 
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SISTEMA DE COORDENADAS 


RECTANGULARES Y GRAFICAS 


| En este capi'tulo~ 


4. 1 El sistema de coordenadas rectangulares 

4.2 Circulos y graficas 

4.3 Ecuaciones de rectas 

4.4 Variation 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Todo estudiante de matematicas rinde homenaje al 
matematico fiances Rene Descartes (1596-1650) siempre que traza una 
grafica. Se considera que Descartes es el inventor de la geometrfa analitica, 
que es la combination del algebra y la geometrfa, en una epoca en que se 
crefa eran campos de las matematicas que no guardaban relacion entre si. 

En geometrfa analitica, una ecuacion que contiene dos variables puede 
interpretarse como una grafica en un sistema de coordenadas bid im ensio- 
nal integrado a un piano. El sistema de coordenadas rectangulares o cartesia- 
nas se llama asi en honor de Descartes. Los principios basicos de la geometrfa 
analitica se establecieron enLa Geometrie, oabra publicada en 1637. La inven- 
tion del piano cartesiano y las coordenadas rectangulares contribuyo de manera 
muy importante al desarrollo posterior del calculo que realizaron paralelamente 
Isaac Newton (1643-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). 

Rene Descartes tambien era cientifico y escribio sobre optica, astronomia 
y meteorologia. Sin embargo, ademas de sus contribuciones a las matematicas 
y la ciencia, Descartes es recordado por la enorme influencia que ejercio en 
la filosofia. De hecho, a menudo se le llama padre de lafilosofia moderna, y 
su libro Meditaciones metafisicas sigue siendo lectura obligatoria en muchas 
universidades hasta la fecha. Su famosa frase cogito ergo sum (pienso, luego 
existo) aparece en sus obras Discurso del metodo y Principios de filosofia. 
Aunque se decia catolico devoto, la Iglesia recelaba de la filosofia y los escri- 
tos de Descartes sobre el alma e incluyo todas sus obras en el Indice de libros 
prohibidos en 1693. 


f. 


I I 4.1 El sistema de coordenadas rectangulares 

■ Introduccion Vimos en la seccion 3.1 que cada numero real se puede asociar con exac- 
tamente un punto de la recta numerica, o recta de coordenadas. Ahora examinaremos una 
correspondence entre los puntos de un piano y los pares ordenados de numeros reales. 

■ El piano coordenado Un sistema coordenado rectangular se forma con dos rectas 
numericas perpendiculares que se intersecan en el punto correspondiente al numero 0 en 
cada recta. El punto de interseccion se llama origen y se representa con el sfmbolo O. Las 
rectas numericas horizontal y vertical se llaman eje x y eje y, respectivamente. Esos dos 
ejes dividen al piano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, que se numeran como se 
indica en la FIGURA 4.1.1a). Como se ve en la FIGURA 4.1.16), las escalas en los ejes x y y no 
necesitan ser iguales. En este texto si no se especifican las marcas de intervalo en los ejes 
coordenados, como en la figura 4.1.1a), se puede suponer que una marca corresponde a 
una unidad. Un piano que contiene un sistema coordenado rectangular se llama piano xy, 
piano coordenado o simplemente espacio bidimensional. 


II 

Segundo 

cuadrante 

I 

Primer 

cuadrante 

-Origen 

O 

| | | | , 

III 

IV 

Tercer 

Cuarto 

cuadrante 

cuadrante 


a) Cuatro cuadrantes b) Escalas diferentes en los ejes x y y 

FIGURA 4.1.1 Plano coordenado 


Al sistema de coordenadas rectangulares y al piano coordenado xy se les llama tambien 
sistema de coordenadas cartesianas y piano cartesiano, en honor de Rene Descartes 
(1596-1650), famoso matematico y filosofo frances. 


■ Coordenadas de un punto Sea P un punto en el piano coordenado. Se asocia un par 
ordenado de numeros reales con P trazando una recta vertical desde P al eje x, y una recta 
horizontal desde P al eje y. Si la recta vertical corta el eje x en el numero a, y la recta hori- 
zontal interseca el eje y en el numero b, asociamos el par ordenado de numeros reales (a, b) 
con el punto. Al reves, a cada par ordenado (a, b ) de numeros reales corresponde un punto 
P en el piano. Este punto esta en la interseccion de la lfnea vertical que pasa por a en el eje 
x, y la lfnea horizontal que pasa por b en el eje y. En adelante, a un par ordenado se le llamara 
un punto y se representara por P(a, b ) o bien por (a, b ). 1 El numero a es la abscisa o coor- 
denada x del punto, y el numero b es la ordenada, o coordenaday del punto, y se dice que 
P tiene las coordenadas (a, b). Por ejemplo, las coordenadas del origen son (0, 0) (FIGURA 
4.1.2). 


1 Es la misma notation que se usa para representar un intervalo abierto. Debe quedar claro, por el contexto de la 
descripcion, si se esta considerando un punto (a, b ) o un intervalo abierto (a, b). 
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y | 

coordenada y 

by/- P{a,b ) 


y* 

coordenada x 


x < 0 x 

y>0 y 


III 


>0 

>0 


IV 


x < 0 


y<0 


x > 0 


y<0 


FIGURA 4.1.2 Punto con coordenadas FIGURA 4.1.3 Signos algebraicos de las 

(a, b ) coordenadas en los cuatro cuadrantes 


En la FIGURA 4.1.3 se indican los signos algebraicos de la coordenada x o abscisa y la 
coordenada y u ordenada de cualquier punto (x, y) en cada uno de los cuatro cuadrantes. Se 
considera que los puntos en cualquiera de los dos ejes no estan en cuadrante alguno. Como 
un punto en el eje x tiene la forma (x, 0), la ecuacion que describe al eje x es y = 0. De igual 
modo, un punto en el eje y tiene la forma (0, y), por lo que la ecuacion del eje y es x = 0. 
Cuando se ubica un punto en el piano coordenado, que corresponde a un par ordenado de 
numeros, y se representa usando un punto lleno, se dice que se grafica el punto. 


■U33QEXI Graficacion de puntos 

Grafique los puntos A(l, 2), B{- 4, 3), C( — §, -2), D( 0, 4) y £(3.5, 0) . Especifique el 
cuadrante en el que esta cada uno. 

Solucion Los cinco puntos se graficaron en el piano coordenado de la FIGURA 4.1.4. El 
punto A esta en el primer cuadrante (cuadrante I), B en el segundo (cuadrante II) y C en 
el tercero (cuadrante III). Los puntos D y E estan en los ejes xyy, respectivamente, y no 
estan en cuadrante alguno. EE 


y , 


B(- 4, 3) 

kD( 0, 4) 


- «A( 1,2) 

C(-|, -2) • - 

£(3.5, 0) 


FIGURA 4.1.4 Grafica de los cinco 
puntos del ejemplo 1 


M3EEEE0 Graficacion de puntos 

Trace el conjunto de puntos (x, y) en el piano xy cuyas coordenadas satisfacen 0 < x < 2 
y tambien que | y \ = 1. 


y 


0<x<2 


yy=l 


Solucion Primero, recuerde que la ecuacion de valor absoluto | y \ = 1 implica que y 
= — 1 o y = l.En consecuencia, los puntos que satisfacen las condiciones dadas son 
aquellos cuyas coordenadas (x, y) satisfacen al mismo tiempo las siguientes condiciones: 
cada abscisa es un numero en el intervalo cerrado [0, 2] y cada ordenada es ya seay = — 1 
o y = 1. Por ejemplo, algunos de los puntos que satisfacen las dos condiciones son 
(l, l), (^, — l), (2, — l). En la FIGURA 4.1.5 se muestraen forma grafica que el conjunto 
de todos los puntos que satisfacen las dos condiciones son los que estan en los dos 
segmentos de recta paralelos. = 


0<x<2 

- y y = -1 

FIGURA 4.1.5 Conjunto de puntos 
para el ejemplo 2 


Muwj; L- 1 Regiones definidas por desigualdades 

Trace el conjunto de puntos (x, y) en el piano xy cuyas coordenadas satisfagan cada una 
de las condiciones siguientes: 

a) xy< 0 b ) |y|>2. 

Solucion a) De acuerdo con (3) de las propiedades de los signos de los productos, en la 
section 3.7, se ve que un producto de dos numeros reales x y y es negativo cuando uno de 
ellos es positivo y el otro es negativo. Asf, xy < 0 cuando x>0yy<0, o tambien cuan- 
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do x < 0 y y > 0. En la figura 4.1.3 se ve que xy < 0 para todos los puntos (x, y ) del se- 
gundo y el cuarto cuadrantes. Por consiguiente, se puede representar el conjunto de los 
puntos para los que xy <0 mediante las regiones sombreadas de la FIGURA 4.1.6. Los ejes 
coordenados se muestran como lmeas interrumpidas, para indicar que los puntos en esos 
ejes no se incluyen en el conjunto solucion. 

b ) En la seccion 3.6 vimos que | y | > 2 quiere decir que y > 2, o bien que y < — 2. Como 
x no tiene restriccion alguna, puede ser cualquier numero real, por lo que los puntos (x, y) 
para los cuales 

y>2y— o°<x<°° o bien 2y — o° < x < 00 

se pueden representar por medio de las dos regiones sombreadas de la FIGURA 4.1.7. Se usan 
lineas solidas para representar las cotas y = — 2 y y = 2 de la region, que indican que los 
puntos en esos limites estan incluidos en el conjunto solucion. 


FIGURA 4.1 .6 Region del piano xy 
que satisface la condicion a) del 
ejemplo 3 



FIGURA 4.1 .7 Region del piano xy que 
satisface la condicion b ) del ejemplo 3 



puntos Pj y P 2 


■ Formula de la distancia Supongamos que P\(x\, y t ) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos puntos distintos 
en el piano xy, que no estan en una recta vertical ni en una recta horizontal. En consecuencia, 
Pi, P 2 y i° 3 (xi, y 2 ) son vertices de un triangulo rectangulo, como se ve en la FIGURA 4.1.8. La 
longitud del lado P 3 P 2 es | x 2 — x, |, mientras que la longitud del lado PjP 3 es | y 2 — y i |. Si 
representamos con d la longitud PiP 2 , entonces 

d 2 = |x 2 - xj 2 + |y 2 - yi | 2 (D 

de acuerdo con el teorema de Pitagoras. Como el cuadrado de todo numero real es igual al 
cuadrado de su valor absoluto, se pueden reemplazar los signos de valor absoluto en la ecua- 
cion (1) por parentesis. Entonces, la formula de la distancia se deriva directamente de (1). 


Teorema 4.1.1 Formula de la distancia 

La distancia entre dos puntos Pi(x l5 y 3 ) y P 2 (x 2 , y 2 ) cualesquiera en el piano xy se determina 
por 

d(P u P 2 ) = V (x 2 - xO 2 + (y 2 - y^ 2 (2) 


Aunque esta formula fue deducida para dos puntos que no esten en una recta horizon- 
tal o vertical, es valida tambien en esos casos. Tambien, como (x 2 — X |) 2 = (x| — x 2 ) 2 , no 
importa que punto se use primero en la formula de la distancia; esto es, d{P\, P 2 ) = d(P 2 , P i). 
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H3HSI3EQ Distancia entre dos puntos 

Calcule la distancia entre los puntos A(8, — 5) y 5(3, 7). 

Solucion De acuerdo con (2), si A y 5 son y P 2 , respectivamente: 

d(A, B) = V (3 - 8) 2 + (7 - (— 5)) 2 

= V (- 5) 2 + ( 12) 2 = Vl 69 = 13 . 

La distancia d se ilustra en la FIGURA 4.1.9. 


^EEEEEH Tres puntos forman un triangulo 

Determine si los puntos P\(J, 1), 5 2 (— 4, — 1) y 5 3 (4, 5) son los vertices de un triangulo 
rectangulo. 

Solucion Segun la geometrfa plana, un triangulo es rectangulo si y solo si la suma de los 
cuadrados de las longitudes de dos de sus lados es igual al cuadrado de la longitud del lado 
restante. Ahora bien, de acuerdo con la formula de la distancia (2): 


Ya que 


d(P u P 2 ) 
d(P 2 , P 2 ) 
d(P 3 , 5,) 


V (-4 - 7) 2 + (-1 - l ) 2 
V121 + 4 = Vl25, 
V ( 4 -(- 4 )) 2 +( 5 -(- l )) 2 
V64 + 36 = VlOO = 10, 


V(7-4) 2 + (1 -5) 2 
:<Z9 + 16 = V25 = 5. 


[d(P 3 , P ; )] 2 + [d{P 2 , P 3 )] 2 = 25 + 100 = 125 = [d{P h P 2 )] 2 , 


se llega a la conclusion de que P\, P 2 y 5 3 son los vertices de un triangulo rectangulo, y 
el angulo recto esta en 5 3 (FIGURA 4.1 .10). = 


■ Formula del punto medio En la section 3.2 se explico que el punto medio en la recta 
numerica de un segmento de recta entre dos numeros a y b es su promedio (a + b)/2. En el 
piano xy, cada coordenada del punto medio M de un segmento de recta que une dos puntos 
Pi(x|, yi) y P 2 {x 2 , y 2 ), como se muestra en la FIGURA 4.1.11 es el promedio de las coordenadas 
correspondientes a los extremos de los intervalos [x\, x 2 ] y [yi, y^. 

Para demostrarlo, se ve en la figura 4.1.11 que los triangulos P\CM y MDP 2 son con- 
gruentes, porque los angulos correspondientes son iguales y d(P\, M) = d(M, P 2 ). Por consi- 
guiente, d(P\,Cj = d(M, D), o y — y 3 =y 2 — y. Al despejar y de la ultima ecuacion se obtiene 
yi + yi 

y = — - — -. De igual modo, d(C, M) = d{D, P 2 ), y entonces x — = x 2 — x\ por consi- 

st + x 2 

guiente, x = — - — . Este resultado se resume como sigue. 


Teorema 4.1 .2 Formula del punto medio 


Las coordenadas del punto medio del segmento de recta que une los puntos P\(x] , y x ) y 
P 2 (x 2 , y 2 ) se determinan por medio de 


(x i + x 2 yj + y 2 \ 


(3) 


y 


5(3, 7) 



A(8,-5) 


FIGURA 4.1.9 Distancia entre dos 
puntos del ejemplo 4 


y \ 


P 3 ( 4 ’ 5 ) 



P 2 (-4,-l)-- 

FIGURA 4.1.10 Triangulo del ejem- 
plo 5 


d p i^ 2 ,y 2 ) 






FIGURA 4.1.11 M es el punto medio 
del segmento de recta que une P\ 
con P 2 
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FIGURA 4.1.12 Punto medio 

del segmento de recta del ejemplo 6 


Punto medio de un segmento de recta 

Calcule las coordenadas del punto medio del segmento de recta que une A(— 2, 5) con 

B( 4, 1). 

Solucion De acuerdo con la formula (3), las coordenadas del punto medio son 


(=^m 


O (1,3). 


Este punto se indica en color en la FIGURA 4.1.12. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-9. 


En los problemas 1 a 4 grafique los puntos. 

1. (2, 3), (4, 5), (0,2), (-1.-3) 

2. (1,4), (-3,0), (-4, 2), (-1,-1) 

3. (-1,-2), (0,0), (-1,1), (3, 3) 

4. (0, 0.8), (-2, 0), (1.2, -1.2), (-2, 2) 

En los problemas 5 a 16 determine el cuadrante en el que esta 
el punto si (a, b ) esta en el cuadrante I. 

5. (— a,b ) 

6 . ( a,-b ) 

7- (- a,-b ) 

8 . ( b,a ) 

9. ( —b,a ) 

10 . (- b,-a ) 

11. (a, a) 

12. (b, -b) 

13. {-a, -a) 

14. (-a, a) 

15. ( b,-a ) 

16. ( -b,b ) 

17. Grafique los puntos de los problemas 5 a 16, si (a, b ) es el 
punto que se ve en la FIGURA 4.1.13. 

yk, 


18. Indique las coordenadas de los puntos que se ven en la 

FIGURA 4.1.14. 


FIGURA 4.1.14 Puntos A a G para el problema 1! 


19. Los puntos (—2, 0), (—2, 6) y (3, 0) son los vertices de un 
rectangulo. Determine el cuarto vertice. 

20. Describa el conjunto de los puntos (x, x) en el piano coor- 
denado. Tambien el conjunto de los puntos ( x , —x). 

En los problemas 21 a 26, grafique el conjunto de puntos 
( x , y) en el piano xy, cuyas coordenadas satisfagan las condi- 
ciones indicadas. 

21. xy = 0 

22. xy > 0 

23. \x\ < ly|y| <2 

24. * < 2 y y > - 1 

25. |;t| > 4 

26. |y| m 1 


b 


FIGURA 4.1.13 Punto (a, b) para el problema 17 


En los problemas 27 a 32, calcule la distancia entre los 
puntos. 

27. A(l,2),fi(-3,4) 

28. A( — 1, 3), B(5, 0) 

29. A(2, 4), B( —4, —4) 
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30. A(-12, -3),B(-5, -7) 

31. A(-|, 1),B(|, -2) 

32. A( — f,4), B( — f, — l) 

En los problemas 33 a 36, determine si los puntos A,ByC 
son vertices de un triangulo rectangulo. 

33. A(8, 1),B( — 3, -1),C(10, 5) 

34. A(-2, -1),B(8,2),C(1, -11) 

35. A(2,8),B(0, -3),C(6,5) 

36. A(4,0),B(1, 1),C(2,3) 

37. Determine si los puntos A(0, 0), B( 3, 4) y C(7, 7) son 
vertices de un triangulo isosceles. 

38. Determine todos los puntos del eje y que esten a 5 unida- 
des del punto (4, 4). 

39. Se tiene el segmento de recta que une A(— 1, 2) con 
B(3,4). 

a ) Encuentre una ecuacion que exprese el hecho que un 
punto P(x, y ) sea equidistante de A y de B. 

b) Defina geometricamente el conjunto de puntos que 
describe la ecuacion del inciso a). 

40. Use la formula de la distancia para determinar si los pun- 
tos A( — 1, —5), B{ 2, 4) y C(4, 10) estan en una recta. 

41. Determine todos los puntos cuya abscisa sea 6, tales que 
la distancia de cada punto a ( — 1, 2) es V85 . 

42. ^Cual de los puntos (l/ V2, 1/ V2) o(0.25, 0.97) esta 
mas cerca del origen? 

En los problemas 43 a 48, determine el punto medio del seg- 
mento de recta que une los puntos Ay B. 

43. A(4, 1),B(— 2,4) 

44. A(|, l), B(l, —3) 

45. A( — 1,0),B(— 8,5) 

46. A(|, — !), B( — |, l) 

47. A(2a,3b),B(4a,-6b) 

48. A(x,x),B{-x, x + 2) 

En los problemas 49 a 52, determine el punto B si M es el 
punto medio del segmento de recta que une los puntos Ay B. 

49. A(— 2, 1),M(|,0) 

50. A(4,^),M(7, -f) 

51. A(5,8),M(-1, -1) 

52. A( — 10,2),M(5, 1) 

53. Calcule la distancia del punto medio del segmento de recta 
que une A( — 1 , 3) con B (3 , 5), al punto medio del segmento 
de recta que une C(4, 6) con D(— 2, — 10). 


54. Determine todos los puntos del eje x que esten a 3 unida- 
des del punto medio del segmento de recta que une a (5, 
2) con (-5, -6). 

55. El eje x es la perpendicular que pasa por el punto medio 
(mediatriz) del segmento de recta que pasa por A (2, 5) y 
B(x, y). Calcule xyy. 

56. En el segmento de recta que une los puntos A(0, 0) y 
B(6, 0), determine un punto C(x, y) en el primer cuadrante, 
tal que A,ByC sean vertices de un triangulo equilatero. 

57. Determine los puntos P\(x\, yi), P4x 2 , y 2) y B 3 (x 3 , y 3 ) en el 
segmento de recta que une A (3, 6) con B{5, 8), y que divi- 
dan al segmento de recta en cuatro partes iguales. 


= Aplicaciones diversas 

58. Camino a Chicago Las ciudades de Kansas City y 
Chicago no estan unidas directamente por una carretera 
interestatal, pero cada una de ellas esta conectada con las 
ciudades de St. Louis y Des Moines (FIGURA 4.1.15). Des 
Moines esta a unas 40 millas al este, y a 180 millas al 
norte de Kansas City. St. Louis esta mas o menos a 230 
millas al este y a 40 millas al sur de Kansas City, y 
Chicago esta aproximadamente a 360 millas al este, y a 
200 millas al norte de Kansas City. Suponga que esta 
parte del Medio Oeste es un piano, y que las carreteras 
son rectas. <;,Que ruta de Kansas City a Chicago es mas 
corta; ,4a que pasa por St. Louis o la que pasa por Des 
Moines? 



= Para la discusion 

59. Los puntos A(l, 0), B(5, 0), C(4, 6) y D(8, 6) son los ver- 
tices de un paralelogramo. Indique como se puede demos- 
trar que las diagonales del paralelogramo se bisecan entre 
si. Ponga sus ideas a trabajar. 

60. Los puntos A (0, 0), B(a, 0) y C(a, b) son los vertices de un 
triangulo rectangulo. Describa como se puede demostrar 
que el punto medio de la hipotenusa equidista de los ver- 
tices. Ponga sus ideas a trabajar. 
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I I 4.2 Circulosy graficas 

■ Introduction En el capitulo 1 estudiamos las ecuaciones como dos cantidades algebrai- 
cas que implican una variable. Nuestro objetivo era hallar el conjunto solution de la ecuacion. 
Tanto en esta como en las secciones proximas estudiaremos ecuaciones con dos variables, 
digamos x y y. Una ecuacion de este tipo es sencillamente una proposition matematica que 
afirma que las cantidades que implican estas variable son iguales. En los campos de las cien- 
cias fisicas, ingenierfa y comercio, las ecuaciones en dos (o mas) son un medio de comuni- 
cacion. Por ejemplo, si un fisico desea comunicar a otro la distancia que recorre una piedra 
que se deja caer desde una gran altura durante cierto tiempo t, escribira s = 161 2 . Un mate- 
matico vera s = 1 tir 2 y de inmediato lo considerara como cierto tipo de ecuacion. La clasifi- 
cacion de una ecuacion conlleva information acerca de propiedades que comparten todas las 
ecuaciones de ese tipo. El resto de este libro se dedica a examinar diversas clases de ecua- 
ciones que contienen dos o mas variables, y a estudiar sus propiedades. A continuation 
presentamos una muestra de las ecuaciones que vera el lector: 

x = 1, x 2 + y 2 =l, y = x 2 , y = X^c, 
y = 5x - 1, y = x 3 -3x, y = 2 X , y = lnx, (1) 



■ Terminologia Una solucion de una ecuacion con dos variables x y y es un par ordenado 
de numeros (a, b ) que produce una proposition cierta cuando x = ayy = bse sustituyen en 
la ecuacion. Por ejemplo (—2, 4) es una solucion de la ecuacion y = x 2 , porque 


4 = (— 2) 2 


es una proposition cierta. Tambien se dice que las coordenadas (—2, 4) satisfacen la ecuacion. 
El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion se llama conjunto solucion. Se dice que 
dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion. Por ejemplo, veremos 
(ejemplo 4 de esta section) que la ecuacion x 2 + y 1 + 1 Ox — 2y + 17 = 0 es equivalente 
a (x + 5) 2 + (y — l) 2 = 3 2 . 

En la lista de las ecuaciones (1) el lector podra objetar que la primera ecuacion, x = 1, 
no contiene dos variables. jEs asunto de interpretation! Como no hay una dependencia expli- 
cita de y en la ecuacion, se puede interpretar que x = 1 es el conjunto 

y l {(x, y) | x = 1, donde y es cualquier numero real} 

Las soluciones de x = 1 son los pares ordenados (1, y) donde se tiene la libertad de escoger 
y en forma arbitraria, mientras sea un numero real. Por ejemplo, (1, 0) y (1, 3) son soluciones 
de la ecuacion x = 1. La grafica de una ecuacion es la representation visual, en el piano 
coordenado, del conjunto de puntos cuyas coordenadas (a, b) satisfacen la ecuacion. La gra- 
fica de x = 1 es la recta vertical que se muestra en la FIGURA 4.2.1 . 

■ Circulos Se puede usar la formula de la distancia que presentamos en la section anterior 
FIGURA 4.2.1 Grafica de la ecuacion para definir un conjunto de puntos en el piano coordenado. Uno de esos muy importantes 
x = 1 conjuntos se define como sigue. 


" '(1,3) 

(1,0) 
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Definicion 4.2.1 Circulo 

Un cfrculo es el conjunto de todos los puntos P[x, y ) en el piano coordenado que estan 
determinada distancia fija r, llamada radio, de un punto fijo dado C, llamado centro. 


Si las coordenadas del centro son C(h, k), entonces, de acuerdo con la definicion anterior, 
un punto P(x, y ) esta en un cfrculo de radio r si y solo si 

d(P, C)=r o V(x - hf + (y - kf = r 

Ya que (x — hf +(y — kf siempre es no negativo, se obtiene una ecuacion equivalente si los 
dos lados se elevan al cuadrado. Llegamos a la conclusion de que un cfrculo de radio r y 
centro C(h, k) tiene la ecuacion 

(x - h ) 2 + (y - k) 2 = r 2 (2) 

En la FIGURA 4.2.2 hemos trazado una grafica tfpica de una ecuacion con la forma de la ecua- 
cion (2). La ecuacion (2) se llama forma normal, estandar o canonica de la ecuacion de un 
cfrculo. Se ve que los sfmbolos hy ken (2) representan numeros reales, y como tales pueden 
ser positivos, cero o negativos. Cuando h = 0 y k = 0, se ve que la forma normal de la ecua- 
cion de un cfrculo con centro en el origen es (FIGURA 4.2.3) 

x 2 + y 2 = r 2 (3) 

Cuando r = 1 se dice que (2) o (3) es una ecuacion de un circulo unitario. Por ejemplo, 
x 2 + y 2 = 1 es una ecuacion de un cfrculo unitario con centro en el origen. 


HSEE1I Centro y radio 

Determine el centro y el radio del cfrculo cuya ecuacion es 

(x - 8) 2 + (y + 2) 2 = 49 (4) 


y a 



FIGURA 4.2.2 Cfrculo con radio r y 
centro en (h, k) 



Solucion Para obtener la forma normal de la ecuacion (4) se escribe como sigue: 


(x - 8) 2 + (y - (-2)) 2 = l 2 . 

Al comparar esta ultima forma (2) se identifican h = &,k = — 2 y r = 7. Asi, el cfrculo 
tiene su centro en (8, —2) y su radio es 7. = 


H3HSI3EB Ecuacion de un circulo 

Halle la ecuacion del cfrculo cuyo centro es C(— 5, 4) y cuyo radio es V2. 

Solucion Al sustituir h = — 5, i = 4 y r = V2 en la ecuacion (2) se obtiene 

(*-(-5)) 2 + (y-4) 2 = (V^) 2 o (x + 5) 2 + (y — 4) 2 = 2 = 

Ecuacion de un circulo 

Halle la ecuacion del cfrculo cuyo centro es C(4, 3) y que pasa por P( 1 , 4). 

Solucion Con h = Ay k = ?>, yde acuerdo con la ecuacion (2), 

(x - 4) 2 + (y - 3) 2 = r 2 (5) 
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y Como el punto / J (1 , 4) esta en el cfrculo, como se ve en la FIGURA 4.2.4, sus coordenadas 

deben satisfacer la ecuacion (5), esto es, 

(1 - 4) 2 + (4 - 3) 2 = r 2 o 10 = r 2 
Entonces, la ecuacion que se pide en forma normal es 

(x - 4) 2 + (y - 3) 2 =10 = 



FIGURA 4.2.4 Cfrculo del ejemplo 3 ■ Completar el cuadrado Si los terminos (x — hf y (y — k) 2 se desarrollan y se agrupan 

sus terminos semejantes, una ecuacion de un cfrculo en forma normal se puede reescribir 
como 


x 2 + y 2 + ax + by + c = 0 (6) 

Naturalmente, en esta forma no se observan el centra y el radio. Para invertir el proceso, en 
otras palabras, para pasar de (6) a la forma normal (2), se debe completar el cuadrado en x 
y en y. Recuerdese de la section 3.3 que en algebra, al sumar (a/2) 2 a una expresion como 
x 1 + ax se obtiene x 2 + ax + (all) 2 , que es el cuadrado perfecto (x + a/2) 2 . Al reordenar los 
terminos en (6), 

{x 2 + ax ) + (y 2 + by ) = -c 


y despues sumar (a/2) 2 y (b/2) 2 a los dos miembros de la ultima ecuacion, 


Los terminos en color, agregados 
dentro de los parentesis en el 
miembro izquierdo, tambien se 
agregan al mienbro derecho de la 
igualdad. Esta nueva ecuacion es 
equivalente a (6). 


► (— (f)K/^(l)KfT + (!J-^ 

y se obtiene la forma normal de la ecuacion de un cfrculo: 

(, + f) , + (r + f) , = ^-M- 2 -4c). 


El lector no debe memorizar esta ultima ecuacion. Le recomendamos que siga el proceso de 
completar el cuadrado cada vez que se le presente. 


H3HSSEQ Completar el cuadrado 

Determine el centra y el radio del cfrculo cuya ecuacion es 

x 2 + y 2 + 10* - 2y + 17 = 0 (7) 

Solution Para determinar el centra y el radio, se debe reescribir la ecuacion (7) en la 
forma normal (2). Primero, se reordenan los terminos, 

(x 2 + 10jc ) + (y 2 - 2y ) = -17. 

A continuation se completa el cuadrado en x y y sumando, respectivamente, (10/2) 2 dentro 
del primer parentesis, y (— 2/2) 2 en el segundo. Se debe hacer con cuidado, porque esos 
numeros se deben sumar en ambos miembros de la ecuacion: 

[* 2 + 10* + (f) 2 ] + [y 2 - 2y + (f)1l = -17 + (f) 2 + (f ) 2 
(x 2 + 10* + 25) + (y 2 - 2y + 1) = 9 
(* + 5) 2 + (y - l) 2 = 3 2 

De acuerdo con la ultima ecuacion, se ve que el cfrculo esta centrado en (—5, 1) y tiene 
radio 3 (FIGURA 4.2.5). = 



FIGURA 4.2.5 Cfrculo del ejemplo 4 
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Es posible que una expresion para la que se debe completar el cuadrado tenga un primer 
coeficiente distinto de 1. Por ejemplo, 

Nota: “[ 1 

3x 2 + 3 y 2 — 18x + 6y + 2 = 0 

es una ecuacion de un crrculo. Como en el ejemplo 4, se comienza reordenando la ecua- 
cion: 


{3x 2 -18* ) + (3y 2 + 6 y ) = -2. 

Sin embargo, ahora se debe dar un paso adicional antes de tratar de completar el cuadrado; 
esto es, se deben dividir ambos miembros de la ecuacion entre 3 para que los coeficientes de 
x 2 y y 1 sean 1 : 

{x 2 - 6x ) + (y 2 + 2y ) = -§. 

En este momenta ya se pueden sumar los numeros adecuados en cada conjunto de parentesis 
y tambien al miembro derecho de la igualdad. El lector debe comprobar que la forma normal 
queresultaes (x - 3) 2 + (y + l) 2 = y. 

■ Semicirculos Si se despeja y de (3), el resultado es y 2 = r 2 — x 2 o y = ±"\/r 2 — x 2 . 
Esta ultima expresion equivale a dos ecuaciones, y = Vr 2 — x 2 y y = --\/r 2 — x 1 . De 
igual manera, si se despeja x de (3), se obtiene x = \/r 2 — y 2 y x = — vV 2 — y 2 . 

Por convencion, el simbolo V - representa un a cantida d no negativa; entonces, los valo- 
res de y definidos por una ecuacion como y = Vr 2 — x 2 son no negativos. Las graficas de 
las cuatro ecuaciones indicadas en color son, a su vez, la mitad superior, mitad inferior, mitad 
derecha y mitad izquierda del circulo de la figura 4.2.3. Cada grafica de la FIGURA 4.2.6 se 
llama semicirculo. 
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■ Desigualdades Un ultimo punto acerca de los crrculos: a veces se encuentran problemas 
en los que se debe trazar el conjunto de puntos, en el piano xy, cuyas coordenadas satisfagan 
desigualdades como x 2 + y 2 <r 2 ox 2 + y 2 ^r 2 . La ecuacion x 2 + y 2 = r 2 describe el con- 
junto de puntos (x, y) cuya distancia al origen (0, 0) es exactamente r. Por consiguiente, la 
desigualdad x 2 + y 1 < r 2 describe el conjunto de puntos (x, y) cuya distancia al origen es 
menor que r. Dicho con otras palabras, los puntos (x, y) cuyas coordenadas satisfacen la 
desigualdad x 2 + y 2 < r 2 estan en el interior del cfrculo. En forma parecida, los puntos (x, y) 
cuyas coordenadas satisfacen x 1 + y 1 > r 2 estan ya sea en el cfrculo, o en el exterior de el. 

■ Graficas Es diffcil leer un periodico, o un texto cientffico o comercial, navegar por 
internet o hasta ver las noticias en TV sin observar representaciones graficas de datos. Hasta 
parece imposible ir mas alia de la primera pagina de un texto de matematicas sin ver algun 
tipo de grafica. Hay tantas y diversas cantidades relacionadas por medio de ecuaciones, y 
tantas preguntas acerca del comportamiento de las cantidades relacionadas por la ecuacion 
que se pueden contestar mediante una grafica que la destreza de graficar ecuaciones con 
rapidez y exactitud, como la destreza para manejar el algebra con rapidez y exactitud, es muy 
importante en la lista de conocimientos esenciales para el exito en un curso de matematicas. 
El resto de esta section hablaremos acerca de graficas en general, y en forma mas especffica 
acerca de dos aspectos importantes de las graficas de ecuaciones. 

■ Intersecciones Puede ser util ubicar los puntos en los que la grafica de una ecuacion 
interseca los ejes coordenados cuando se traza a mano una grafica. Las intersecciones con 
el eje x de la grafica de una ecuacion son los puntos en los que la grafica corta el eje x. Ya 
que todo punto del eje x tiene la ordenada (coordenada y) 0, las abscisas (coordenadas x) de 
esos puntos, si las hay, se pueden determinar a partir de la ecuacion dada, haciendo y = 0 y 
despejando x. A su vez, las intersecciones con el ejey de la grafica de una ecuacion son los 
puntos en los que su grafica corta el eje y. Las ordenadas de esos puntos pueden determinarse 
igualando x = 0 en la ecuacion y despejando a y (vease la FIGURA 4.2.7). 


intersecciones 



a) Cinco intersecciones b) Dos intersecciones c) La grafica no tiene intersecciones 

con los ejes con el eje y con los ejes 

FIGURA 4.2.7 Intersecciones de una grafica con los ejes coordenados 


LOESSES Intersecciones 

Determine las intersecciones con los ejes coordenados de las graficas de las ecuaciones 
siguientes: 

a) x 2 - y 2 = 9 b) y = 2X 2 + 5x - 12. 

Solution a) Para determinar las intersecciones con el eje x se hace y = 0 y se despeja 
x de la ecuacion resultante, x 2 = 9: 

x 2 - 9 = 0 o (x + 3)(x - 3) = 0 

y se obtiene x = — 3 y x = 3. Las intersecciones con el eje x de la grafica son los puntos 
(—3, 0) y (3, 0). Para calcular las intersecciones con el eje y se hace x = 0 y se resuelve 
— y 2 = 9, o y 2 = —9. Como no hay numeros reales cuyo cuadrado sea negativo, la con- 
clusion es que la grafica de la ecuacion no corta el eje y. 
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b) Si y = 0, se obtiene 2x 2 + 5x — 12 = 0. Es una ecuacion cuadratica, y se puede resol- 
ver factorizando o mediante la formula cuadratica. Con factorization se obtiene 

{x + 4)(2x - 3) = 0 

por lo que x = —4 yx = Las intersecciones con el eje x de la grafica son los puntos 
(—4, 0) y (|, 0). Ahora, sisehacequex = Oen la ecuacion y = 2X 2 + 5x — 12, deinmediato 
se obtiene y = — 12. La intersection con el eje y de la grafica es el punto (0, — 12). = 


HEHEHO Regreso al ejemplo 4 

Regresemos al cfrculo del ejemplo 4 y determinemos las coordenadas al origen a partir de 
la ecuacion (7). Al hacer que y = 0enx 2 + y 2 + 10x-2y+17 = 0y usar la formula 
cuadratica para resolver x~ + lOx +17 = 0, se ve que las intersecciones con el eje x de 
este cfrculo son ( — 5 — 2 V2 , 0) y ( — 5 + 2 V2 , 0). Si se hace que x = 0, con la formula 
cuadratica se ve que las races de la ecuacion y 2 — 2y + 17 = 0 son numeros complejos. 
Como se ve en la figura 4.2.5, el cfrculo no corta el eje y. = 


■ Simetria Una grafica tambien puede tener simetrfa. El lector ya sabra que la grafica de 
la ecuacion y = x 2 se llama parabola. En la FIGURA 4.2.8 se muestra que la grafica de y = x 2 
es simetrica respecto al eje y, porque la parte de la grafica que esta en el segundo cuadrante es 
la imagen especular (de espejo) o la reflexion respecto al eje y de esa parte de la grafica en 
el primer cuadrante. En general, una grafica es simetrica respecto al eje y si siempre que 
(x, y) es un punto de la grafica, (— x, y) tambien es un punto de ella. Note, en la figura 4.2.8, 
que los puntos (1, 1) y (2, 4) estan en la grafica. Como esta tiene simetrfa respecto del eje y, 
los puntos (—1, 1) y (—2, 4) deben estar tambien en la grafica. Se dice que una grafica es 
simetrica respecto al eje x si siempre que (x, y) es un punto de la grafica, (x, — y) tambien 
es un punto de la grafica. Por ultimo, una grafica es simetrica con respecto al origen si 
cuando (x, y) esta en la grafica, (— x, — y) tambien es un punto de la grafica. En la FIGURA 4.2.9 
se ilustran estos tres tipos de simetrfa. 



FIGURA 4.2.8 Grafica con simetrfa 
con respecto al eje y 




a) Simetria con 
respecto al eje y 

FIGURA 4.2.9 Simetrfasei 


b) Simetria con 
respecto al eje x 


c) Simetrfa con 
respecto al origen 


Observe que la grafica del cfrculo en la figura 4.2.3 tiene las tres simetrfas anteriores. 
En la practica deseamos saber si una grafica tiene alguna simetrfa antes de trazarla. Eso 
se puede saber aplicando las pruebas siguientes a la ecuacion que define la grafica. 
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Teorema 4.2.1 Pruebas de simetria 

La grafica de una ecuacion es simetrica respecto a: 

i) el ejey si al sustituir x por —x se obtiene una ecuacion equivalente; 

ii) el eje x si al sustituir y por —y se obtiene una ecuacion equivalente; 

Hi) el origen si al sustituir xyy por — x y —y se obtiene una ecuacion equivalente. 


La ventaja de usar simetrfas al graficar deberfa ser manifiesta. Por ejemplo, si la grafica 
de una ecuacion es simetrica respecto al eje x, solo se necesita trazar la grafica para y > 0, 
porque los puntos de la grafica para y < 0 se obtienen con imagenes especulares con respecto 
al eje x de los puntos en el primero y segundo cuadrantes. 

^EEEHEIl Prueba de simetria 

Reemplazando x por — x en la ecuacion y = x 2 y usando (— xf = x 2 se ve que 

y = ( —x) 2 es equivalente a y = x 2 

Esto demuestra lo que se observa en la figura 4.2.8: que la grafica de y = je 2 es simetrica 
respecto al eje y. = 

H Interseccionesy simetria 

Determine las intersecciones con los ejes y la simetria de la grafica de 

x + y 2 = 10. (8) 



FIGURA 4.2.10 Grafica de la ecua- 
cion para el ejemplo 8 


Solucion 

Intersecciones con el eje x: se hace y = 0 en la ecuacion (8) y de inmediato se obtiene 
x = 10. La grafica de la ecuacion tiene una sola intersection con el eje x, (10, 0). Cuando 
x = 0, se obtiene y 2 = 10, lo que implica que y = — VlO o y = VlO. Entonces, hay 
dos intersecciones con el eje y, (0, — VlO) y (0, VTO). 

Simetria: si se sustituye x por — x en la ecuacion (8) se obtiene — x + y 2 = 10. Este resul- 
tado no equivale a la ecuacion (8). El lector tambien debe verificar que al sustituir xyy 
por —x y —y en (8) no se obtiene una ecuacion equivalente. Sin embargo, si se sustituye 
y por —y, se encuentra que 

x + (— yf = 10 es equivalente a x + y 2 = 10 
Entonces, la grafica de la ecuacion es simetrica respecto al eje x. 

Grafica: en la grafica de la ecuacion que se muestra en la FIGURA 4.2.10, las intersecciones 
se indican y se debe notar la simetria respecto al eje x. = 


Ejercicios 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados empiezan en la pagina RESP-9. 


En los problemas 1 a 6, determine el centra y el radio de cada 
circulo. Trace su grafica. 

1. x 2 + y 2 = 5 

2. x 2 + y 2 = 9 

3. x 2 + (y- 3) 2 = 49 


4. (x + 2) 2 + y 2 = 36 

5- (* - \Y + (y - !) 2 = 1 

6. (jc + 3) 2 + (y - 5) 2 = 25 
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En los problemas 7 a 14, complete el cuadrado en x y y para 
determinar el centra y el radio de cada clrculo. 

7. x 2 + y 2 + 8y = 0 

8. x 2 + y 2 - 6x = 0 

9. x 2 + y 2 + 2x - 4y - 4 = 0 

10. x 2 + y 2 - 18* - 6y - 10 = 0 

11. x 2 + y 2 - 20x + 16y + 128 = 0 

12. x 2 + y 2 + 3x — \6y + 63 = 0 

13. 2x 2 + 2y 2 + 4x + I6y + 1 = 0 

14. i* 2 + \y 2 + \x + lOy + 5 = 0 


En los problemas 35 y 36, determine las intersecciones con 
los ejes del clrculo dado. 

35. el clrculo con centra (3, — 6) y radio 7 

36. el clrculo x 2 + y 2 + 5x-6y = 0 

En los problemas 37 a 62, determine las intersecciones con 
los ejes de la grafica de la ecuacion indicada. Establezca si la 
grafica de la ecuacion tiene simetrla respecto al eje x, al eje y 
o al origen. No trace la grafica. 

37. y = -3* 

38. y - 2x = 0 

39. -x + 2y = 1 


En los problemas 15 a 24, deduzca una ecuacion del clrculo 
que satisfaga las condiciones indicadas. 

15. centra (0, 0), radio 1 

16. centra (1, —3), radio 5 

17. centra (0, 2), radio V2 

18. centra (-9, -4), radio § 

19. extremos de un diametro en (— 1, 4) y (3, 8) 

20. extremos de un diametro en (4, 2) y (— 3, 5) 

21. centra (0, 0); la grafica pasa por (—1, —2) 

22. centra (4, —5); la grafica pasa por (7, —3) 

23. centra (5, 6); la grafica es tangente al eje * 

24. centra (—4, 3); la grafica es tangente al eje y 

En los problemas 25 a 28, trace el semiclrculo definido por la 
ecuacion indicada. 



27. * = Vl - (y - l ) 2 

28. y = -V9 - (jc - 3) 2 

29. Halle la ecuacion de la mitad superior del clrculo x 2 + 
(y — 3) 2 = 4. Repita lo anterior con respecto a la mitad 
derecha del clrculo. 

30. Halle la ecuacion de la mitad inferior del clrculo (x — 5) 2 
+ (y — l) 2 = 9. Repita lo anterior con respecto a la mitad 
izquierda del clrculo. 

En los problemas 3 1 a 34, trace el conjunto de puntos en el 

piano xy, cuyas coordenadas satisfagan la desigualdad dada. 

31. x 2 + y 2 > 9 

32. (x - l) 2 + (y + 5) 2 < 25 

33. 1 < x 2 + y 2 < 4 

34. x 2 + y 2 > 2y 


_ (x + 2)(* - 8) 


En los problemas 63 a 66 establezca todas las simetrlas que 
tenga la grafica indicada. 
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68. La grafica es simetrica respecto al eje x. 



FIGURA 4.2.11 Grafica 
para el problema 63 



FIGURA 4.2.12 Grafica 
para el problema 64 



FIGURA 4.2.16 Grafica 
para el problema 68 


69. La grafica es simetrica respecto al origen. 

yn 




FIGURA 4.2.17 Grafica 
para el problema 69 

FIGURA 4.2.13 Grafica 
para el problema 65 

70. La grafica es simetrica respecto al eje y. 



66. y, 



FIGURA 4.2.14 Grafica 
para el problema 66 



FIGURA 4.2.18 Grafica 
para el problema 70 


En los problemas 67 a 72, use la simetrfa para completar la 
grafica dada. 

67. La grafica es simetrica respecto al eje y. 



FIGURA 4.2.15 Grafica 
para el problema 67 


71. La grafica es simetrica respecto a los ejes x y y. 




FIGURA 4.2.19 Grafica 
para el problema 71 
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72. La grafica es simetrica respecto al origen. 


74. a) El radio del tirculo en la FIGURA 4.2.21a) es r. ^Cual es 
su ecuacion en la forma normal? 



para el problema 72 a > b > 

FIGURA 4.2.21 Graficas del problema 74 


= Para la discusion 

73. Diga si la afirmacion siguiente es verdadera o falsa. Res- 
palde su respuesta. 

Si una grafica tiene dos de las tres simetrias defi- 
nidas en la pagina 178, por necesidad poseera la 
tercera simetria. 


75. Diga si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa: 

Toda ecuacion de la forma x 2 + y 2 + ax + by + c 
= 0 es un circulo. 


| | 4.3 Ecuaciones de rectas 


■ Introduction Dos puntos distintos cualesquiera en el piano xy determinan una linea recta 
unica. Nuestro objetivo en esta section es hallar ecuaciones de rectas. El concepto funda- 
mental para plantear estas ecuaciones es la pendiente de una recta. 

■ Pendiente Si Pi{x\, y \ ) y P 2 (x 2 , yf) son dos puntos tales que X\ + x 2 , entonces el 
numero 


m _ ^2 ~ yi 


X 2 - X\ 


( 1 ) 


se denomina pendiente de la recta determinada por estos dos puntos. Se acostumbra decir 
que y 2 ~ y\ es el cambio en y o crecimiento de la recta; x 2 — X| es el cambio en jc o el 
recorrido de la recta. Por tanto, la pendiente (1) de una recta es [figura 4.3.1a)] 


_ crecimiento ^ 

recorrido 

Dos puntos cualesquiera de una recta determinan la misma pendiente. Para entender por que 
sucede asf, considere los dos triangulos rectangulos semejantes de la figura 4.3.1b). Puesto 
que sabemos que las razones de los lados correspondientes en triangulos semejantes son 
iguales, tenemos 


yi ~ yi _ y4 ~ y3 

X 2 — X 1 X 4 — xf 

De ahf que la pendiente de una recta sea independiente de la selection de puntos en la 
recta. 




FIGURA 4.3.1 Pendiente de una recta 


4.3 Ecuaciones de rectas 


183 


En la FIGURA 4.3.2 comparamos las graficas de rectas con pendientes positiva, negativa, 
cero e indefinida. En la figura 4.3.2a) vemos, de izquierda a derecha, que una recta con pen- 
diente positiva (m > 0) se eleva conforme x aumenta. En la figura 4.3.2 b) se muestra que una 
recta con pendiente negativa (m < 0) desciende a medida que x aumenta. Si P\(x t , y{) y 
P 2 fe. yi) son puntos sobre una recta horizontal, entonces y\ = y 2 y por tanto su elevacion es 
y 2 — yi = 0. En consecuencia, por (1) tenemos que la pendiente es cero ( m = 0) [figura 
4.3.2c)]. Si P\{x\, >’|) y P 2 (;r 2 , y 2 ) son puntos sobre una recta vertical, entonces Xj = x 2 y, por 
ende, el recorrido es x 2 — X\ = 0. En este caso, decimos que la pendiente de la recta es inde- 
finida o que la recta no tiene pendiente [figura 4. 3. 2d)]. 




y, 

(*i.yt) 

y. 

(%yt) 


(*t’ y 2 ) 

Recorrido = 0 

(W 


Crecimiento = 0 






a) m > 0 


b)m< 0 


c)m = 0 


d) m indefinida 


FIGURA 4.3.2 Rectas con pendiente a)-c); recta sin pendiente d) 


En general, puesto que 

yi - yi = — Oi ~ ya) = yi - y2 

X2-X1 - (Xj - x 2 ) X 1 -x 2 ’ 

no importa cual de los puntos se llame P\(x\, y{) y cual se llame P 2 ( x 2^ >'2) en (1). 



fTUTSTl Grafica y pendiente 


Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos (—2, 6) y (3, —4). Trace la 
recta. 

Solucion Sea (-2, 6) el punto P\(x u y,) y (3, 4) el punto P 2 (x 2 , y2)- La pendiente de la 
recta que pasa por estos puntos es 

yi ~ yi -4-6 


' P2O’ _ 4) ' 

FIGURA 4.3.3 Recta para el ejem- 


X2 — X\ 3 - (-2) 

-10 


Asf, la pendiente es —2 y la recta que pasa por P l y P 2 se muestra en la FIGURA 4.3.3. = 

■ Ecuacion punto-pendiente Ahora estamos en condiciones de plantear la ecuacion de una 
recta L. Para empezar, suponga que L tiene pendiente m y que P\{x\, yi) esta en la recta. Si 
P(x, y) representa cualquier otro punto en L, entonces (1) da 


A1 multiplicar ambos miembros de esta igualdad por x — X\ se obtiene una ecuacion impor- 
tante. 


Teorema 4.3.1 Ecuacion punto-pendiente 

La ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por P\(x\, yi) con pendiente m es 

y-y l = m{x- jq) (3) 
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Ecuacion punto-pendiente 

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (— j, 2), con pendiente 6 . 
Solucion Sea m = 6 , x\ = — \ y yi = 2; a partir de (3) obtenemos 

j-2 = 6[*-(4)]. 


Simplificamos y obtenemos 

y — 2 = 6(x + |) o y = 6x + 5. = 

Ecuacion punto-pendiente 

Halle la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4, 3) y (—2, 5). 

Solucion Primero calculamos la pendiente de la recta que pasa por los puntos. Segun 

( 1 ), 


- 3 _2_ 

-2 - 4 -6 “ 3' 


La ecuacion punto-pendiente (3) da entonces ^ 

k ley distnbutiva 

„ 1 1 13 

>•-3 = ~-(x - 4) o y = --x + 

■ Ecuacion pendiente-interseccion Toda recta con pendiente (es decir, cualquier recta 
que no sea vertical) debe cruzar necesariamente el eje y. Si esta interseccion con el eje y es 
(0, b), con X\ = 0, yi = b, la forma punto-pendiente (3) da y — b = mix — 0). Esta ultima 
ecuacion se simplifica al resultado presentado a continuacion. 


La ley distributiva 

es la causa de muchos errores en 
los examenes de los estudiantes. 
Un error comun es el siguiente: 
~(2x -3) = -2x-3 
El resultado correcto es: 

—(2x - 3) = — 3) 

= (-1)2*- t— 1)3 
= -2* + 3 


Teorema 4.3.2 Ecuacion pendiente-interseccion 

La ecuacion pendiente-interseccion de la recta con pendiente m e interseccion con el eje 
y ( 0 , b) es 

y = mx + b (4) 


Cuando b = 0 en (4), la ecuacion y = mx representa una familia de rectas que pasan por 
el origen (0, 0). En la FIGURA 4.3.4 hemos trazado algunos de los miembros de esa familia. 


y 


y, 



FIGURA 4.3.4 Las rectas que pasan 
por el origen son y = mx 

Regreso al ejemplo 3 

Tambien podemos usar la forma pendiente-interseccion (4) para obtener una ecuacion de 
la recta que pasa por los dos puntos del ejemplo 3. Igual que en ese ejemplo, para empezar 
calculamos la pendiente m = — 3 . La ecuacion de la recta es y = —\x + b. La sustitucion 
de las coordenadas de cualquiera de los dos puntos (4, 3) o (—2, 5) en la ultima ecuacion 
nos permite determinar b. Si usamos x = 4 y y = 3, entonces 3 = — \ - A + by, en con- 
secuencia, b = 3 + f = y. La ecuacion de la recta es y — — | x + y . = 


■ Rectas horizontales y verticales En la figura 4.3.2c) vimos que una recta horizontal tiene 
pendiente m = 0. La ecuacion de una recta horizontal que pasa por un punto (a, b) puede 
obtenerse a partir de (3), es decir, y — b = 0(x — a) o y = b. 
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y. 


y = -l (3,-1) 


FIGURA 4.3.5 Rectas horizontal y 
vertical del ejemplo 5 


Teorema 4.3.3 Ecuacion de una recta horizontal 

La ecuacion de una recta horizontal con interseccion con el eje y en (0, b) es 

y = b (5) 


Una recta vertical que pasa por (a, b) tiene pendiente indefinida y todos los puntos que la 
forman tienen la misma coordenada x. La ecuacion de una recta vertical es como se expone 
a continuacion. 


Teorema 4.3.4 Ecuacion de una recta vertical 

La ecuacion de una recta vertical con interseccion con el eje x en (a, 0) es 


( 6 ) 


Rectas verticalesy horizontales 

Halle las ecuaciones de las rectas vertical y horizontal que pasan por (3, —1). Grafique 
esas rectas. 

Solucion Todo punto en la recta vertical que cruza (3, — 1) tiene 3 como coordenada x. 
La ecuacion de esta recta es x = 3. Del mismo modo, todo punto en la recta horizontal que 
pasa por (3, — 1) tiene — 1 como coordenada y. La ecuacion de esta recta es y = — 1 . La 
grafica de estas dos rectas se presenta en la FIGURA 4.3.5. = 


■ Ecuacion lineal Las ecuaciones (3), (4), (5) y (6) son casos especiales de la ecuacion 
lineal general en dos variables x y y 

ax + by + c = 0 (7) 


donde ay b son constantes reales y las dos no son cero al mismo tiempo. La caracterfstica 
por la que (7) se llama lineal es que las variables x y y aparecen solo a la primera potencia. 
Observe que 


a = 0, b =h 0, da y = 
a + 0, b = 0, da x = 
a * 0, b + 0, da y = 


in pendiente diferente de ct 


^EEEHEQ Pendiente e interseccion con el eje y 

Calcule la pendiente y la interseccion con el eje y de la recta 3x — ly + 5 = 0. 

Solucion Despejamos y de la ecuacion: 

3x — 7y + 5 = 0 

7y = 3x + 5 
3 5 

y ~i x + r 

Comparando la ultima ecuacion con (4) vemos que la pendiente de la recta es m = f y la 
interseccion con y es (0, §). = 


Si las intersecciones con los ejes x y en y son distintas, podemos graficar la recta mediante 
los puntos correspondientes en dichos ejes. 
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M3EEEEH Grafica de una ecuacion lineal 

Grafique la ecuacion lineal 3x — 2y + 8 = 0. 

Solucion No hay necesidad de reescribir la ecuacion lineal en la forma y = mx + b\ 
simplemente buscamos las intersecciones con los ejes: 

Intersection con el eje y: se establece x = 0 para obtener —2y + 8 = 0, o y = 4. La 
interseccion con el eje y es (0, 4). 

Intersection con el eje x: se establece y = 0 para obtener 3x + 8 = 0, o x = — La 
interseccion con el eje x es (— f, 0 ). 

Como se muestra en la FIGURA 4.3.6, la recta se traza a traves de las dos intersecciones 
(0, 4) y (— §, 0). = 

■ Rectas paralelas y perpendiculares Suponga que L { y L 2 son dos rectas y ambas tienen 
pendiente. Este supuesto implica que ni L x ni L 2 son rectas verticales. Entonces, por necesidad, 
L x y L 2 son paralelas o se intersecan. Si se intersecan en angulo recto, se dice que son per- 
pendiculares. Para determinar si dos rectas son paralelas o perpendiculares se examinan 
sus pendientes. 


Teorema 4.3.5 Rectas paralelas y perpendiculares 

Si L x y L 2 son rectas con pendientes m l y m 2 , respectivamente, entonces 

i ) L, es paralela a L 2 si y solo si m ] = m 2 . 

ii ) L\ es perpendicular a L 2 si y solo si m x m 2 = — 1 . 


Hay varias formas de comprobar los dos incisos del teorema 4.3.5. La comprobacion del 
inciso i) se obtiene usando triangulos rectangulos semejantes, como en la FIGURA 4.3.7, y el 
hecho de que las razones de los lados correspondientes de dichos triangulos son iguales. 
Dejamos la demostracion del inciso ii) como ejercicio para el lector (veanse los problemas 
49 y 50 de los ejercicios 4.3). Tenga en cuenta que la condition m x m 2 = — 1 implica que 
m 2 = — 1 /m | , es decir, las pendientes son retiprocos negativos. Una recta horizontal y = by 
una recta vertical x = a son perpendiculares, pero la segunda es una recta sin pendiente. 

H3E2SEE1 Rectas paralelas 

Las ecuaciones lineales 3x + y = 2 y 6 x + 2y = 15 pueden reescribirse en las formas 
pendiente-interseccion 

y = —3x + 2 y y = ~3x + y, 

respectivamente. Como se destaca en color en la recta anterior, la pendiente de cada recta 
es — 3. Por tanto, las rectas son paralelas. Las graficas de estas ecuaciones se presentan en 

la FIGURA 4.3.8. = 

Rectas perpendiculares 

Obtenga la ecuacion de la recta que pasa por (0, — 3) y es perpendicular a la grafica de 
4x — 3y + 6 = 0. 

Solucion Expresamos la ecuacion lineal dada en forma pendiente-interseccion: 

4x — 3y + 6 = 0 implica que 3y = 4x + 6 

Dividimos entre 3 para obtener y = \x + 2. Esta recta, cuya grafica aparece en azul en la 
FIGURA 4.3.9, tiene pendiente f. La pendiente de cualquier recta perpendicular a la primera 
es el retiproco negativo de 5 , es decir, — 5 . Como (0, —3) es la interseccion con el eje y de 
la recta requerida, a partir de (4) se desprende que su ecuacion es y — — \x — 3. La grafica 
de esta ultima ecuacion es la recta roja de la figura 4.3.9. = 



3x - 2y + 8 = 0 

FIGURA 4.3.6 Recta del ejemplo 7 



rectas paralelas 



FIGURA 4.3.7 Rectas paralelas 



FIGURA 4.3.8 Rectas paralelas del 
ejemplo 8 



FIGURA 4.3.9 Rectas perpendicu- 
lares del ejemplo 9 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-10. 


En los problemas 1 a 6, halle la pendiente de la recta que pasa 
por los puntos dados. Grafique la recta a traves de los puntos. 

1. (3, -7), (1, 0) 

2. (-4,-1), (1,-1) 

3. (5, 2), (4, -3) 

4. (1,4), (6, -2) 

5. (-1,2), (3, -2) 

6. (8, 4), (2, |) 

En los problemas 7 y 8, use la grafica de la recta para estimar 
la pendiente. 



En los problemas 9 a 16, calcule la pendiente y las intersec- 
ciones con los ejes x y y de la recta. Grafique esta. 

9. 3x - 4y + 12 = 0 

10. jx - 3y = 3 

11. 2x — 3y = 9 

12. -4x — 2y + 6 = 0 

13. 2x + 5y — 8 = 0 



15. y + \x = 1 

16. y = 2x + 6 


En los problemas 17 a 22, halle la ecuacion de la recta que 
pasa por (1,2) con la pendiente indicada. 

17. 1 

18. i 

19. 0 

20. -2 

21. -1 

22. indefinida 

En los problemas 23 a 36, encuentre una ecuacion de la recta 
que satisfaga las condiciones dadas. 

23. Pasa por (2, 3) y (6, —5). 

24. Pasa por (5, — 6) y (4, 0). 

25. Pasa por (8, 1) y (—3, 1). 

26. Pasa por (2, 2) y (—2, —2). 

27. Pasa por (-2, 0) y (—2, 6). 

28. Pasa por (0, 0) y (a, b ). 

29. Pasa por (-2, 4) y es paralela a 3x + y — 5 = 0. 

30. Pasa por (1, —3) y es paralela a 2x — 5y + 4 = 0. 

31. Pasa por (5, —7) y es paralela al eje y. 

32. Pasa por el origen y es paralela a la recta que pasa por (1, 
0) y (-2, 6). 

33. Pasa por (2, 3) y es perpendicular a x — 4y + 1 = 0. 

34. Pasa por (0, — 2) y es perpendicular a 3x + 4y + 5 = 0. 

35. Pasa por (—5, — 4) y es perpendicular a la recta que pasa 
por (1, 1) y (3, 11). 

36. Pasa por el origen y es perpendicular a todas las rectas con 
pendiente 2. 

En los problemas 37 a 40, determine cual de las rectas dadas 
son paralelas y cuales son perpendiculares. 

37. a) 3x — 5y + 9 = 0 

b) 5x= — 3y 

c ) —3x + 5y = 2 

d) 3x + 5y + 4 = 0 

e ) — 5x - 3y + 8 = 0 
/) 5x - 3y - 2 = 0 

38. a) 2x + 4y + 3 = 0 

b ) lx — y = 2 

c ) x + 9 = 0 

d) x = 4 
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e) y - 6 = 0 
/) -x-2y + 6 = 0 

39. a) 3* — y - 1 = 0 

b) x-3y + 9 = 0 

c ) 3x + y = 0 

d) x + 3y=l 

e ) 6.x - 3y + 10 = 0 
/) x + 2y=-8 

40. a) y + 5 = 0 

b) x = l 

c ) 4* + 6y = 3 

<0 12x - 9y + 7 = 0 
e) 2x — 3y — 2 = 0 
/) 3x + 4y — 1 1 = 0 

41 . Halle una ecuacion de la recta L que se ilustra en la FI G U R A 
4.3.12, si una ecuacion de la curva azul es y = x 2 + 1. 



problema 41 

42. La tangente de un circulo se define como la lmea recta 
que toca el circulo en un solo punto P. Halle la ecuacion 
de la tangente L que se muestra en la FIGURA 4.3.13. 



FIGURA 4.3.13 Circulo y tangente 
para el problema 42 

= Para la discusion 

43. qComo hallana una ecuacion de la recta que es la bisectriz 
perpendicular del segmento de recta que pasa por (|, 10) 

y (! 4)? 


44. Usando solo los conceptos de esta seccion, ^como demos- 
trana o refutaria que un triangulo con vertices (2, 3), (—1, 
— 3) y (4, 2) es rectangulo? 

45. Usando solo los conceptos de esta seccion, ^como demos- 
traria o refutaria que el cuadrilatero con vertices (0, 4), 
(—1, 3), (—2, 8) y (-3, 7) es un paralelogramo? 

46. Si C es una constante real arbitraria, se dice que una ecua- 
cion como 2x — 3y = C define una familia de rectas. 
Seleccione cuatro valores de C y trace las rectas corres- 
pondientes en los mismos ejes de coordenadas. /,Que es 
verdadero sobre las rectas que forman parte de esta fami- 
lia? 

47. Halle las ecuaciones de las rectas que pasan por (0, 4) que 
son tangentes al circulo x 2 + y 1 = 4. 

48. En la recta ax + by + c = 0, /,que se puede decir sobre a, 
by c si 

a) la recta pasa por el origen? 

b ) la pendiente de la recta es 0? 

c) la pendiente de la recta es indefinida? 


En los problemas 49 y 50, para demostrar el inciso ii) del teo- 
rema 4.3.5 hay que probar dos cosas: la parte correspondiente 
a solo si (problema 49) y despues, la parte correspondiente a 
si (problema 50) del teorema. 

49. En la FIGURA 4.3.14, sin perdida de generalidad, hemos 
supuesto que dos rectas perpendiculares, y = m.\x, m\ > 
0, y y = m 2 x, m 2 < 0, se intersecan en el origen. Use la 
informacion de la figura para demostrar la parte solo si: 

Si Lj y L 2 son rectas perpendiculares con pendientes 
m i y m 2> cntonces m.jm 2 = ~ I. 

50. Invierta el argumento del problema 49 para demostrar la 
parte si: 

Si Lj y L 2 son rectas con pendientes m 1 y m 2 , de 
modo que m;m 2 = — 1, entonces L, y L 2 son perpen- 
diculares. 



FIGURA 4.3.14 Rectas que pasan por 
el origen para los problemas 49 y 50 
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I I 4.4 Variacion 

■ Introduction En muchas disciplinas, una description matematica por medio de una 
ecuacion, es decir, un modelo matematico de un problema real puede elaborarse con el 
concepto de proporcionalidad. Por ejemplo, en un modelo de una poblacion creciente (por 
citar un caso, bacterias), se supone que la tasa de crecimiento en el tiempo t es directamente 
proporcional a la poblacion en ese tiempo. Si R representa la tasa de crecimiento y P la 
poblacion, la oration anterior se traduce en 

R*P ( 1 ) 

donde el simbolo se lee “es proporcional a”. La proposition matematica en (1) es un ejem- 
plo de una variacion. En esta section examinamos cuatro tipos de variacion: directa, 
inversa, conjunta y combinada, cada uno de los cuales produce una ecuacion en dos o mas 
variables. 

■ Variacion directa Comenzamos con la definition formal de variacion directa. 


Definition 4.4.1 Variacion directa 

Una cantidad y varia directamente, o es directamente proporcional a una cantidad x si 
existe un numero k diferente de cero tal que 

y = kx (2) 


En (2) decimos que el numero k es la constante de proporcionalidad. A1 comparar de 
(2) con la figura 4.3.4 sabemos que la grafica de cualquier ecuacion de la forma dada en (2) 
es una recta que pasa por el origen y tiene pendiente k. En la FIGURA 4.4.1 se ilustra la grafica 
de (2) cuando k > 0 y x > 0. 

Por supuesto, con frecuencia en (2) se usan otros simbolos diferentes de x y y. En el 
estudio de resortes en ffsica se supone que la fuerza F requerida para mantener un resorte 
estirado x unidades mas alia de su longitud natural, o sin estirar, es directamente proporcional 
al alargamiento de x, es decir (figura 4.4.2), 

F = kx (3) 

El resultado de (3) se conoce como la ley de Hooke en honor del irascible fisico ingles Robert 
Hooke (1635-1703). 



FIGURA 4.4.1 Grafica de y = kx, 
con k > 0 y x > 0 


Longitud 

natural 






La fuerza e: 
F=kx 


0 , x 

Alargamiento 


FIGURA 4.4.2 Resorte estirado 
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M3M3EH Ley de Hooke 


Un resorte cuya longitud natural es \ de pie se estira 1 pulgada al aplicar una fuerza de 30 
libras. <jCuanta fuerza se necesita para estirar el resorte a una longitud de 1 pie? 

Solucion El alargamiento de 1 pulgada equivale a l 2 - En consecuencia, por (2) tenemos 
que 

30 = k(j2) o k = 360 lb/ft 

Por tanto, F = 360x. Cuando el resorte se estira a una longitud de 1 pie, su alargamiento es de 
1 — 5 = 4 de pie. La fuerza necesaria para estirar el resorte a una longitud de 1 pie es 

F = 360 ■ 1 = 270 libras = 

Una cantidad tambien puede ser proporcional a una potencia de otra cantidad. En gene- 
ral, decimos que y varfa directamente con la potencia n-esima de x, o que es directamente 
proporcional a x", si existe una constante k tal que 

y = kx n , con n > 0 (4) 

La potencia n en (4) no tiene que ser un entero. 


HEH3250I Variacion directa 

a) La circunferencia C de un cfrculo es directamente proporcional a su radio r. Si k es la 
constante de proporcionalidad, entonces por (2) podemos escribir C = kr. 

b ) El area A de un cfrculo es directamente proporcional al cuadrado de su radio r. Si k es 
la constante de proporcionalidad, entonces por (4) A = kr 2 . 

c ) El volumen V de una esfera es directamente proporcional al cubo de su radio r. Si k es 

la constante de proporcionalidad, entonces por (4) V = kr 3 . = 

En geometrfa aprendimos que en el inciso a) del ejemplo 2, k = 2 77; en el inciso b), 
k = 7T, y en el inciso c), k = 4-77/3 . 

MSHSEIjll Variacion directa 

Suponga que y es directamente proporcional a x 3 . Si y = 4 cuando x = 2, ( ;que valor tiene 
y cuando x = 4? 

Solucion Por (3), escribimos y = kx\ Por sustitucion dey = 4yx = 2en esta ecuacion, 
obtenemos la constante de proporcionalidad k, puesto que 4 = k ■ 8 implica que k = \. Por 
tanto, y = \ x 3 . Por ultimo, cuando x = 4, tenemos que y = \ ■ 4 3 , o y = 32. = 

■ Variacion inversa Decimos que una cantidad y varfa inversamente con x si es propor- 
cional al recfproco de x. A continuacion se presenta la definition formal de este concepto. 


Definition 4.4.2 Variacion inversa 


Una cantidad y varfa inversamente, o es inversamente proporcional a una cantidad x si 
existe un numero k diferente de cero tal que 


y 


k 


(4) 


Tenga en cuenta en (4) que si la magnitud de una de las cantidades, por ejemplo x, 
aumenta, entonces en igual medida se reduce la magnitud de la cantidad y. Por otra parte, si 
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con t>0,i£0 


el valor de x es pequeno en magnitud, el valor de y sera grande en magnitud. Esto se observa 
claramente en la grafica que se presenta en la FIGURA 4.4.3 para x > 0. 

Otra forma de (4) es xy = k. En el estudio de los gases, la ley de Boyle establece que el 
producto de la presion P de un gas ideal y el volumen V ocupado por dicho gas satisface PV 
= k. En otras palabras, P es inversamente proporcional a V. Si el volumen V de un recipiente 
que contiene un gas ideal se reduce, necesariamente la presion que ejerce dicho gas sobre las 
paredes interiores del recipiente aumenta. 

En general, decimos que y varfa inversamente, o es inversamente proporcional a la 
n-esima potencia de x si existe una constante k tal que 
k 

y = — = kx~ n , con n > 0 


■ Variacion conjunta y combinada Una variable puede ser directamente proporcional 
los productos de las potencias de diversas variables. Si la variable z esta dada por 


z = kx^y n , con m > 0 y n > 0 


(5) 


decimos que z varia conjuntamente con la m-esima potencia de x y la n-esima potencia de 
y, o que z es conjuntamente proporcional a x m y y". Desde luego, el concepto de variacion 
conjunta expresado en (5) puede extenderse a productos de potencias de mas de dos variables. 
Ademas, una cantidad puede ser directamente proporcional a varias variables e inversamente 
proporcional a otras variables. Este tipo de variacion se llama variacion combinada. 


Variacion conjunta 



a) Cilindro 
circular recto 


b) Cono circular 


Considere el cilindro circular recto y el cono circular recto que se muestran en la FIGURA 
4.4.4. El volumen V de cada uno es conjuntamente proporcional al cuadrado de su radio r 
y su altura h. Es decir, 

Vcilindro = kir 2 h y V cono = k 2 r 2 h 

Las constantes de proporcionalidad son k\ = tt y k 2 = 77/3. Asi, los volumenes son: 

VciHndro = irr 2 h y V cono = jr 2 h. = 


FIGURA 4.4.4 Cono y cilindro del 
ejemplo 4 



FIGURA 4.4.5 Barco del ejemplo 5 


Variacion conjunta 

La resistencia hidrodinamica D a un barco que se desplaza por el agua es conjuntamente 
proporcional a la densidad p del agua, el area A de la parte mojada del casco de la nave y 
el cuadrado de la velocidad de esta v. Esto es, 

D = kpAv 2 (6) 

donde k es la constante de proporcionalidad (FIGURA 4.4.5). = 


La misma relacion (6) puede usarse a veces para determinar la fuerza de friction que 
actua sobre un objeto que se desplaza por el aire. 


Variacion combinada 

La ley de la Gravitation Universal de Newton es un buen ejemplo de variacion combi- 
nada: 


La Juerza que ejerce una masa puntual en el universo sobre otra con masa puntual 
es directamente proporcional al producto de las dos masas, e inversamente propor- 
cional al cuadrado de la distancia que las separa. 
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Si, como se muestra en la FIGURA 4.4.6, representamos las masas con ni\ y m 2 , la distancia 
entre las masas con r, el cuadrado de la distancia con r 2 , la magnitud comun de los vec- 
tores de fuerza Fj y F 2 con F, y k la constante de proporcionalidad, la interpretation 
simbolica del parrafo anterior es 


h- 


© 


-H 



F = 


FIGURA 4.4.6 Fuerza gravitacional 
del ejemplo 6 


La constante de proporcionalidad k del ejemplo 6 suele denotarse con el sfmbolo G y 
conoce como constante de la gravitacional universal. 


Ejercicios 


Las respuestas de problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-10. 


1. Suponga que y varfa directamente con el cuadrado de x. 
Si y = 3 cuando x = 1, ^que valor tiene y cuando x = 2? 

2. Suponga que y es directamente proporcional a la rafz cua- 
drada de x. Si y = 4 cuando x = 16, ^que valor tiene y 
cuando x = 25? 

3. Suponga que w es inversamente proporcional a la rafz 
cubica de t. Si w = 2 cuando t = 27, <jque valor tiene w 
cuando t = 8? 

4. Suponga que s varfa inversamente con el cuadrado de r. 
Si se triplica el valor de r, ^cual sera el efecto en ,s ? 

5. a) Suponga que una fuerza de 10 libras estira un resorte 

3 pulgadas mas alia de su longitud natural. Encuentre 
la formula de la fuerza F que se requiere para estirar 
el resorte x pies mas alia de su longitud natural. 
b ) Determine cuanto se estirara el resorte si se le aplica 
una fuerza de 50 libras. 

6 . Un resorte cuya longitud natural de 1 pie se estira f de pie 
mediante una fuerza de 100 libras. <jCuanta fuerza se nece- 
sita para estirar el resorte hasta una longitud de 2.5 pies? 


= Aplicaciones diversas 

7. Piedra en caida La distancia s que una piedra recorre 
cuando se le deja caer desde un edificio muy alto es pro- 
porcional al cuadrado del tiempo t en vuelo. Si la piedra 
cae 64 pies en 2 segundos, encuentra una formula que 
relacione s y f. <;Hasta donde cae la piedra en 5 s? ^Cuanto 
cae la piedra entre 2 y 3 segundos? 

8. Otra piedra en caida La velocidad v de una piedra que 
cae desde un edificio muy alto varfa directamente con el 
tiempo t en vuelo. Halle una formula que relacione v y t si 
la velocidad de la piedra al cabo de 1 segundo es de 32 


ft/s. Si la piedra se deja caer desde lo alto de un edificio 
que mide 144 pies de altura, ^cual es su velocidad cuando 
llega al suelo? [Pista: use el problema 7], 

9. Movimiento del pendulo El periodo T de un pendulo 
piano varfa directamente con la rafz cuadrada de su longi- 
tud L. ^Cuanto debe cambiar la longitud L para aumentar 
al doble el periodo del pendulo? 

10. Peso El peso w de una persona varfa directamente con 
el cubo de la estatura l de la persona. A los 13 anos, la 
persona que mide 60 pulgadas de altura pesa 120 libras. 
^Cual sera el peso de la persona a los 16 anos cuando mida 
72 pulgadas de estatura? 

11. Area superficial de un animal El area superficial S (en 
metros cuadrados) de un animal es directamente propor- 
cional a la potencia dos tercios de su peso w medido en 
kilogramos. En el caso de los seres humanos, se considera 
que la constante de proporcionalidad es k = 0.1 1. Calcule 
el area superficial de una persona cuyo peso es de 81 kg. 

12. Tercera ley de Kepler Segun la tercera ley del movi- 
miento planetario de Kepler, el cuadrado del periodo P de 
un planeta (es decir, el tiempo que el planeta tarda en dar 
una vuelta alrededor del Sol) es proporcional al cubo de 
su distancia media s del Sol. El periodo de la Tierra es de 
365 dfas y su distancia media del Sol es de 92 900 000 mi. 
Determine el periodo de Marte si se sabe que su distancia 
media del Sol es de 142 000 000 mi. 

13. Fuerza magnetica Suponga que las corrientes electricas 
I\ e / 2 fluyen por cables paralelos largos, como se muestra 
en la figura 4.4.7. La fuerza F L por unidad de longitud que 
se ejerce sobre un cable debido al campo magnetico 
que rodea al otro cable es conjuntamente proporcional a 
las corrientes I\ e / 2 , e inversamente proporcional a la dis- 
tancia r entre los cables. Exprese esta variacion combinada 


4.4 Variacion 


193 


como una formula. Si la distancia r se reduce a la mitad, 
^cual es el efecto en la fuerza F L 1 


h h 



FIGURA 4.4.7 Cables paralelos 
para el problema 13 


14. Energia La energfa cinetica K de un cuerpo en movi- 
miento varia conjuntamente con el producto de su masa m 
y el cuadrado de su velocidad v. Si la constante de propor- 
cionalidad es calcule la energfa cinetica de un neutron 
de masa 1.7 X 1CT 27 kg que se mueve a velocidad cons- 
tante de 3.5 X 10 4 m/s. 

15. Gases Segun la ley general de gases, la presion P de una 
cantidad de gas es directamente proporcional a la tempe- 
ratura absoluta T del gas e inversamente proporcional a su 
volumen V. Exprese esta variation combinada con una 
formula. Un globo grande contiene 500 ft 3 de un gas en el 
nivel del suelo, donde la presion es de 14.7 lb/in 2 y la 
temperatura es de 293 K (o 20 °C). /.Que volumen ocupa 
este gas a una altitud de 10 mi, donde la presion es de 1.5 
lb/in 2 y la temperatura absoluta es de 218 K (o —55 °C)? 

16. Tension y deformation En el estudio de cuerpos elasti- 
cos, la tension es directamente proporcional a la deforma- 
tion. En el caso de un alambre de longitud L y un area 
transversal A que se estira una cantidad e por una fuerza 
aplicada F, la tension se define como FI A y la deformation 
esta dada por elL. Halle una formula que exprese e en 
terminos de las otras variables. 

17. Velocidad del sonido La velocidad del sonido en el aire 
varia con la temperatura de acuerdo con la ecuacion v = 
33 145 Vr/273, donde v es la velocidad del sonido en 
centfmetros por segundo y T es la temperatura del aire 
en unidades kelvin (273 K = 0 °C). ^En que dfa el sonido 
de el estallido de fuegos artificiales viaja mas rapido: el 
4 de julio (T = 310 K) o el 1 de enero (T = 270 K)? 
^Cuanto mas rapido? 


jgPljr 

i f* i** i 


Fuegos artificiales 
del problema 17 

18. Esperanza de vida animal Estudios empfricos indican 
que la esperanza de vida de un mamffero en cautiverio se 
relaciona con el tamano del cuerpo por la formula L = 
(1 1 .8)A/°' 20 , donde L es la esperanza de vida en anos y M 
es la masa del cuerpo en kilogramos. 

a) f,Que pronostica esta funcion respecto a la esperanza 
de vida de un elefante de 4 000 kg en un zoologico? 

b ) f,Que pronostica esta funcion respecto a la esperanza 
de vida de un hombre de 80 kg recluido en una car- 
cel? 

19. Temperatura La temperatura de una varilla de vidrio 
refractario se eleva de una temperatura q a una temperatura 
final t 2 . La expansion termica e de la varilla es conjunta- 
mente proporcional a su longitud L y al aumento de tem- 
peratura. Cuando una varilla de 10 cm de longitud se 
calienta de 20 °C a 420 °C, su expansion termica es de 
0.012 cm. ^Cual es la expansion termica de la misma vari- 
lla cuando se calienta de 20 °C a 550 °C? 

20. Tono de una campana Segun un criterio general, el tono 
P de una campana es inversamente proporcional a la rafz 
cubica de su peso w. Una campana que pesa 800 libras 
tiene un tono de 512 ciclos por segundo. <,Cuanto tendrfa 
que pesar una campana similar para producir un tono de 
256 ciclos por segundo (do central)? 



El tono de una campana 
depende de su peso 
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Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Sistema de coordenadas cartesianas 
(rectangulares) 

Ejes de coordenadas: 
ejex 
ejey 

Coordenadas de un punto 

Cuadrantes 

Punto: 

coordenadas 
Formula de la distancia 
Formula del punto medio 
Cfrculo: 

forma estandar 
completar el cuadrado 


Semicfrculo 

Intersecciones de una grafica: 
con el eje x 
con el eje y 

Simetrfa de una grafica: 
con el eje x 
con eje y 
con el origen 

Pendiente de una recta: 
positiva 
negativa 
indefinida 

Ecuaciones de rectas: 

forma punto-pendiente 


forma pendiente-interseccion 
Recta vertical 
Recta horizontal 
Rectas paralelas 
Rectas perpendiculares 
Variation: 
directa 
inversa 
conjunta 
combinada 

constante de proporcionalidad 


VJMJL J|| V.VJ Fiorplp jnc Ho ronaen Las res P uestas a los problemas impares seleccionados 

tjercicios ae repaso comienzan en , a p agina RE sp-io. 


= A. Verdadero ofalso 

En los problemas 1 a 22, responda verdadero o falso. 

1. El punto (5, 0) esta en el cuadrante I. 

2. El punto (—3, 7) esta en el cuadrante III. 

3. Los puntos (0, 3), (2, 2) y (6, 0) son cobneales. 

4. Dos rectas con pendientes positivas no pueden ser perpen- 
diculares. 

5. La ecuacion de una recta vertical que pasa por (2, —5) es 

x = 2. 

6. Si A, B y C son puntos en el piano cartesiano, siempre es 

verdad que d(A, B ) + d(B, C) > d{A, C ). 

7. Las rectas 2x + 3y = 5 y — 2x + 3y = 1 son perpendicu- 
lares. 

8. El cfrculo (x + l) 2 + (y — l) 2 = 1 es tangente tanto al eje 

x como al eje y. 

9. La grafica de la ecuacion y = x + x 3 es simetrica respecto 

al origen. 

10. El centra del cfrculo x 2 + 4x + y 2 + lOy = 0 es (-2, -5). 

11. El cfrculo x 2 + 4x + y 2 + lOy = 0 pasa por el origen. 


12. Si una recta tiene pendiente indefinida, entonces tiene que 

ser vertical. 

13 . El cfrculo (x — 3) 2 + (y + 5) 2 no tiene intersecciones. 

14. Si (—5, |) se encuentra en una recta con pendiente 1 , enton- 
ces (|, — |) tambien se halla en la recta. 

15. Las rectas y = 2x — 5 y y = 2x son paralelas. 

16. Si y es inversamente proporcional a x, y se reduce conforme 

x aumenta. 

17. La recta que pasa por los puntos (— 1, 2) y (4, 2) es hori- 
zontal. 

18. Las graficas de rectas de la forma y = mx, con m > 0, no 

pueden contener un punto con coordenada x negativa y 
coordenada y positiva. 

19. Si la grafica de una ecuacion contiene el punto (2, 3) y es 

simetrica respecto al eje x, la grafica tambien contiene el 
punto (2, —3). 

20. La grafica de la ecuacion | x | = | y | es simetrica respecto al 

eje x, el eje y y el origen. 

21 . No hay ningun punto en el cfrculo x 2 + y 2 — lOx + 22 = 

0 que tenga 2 como coordenada x. 

22 . El radio r del cfrculo con centra en el origen que contiene 

el punto (1, —2) es 5. 


Ejercicios de repaso 
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= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en bianco. 

1. Las rectas 2x — 5y=lyfcc + 3y + 3 = 0 son paralelas 

si k = . 

2. La ecuacion de una recta que pasa por (1, 2) y es perpen- 
dicular a y = 3x — 5 es . 

3. La pendiente y las intersecciones con los ejes x y y de la 

recta — Ax + 3y — 48 = 0 son . 

4. La distancia entre los puntos (5, 1) y (—1, 9) es 


5. La pendiente de la recta 4y = 6x + 3 es m = 


6. Las rectas 2x — 5 y = lyfcr + 3y + 3 = 0 son perpen- 

diculares si k = . 

7. Dos puntos del circulo x 2 + y 2 = 25 con la misma coor- 

denada y — 3 son . 

8. La grafica de y = — 6 es una . 

9. El centra y el radio del circulo (x — 2 ) 2 + (y + 7) 2 = 8 

son . 

10. El punto (1,5) esta en una grafica. De las coordenadas de 
otro punto en la grafica si esta es 

a) simetrica respecto al eje x. 

b) simetrica respecto al eje y. 

c) simetrica respecto al origen. 

11. Si (—2, 6) es el punto medio de un segmento de recta que 

va de P\(x u 3) a P 2 (8, y 2 ), entonces xi = y y 2 = 

12. El punto medio del segmento de recta que va de P x (2, —5) 

a P 2 (8, -9) es . 

13. Los cuadrantes del piano xy donde el cociente x/y es nega- 

tivo son . 

14. Una recta con interseccion con el eje x en (—4, 0) e 
interseccion con el eje y en (0, 32) tiene pendiente 


15. La ecuacion de una recta perpendicular a y = 3 que con- 

tiene el punto (—2,1) es . 

16. Si el punto (a, a + V3) esta en la grafica de y = 2x, enton- 
ces a = . 

17. La grafica de y = — V* 1 00 — xr es una . 

18. La ecuacion es un ejemplo de un circulo 

cuyo centra y las dos intersecciones con el eje x se halla 
en el eje x negativo. 

19. La distancia del punto medio del segmento de recta que 
une los puntos (4, —6) y (—2, 0) con el origen es 


20. Si p varia inversamente con el cubo de q y p = 9 cuando 
q = — 1, entonces p = cuando q = 3. 

= C. Ejercicios de repaso 

1. Determine si los puntos A(l, 1), B( 3, 3) y C(5, 1) son 
vertices de un triangulo rectangulo. 

2. Halle la ecuacion de un circulo con los puntos (3, 4) y (5, 
6) como los extremos del diametro. 

3. Halle la ecuacion de la recta que pasa por el origen y es 
perpendicular a la recta que pasa por (1, 1) y (2, —2). 

4. Halle la ecuacion de la recta que pasa por (2, 4) y es para- 
lela a la recta que pasa (—1, — 1) y (4, —3). 

5. Considere el segmento de recta que une ( — 1, 6) y (1, 10) 
y el segmento de recta que une (7, 3) y (—3, —2). Halle la 
ecuacion de la recta que contiene los puntos medios de 
estos dos segmentos de recta. 

6. Halle la ecuacion de la recta que pasa por (3, — 8) y es 
paralela a la recta 2x — y = —7. 

7. Halle dos puntos, distintos de las intersecciones con los 
ejes, en la recta 2x + 5y = 12. 

8. La coordenada y de un punto es 2. Halle la coordenada x 
del punto si la distancia del punto a (1, 3) es V26. 

9. Halle la ecuacion del circulo con centra en el origen si la 
longitud de su diametro es 8. 

10. Halle la ecuacion del circulo cuyo centra es (1, 1) y pasa 
por el punto (5, 2). 

11. Halle las ecuaciones de los circulos que pasan por los 
puntos (1, 3) y (— 1, —3) y tienen radio 10. 

12. El punto (-3, b) esta en la grafica de y + 2x + 10 = 0. 
Halle b. 

13. Tres vertices de un rectangulo estan en (3, 5), (—3, 7) y 
(—6, —2). Determine el cuarto vertice. 

14. Halle el punto de interseccion de las diagonales del rec- 
tangulo del problema 13. 

En los problemas 15 y 16, obtenga el valor de x. 

15. P x (x, 2), P 2 (l, 1), d(P u P 2 ) = VTO 

16. P x (x, 0), P 2 (- 4, 3x), d(P h P 2 ) = 4 

17. Halle la ecuacion que relaciona x y y si se sabe que la 
distancia (x, y) a (0, 1) es la misma que la de (x, y) a 
(*,-!). 

18. Demuestre que el punto (—1, 5) esta en la bisectriz per- 
pendicular del segmento de recta que va de Ei(l, 1) a 

P 2 Q, 7). 

19. M es el punto medio del segmento de recta que va de P x (2, 
3) a P 2 (6, —9). Halle el punto medio del segmento de recta 
que va de P x a M y el punto medio del segmento de 
recta que va de M a P 2 . 
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20. En la FIGURA 4.R.1 se muestran los puntos medios de los 
lados de un triangulo. Determine los vertices del trian- 
gulo. 


(*3 ■ >' 3 > 



(*i. yd 


FIGURA 4.R.1 Triangulo para el 
problema 20 

21. Una recta tangente a un cfrculo en el punto P del cfrculo 
es la que pasa por P y es perpendicular a la recta que pasa 
por P y el centra del crrculo. Halle la ecuacion de la recta 
tangente L que se indica en la FIGURA 4.R.2. 


(x-3) 2 + (y-4) 2 = 4 



FIGURA 4.R.2 Grafica para el 
problema 21 


22. ^,Cual de las ecuaciones siguientes describe mejor el cfrculo 
ilustrado en la FIGURA 4.R.3? Los sfmbolos a, b, c, d ye son 
constantes diferentes de cero. 

a) ax + by 2 + cx + dy + e = 0 

b) ax + ay 2 + cx + dy + e = 0 

c) ax 2 + ay 2 + cx + dy = 0 

d) ax + ay 2 + c — 0 

e ) ax + ay 2 + cx + e = 0 



FIGURA 4.R.3 Grafica para el 
problema 22 

En los problemas 23 a 30, relacione la ecuacion dada con la 
grafica que corresponda de la FIGURA 4.R.4. 

23. x + y- 1=0 

24. x + y = 0 

25. x - 1 = 0 

26. >* — I = 0 

27. lOx + 3 ; - 10 = 0 

28. — lOx + v + 10 = 0 

29. x + 10y - 10 = 0 

30. -x + 10y - 10 = 0 



FIGURA 4.R.4 Graficas para los problemas 23 a 30 
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La 

correspondencia 
que hay entre los 


1 En este capftulo 

5.1 

Funciones y graficas 

5.2 

Simetrfa y transformaciones 

5.3 

Funciones lineal y cuadratica 

5.4 

Funciones definidas por partes 

5.5 

Combination de funciones 

5.6 

Funciones inversas 

5.7 

Traduction de palabras a funciones 

5.8 

Recta de minimos cuadrados 
Ejercicios de repaso 


alumnos de una 


clase y las bancas 


Un poco de historia Si se planteara la pregunta “^cual es el concepto mate- 
matico mas importante?” a un grupo de matematicos, maestros de matemati- 
cas y cientfficos, no hay duda de que el termino/nnc/dn apareceria cerca o 
incluso en el primer lugar de la lista de respuestas. En los capitulos 5 y 6 nos 
centraremos sobre todo en la definition y la interpretation grafica de las fun- 
ciones. 

Es probable que el matematico aleman y “coinventor” del calculo Gottfried 
Wilhelm Leibniz (1646-1716) haya introducido la palabra funcion a finales 
del siglo xvn; este vocablo proviene del la tin functo, que significa actuar o 
ejecutar. En los siglos xvn y xviii, los matematicos tenian una idea muy vaga 
de funcion. Para muchos de ellos, una relacion funcional entre dos variables 
estaba dada por alguna curva suave o una ecuacion con dos variables. Aunque 
las formulas y ecuaciones desempenan un papel importante en el estudio de las 
funciones, en la seccion 5.1 veremos que la interpretation “modema” de fun- 
cion (que data de mediados del siglo xix) es la de un tipo especial de corres- 
pondencia entre los elementos de dos conjuntos. 


que ocupan es un 
ejemplo de 
funcion 





El conjunto Y no es necesariamente 
el rango 



FIGURA 5.1.1 Dominio y rango de 
una funcion/ 


Vease (3) de la seccidn 2.6. 
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| | 5.1 Funcionesy graficas 

■ Introduccion A1 usar los objetos y las personas que nos rodean, es facil establecer una 
regia de correspondence que asocie, esto es, que haga coincidir los elementos de un conjunto 
con los de otro conjunto. Por ejemplo, cada numero de seguro social se relaciona con una 
persona; cada automovil registrado en California con un numero de placas, cada libro tiene 
cuando menos un autor, cada estado tiene un gobernador, etc. Hay una correspondencia 
natural entre un conjunto de 20 alumnos y un conjunto de, digamos, 25 pupitres en un salon 
de clase, cuando cada uno haya seleccionado y se siente en uno de los que estan disponibles. 
En matematicas nos interesa un tipo especial de correspondencia, una correspondencia uni- 
voca entre valores, que se llama funcion. 


Definicion 5.1.1 Funcion 

Una funcion de un conjunto X a un conjunto Y es una regia de correspondencia que asigna 
a cada elemento x de X exactamente un elemento y de Y. 


En la correspondencia entre alumnos y pupitres, suponga que el conjunto de 20 alumnos 
es el conjunto X, y el conjunto de 25 pupitres es el conjunto Y. Esta correspondencia es una 
funcion del conjunto X al conjunto Y, siempre que no haya alumno que se siente en dos 
pupitres al mismo tiempo. 

■ Terminologia Se acostumbra representar una funcion por una letra, por ejemplo/, goh. 
Entonces, se puede representar una funcion /de un conjunto X a un conjunto Y mediante la 
notacion/:X — » Y. El conjunto X se llama dominio de/. El conjunto de elementos correspon- 
dientes y del conjunto Y se llama rango de la funcion. En el caso de nuestra funcion alumno/ 
pupitre, el conjunto de alumnos es el dominio y el conjunto de 20 pupitres que realmente esten 
ocupados por alumnos es el rango. Observe que el rango de/no necesita ser el conjunto entero 
Y. El elemento unico y en el rango que corresponde a un elemento seleccionado x en el domi- 
nio X se llama valor de la funcion en x, o la imagen de x, y se escribe//). Este ultimo sfmbolo 
se lee “efe de equis o “efe en equis”, y se escribe y = fix) (FIGURA 5.1.1). En muchos libros, a 
x se le llama entrada de la funcion y a /(x) salida de la funcion. Como el valor de y depende 
de la eleccion de x, a y se le llama variable dependiente; a x se le llama variable indepen- 
diente. A menos que se indique otra cosa, aquf supondremos en adelante que los conjuntos X 
y Y estan formados por numeros reales. 

H3S35EXI La funcion elevaral cuadrado 

La regia para elevar al cuadrado un numero real es la ecuacion y — x 2 o /(x) = x 2 . Los 
valores de/en x = — 5 y x = V7 se obtienen sustituyendo x, cada vez, por los numeros 
— 5y V7: 

/( — 5) = (— 5) 2 = 25 y /(V7) = (V7) 2 = 7. = 

A veces, para destacarla escribiremos una funcion usando parentesis en lugar del sfmbolo 
x. Por ejemplo, podemos escribir la funcion de elevar al cuadrado, /(x) = x 2 en la forma 

/( ) = ( ) 2 . 

Esto ilustra el hecho que x es un comodm que puede ser sustituido por cualquier numero del 
dominio de la funcion y = /(x). Asf, si se desea evaluar (1) en, por ejemplo, 3 + h, donde h 
representa un numero real, se pone 3 + h entre los parentesis y se hacen las operaciones 
algebraicas adecuadas. 

/( 3 + h) = (3 + h) 2 = 9 + 6h + h 2 . 

CAPITUL0 5 Funcionesy graficas 


Si una funcion /se define mediante una formula o una ecuacion, en el caso tfpico el 
dominio de y = f(pc) no se indica en forma expresa. Se vera que normalmente se puede dedu- 
cir el dominio de y — f(x), ya sea por la estructura de la ecuacion, o por el contexto del 
problema. 


M3EBBEH Dominio yrango 

En el ejemplo 1, como todo numero real x se puede elevar al cuadrado, y el resultado x 2 
es otro numero real ,/(x) = x 2 es una funcion de R a R, esto es ,f:R — > R. En otras palabras, 
el dominio de/es el conjunto R de los numeros reales. Usando la notacion de intervalos, el 
dominio tambien se expresa como (— °°, °°). El rango de/es el conjunto de los numeros 
reales no negativos, o [0, °°); esto se debe a que x 2 > 0 para todo numero real x. = 


■ Dominio de una funcion Como se vio antes, en general no se especifica el dominio de 
una funcion y = /(x) que se define por una formula. A menos que se indique o este implfcito 
lo contrario, se sobreentiende que: 

El dominio de una funcion f es el mayor subconjunto del conjunto de numeros reales 

para los que f(x) es un numero real. 

A este conjunto se le llama a veces dominio implfcito de la funcion. Por ejemplo, no se puede 
calcular/(0) de la funcion recfproca/(x) = 1/x, ya que 1/0 no es un numero real. En este caso 
se dice que / esta indefinida en x = 0. Como todo numero real distinto de cero tiene un 
recfproco, el dominio de/(x) = 1/x es el conjunto de los numeros reales excepto 0. Con el 
mismo razonamiento se ve que la funcion g(x) = l/(x 2 — 4) no esta definida en x = — 2 o en 
x = 2, por lo que su dominio es el conjunto de los numeros reales, excepto — 2 y 2. La funcion 
rafz cuadrada h{x ) = Vx no esta definida en x = — 1, porque V— I no es un numero real. 
Para que h{x ) = Vx este definido en el sistema de los numeros reales, se requiere que el 
radicando, que en este caso simplemente es x, sea no negativo. En la desigualdad x^Ose 
ve que el dominio de la funcion h es el intervalo [0, °°). 


M3EBHEH Dominio yrango 

Determine el dominio y el rango de/(x) = 4 + Vx — 3. 

Solucion El radicando x — 3 debe ser no negativo. Al resolver la desigualdad x — 3 > 0 se 

obtiene x > 3, por lo que el dominio de/es [3, °°). Ahora, como el sfmbolo V" representa ^ 1 1 sccci6n : 

la rafz cuadrada principal de un numero, Vx — 3 S: 0 para x & 3 y, en consecuencia, 

4 + Vx — 3 > 4. El valor mfnimo de/(x) esta en x = 3, y es /( 3) = 4 + V0 = 4. 

Ademas, debido a que x — 3 y Vx — 3 crecen cuando x toma valores cada vez mayores, 
llegamos a la conclusion de que y > 4. En consecuencia, el rango de/es [4, °°). = 


MmSim Dominio de f 

Determine el dominio de /(x) = V x 2 + 2x — 15. 

Solucion Como en el ejemplo 3, la expresion bajo el signo radical, el radicando, debe ser 
no negativa, esto es, el dominio de/es el conjunto de los numeros reales x para los cuales 
x 2 + 2x — 15 & 0 o (x — 3) (x + 5) & 0. Ya resolvimos esta desigualdad, mediante una 
tabla de signos, en el ejemplo 1 de la section 3.7. El conjunto solucion de la desigualdad 
(—°°, —5] U [3, °°) tambien es el dominio de/ = 
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MQJ1S|15_ Dominios de dosfunciones 


Determine el dominio de a) g(x) = — , y b) h(x) = — . 

Vx 2 + 2x - 15 x ~ 3x - 4 

Solution Una funcion representada por una expresion fraccionaria no esta definida en 
los valores de x para los cuales su denominador es igual a 0. 

a) La expresion bajo el radical es la misma que la del ejemplo 4. Como x 2 + 2x — 15 
esta en el denominador, entonces x 2 + 2x — 15 A 0. Esto excluye a x = — 5yx = 3. 
Por anadidura, como x 2 + 2x — 15 aparece dentro de un radical se debe cumplir que 
x 2 + 2x - 15 > 0 para todos los demas valores de x. Entonces, el dominio de la 
funcion g es la union de dos intervalos abiertos (— °°, —5) U (3, °°). 

b ) Como el denominador de h{x] se puede factorizar, 

x 2 -3x-4=(x+ l)(x - 4) 

se ve que (x + 1) (x — 4) = 0 para x = — 1 y x = 4. En contraste con la funcion del 
inciso a), estos son los unicos numeros para los que h no esta definida. Por consi- 
guiente, el dominio de la funcion h es el conjunto de los numeros reales, excepto a 
x = — 1 y x = 4. = 

Con la notacion de intervalos, el dominio de h en el inciso b) del ejemplo 5 se puede 
escribir como sigue: 


(-oo, -1) U (-1,4) U (4, oo). 


Como altemativa para esta complicada union de intervalos disjuntos, tambien se puede expre- 
sar este dominio en notacion de conjuntos como {x \ x un numero real x # — 1 y x =h 4}. 



FIGURA 5.1.2 Puntos en la grafica 
de una ecuacion y = f(x) 


■ Graf icas Con frecuencia se usa una funcion para describir fenomenos en ciencias, inge- 
nierfa y comercio. Para interpretar y utilizar datos se aconseja mostrarlos en forma de una 
grafica. La grafica de una funcion /es la grafica del conjunto de pares ordenados (x,/(x)), 
donde x esta en el dominio de/. En el piano xy, un par ordenado (x,/(x)) es un punto, y enton- 
ces la grafica de una ecuacion es un conjunto de puntos. Si una funcion esta definida por una 
ecuacion y = /(x), entonces la grafica de/es la grafica de la ecuacion. Para obtener puntos 
de la grafica de una ecuacion y = f{x) se escogen numeros adecuados x h x 2 , x 3 . . . en su 
dominio, se calculan f(x\), f(x 2 ), /(x 3 ). . . , se grafican los puntos correspondientes (x h /(x|)), 
(x 2 , f(x 2 j), (x 3 ,/(x 3 )) . . . y a continuacion se unen esos puntos con una curva (FIGURA 5.1.2). 
Tengase en cuenta que: 


• un valor de x es una distancia dirigida desde el eje y 

• un valor de funcion /(x) es una distancia dirigida desde el eje x. 


■ Comportamiento en los extremos Cabe aclarar algo acerca de las figuras de este libro. 
Con pocas excepciones, en general es imposible mostrar la grafica completa de una funcion, 
y entonces se muestran solo las caracterfsticas mas importantes de ella. En la FIGURA 5.1.3a), 
notese que la grafica baja en sus lados izquierdo y derecho. A menos que se indique lo con- 
trario, podremos suponer que no hay sorpresas mas alia de las que hemos mostrado, y que la 
grafica solo continua en la forma indicada. La grafica de la figura 5.1.3a) indica el llamado 
comportamiento en los extremos, o comportamiento global de la funcion: para un punto 
(x, y) en la grafica, los valores de la coordenada y se vuelven infinitos en magnitud en la 
direction descendente o negativa a medida que la coordenada x se vuelve infinita en magni- 
tud tanto en la direction negativa como en la direction positiva en la recta numerica. Es 
conveniente describir este comportamiento en los extremos mediante los sfmbolos 


y— > — 00 cuandox— >• — 00 y y — > — 00 cuando x — > 00 (2) 


El simbolo — » en (2) se lee “tiende a”. Asi, por ejemplo, y — » — °° cuando x — > 00 se lee asf: 
“y tiende al infinite por la izquierda cuando x se acerca al infinite”. 
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(Diremos mas acerca de este concepto de comportamiento global en el capftulo 6.) Si 
una grafica termina en su extremo derecho o izquierdo, lo indicaremos con un punto cuando 
se necesite mayor claridad (FIGURA 5.1.4). Usaremos un punto lleno para representar que el 
extremo se incluye en la grafica, y un punto abierto para indicar que el extremo no se incluye 
en la grafica. 

■ Prueba de la recta vertical De acuerdo con la definicion de funcion, sabemos que a cada 
x en el dominio de/corresponde solo un valor /(x) del rango. Eso quiere decir que una recta 
vertical que corte la grafica de una funcion y = /(x) (equivale a escoger una x) solo lo puede 
hacer una vez. A1 reves, si cada recta vertical que corta una grafica de una ecuacion lo hace 
cuando mucho en un punto, entonces la grafica es de una funcion. A esta ultima proposition 
se le llama prueba de la recta vertical de una funcion [figura 5.1.3a)]. Por otra parte, si 
alguna recta vertical interseca una grafica de una ecuacion mas de una vez, la grafica no es 
la de una funcion [figura 5.1.3&) y 5.1.3c)]. Cuando una recta vertical interseca una grafica 
en varios puntos, el mismo numero x corresponde a diferentes valores de y, lo que contradice 
la definicion de funcion. 

Si tiene usted una grafica precisa de una funcion y = /(x), con frecuencia es posible ver 
el dominio y el rango de/. En la figura 5.1.4 se supone que la curva de color es la grafica 
completa de una funcion/. El dominio de/es, entonces, el intervalo [a, b ] en el eje x, y el 
rango es el intervalo [c, d\ en el eje y. 



de/ 


FIGURA 5.1.4 Interpretation grafica 
del dominio y rango 


Regreso al ejemplo 3 

En la grafica de/(x) = 4 + Vx — 3, de la FIGURA 5.1 .5, se ve que el dominio y el rango de 
/son, respectivamente, [3, °°) y [4, °°). Esto concuerda con los resultados del ejemplo 3. = 

Como se vio en la figura 5. 1 ,3b), un tirculo no es la grafica de una funcion. En realidad, 
una ecuacion como x 2 + y 2 = 9 define (al menos) dos funciones de x. Si esta ecuacion se 
resuelve para y en funcion de x, se obtiene y = ±\/9 — x 2 . Debido a la convention del valor 
unico del signo V , ambas ecuaciones, y = V9 — x 2 y y = — \/9 — x 2 , definen funciones. 
Como se vio en la section 4.2, la primera ecuacion define un semicirculo superior, y la 
segunda define a un semicirculo inferior. De las graficas que se muestran en la FIGURA 5.1.6, 


II 

El rango de - 
/ es [4, °°) 


v = 4 + fx-3 



I El dominio 
r de/es [3, °°)^ 


FIGURA 5.1 .5 Grafica de la funcion/ 
del ejemplo 6 




a) Semicirculo superior b) Semicirculo inferior 

FIGURA 5.1.6 Estos semitirculos son graficas de funciones 
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el domi nio de y = \/9 — x 2 es[ — 3, 3] y el rango es [0, 3]; el dominio y el rango de 
y = — a/9 — x 2 son [-3, 3] y [-3, 0], respectivamente. 

■ Intersecciones con los ejes A fin de graficar una funcion definida por una ecuacion 
y = /(x), se suele aconsejar que primero se determine si la grafica de / interseca los ejes. 
Recuerdese que todos los puntos del eje y tienen la forma (0, y). Asf, si 0 esta en el dominio 
de una funcion / la intersection con el eje y es el punto cuya ordenada es /( 0); en otras 
palabras, es (0,/(0)) [FIGURA 5.1.7a)]. De igual modo, todos los puntos en el eje x tienen la 
forma ( x , 0). Eso quiere decir que para determinar las intersecciones con el eje x de la grafica 
de y = f{x) se determinan los valores de x que hacen que y = 0. Esto es, se debe despejar x 
de la ecuacion /(x) = 0. Un numero c para el cual 

/W = o 

se llama cero de la funcion/, o rafz (o solucion) de la ecuacion /(x) = 0. Los ceros reales de 
una funcion/ son las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de la grafica de/ En 
la figura 5.1.7 b) hemos ilustrado una funcion que tiene tres ceros, x\, x 2 y x 3 , porque /(x|) = 0, 
/(x 2 ) = 0 y/(x 3 ) = 0. Las tres correspondientes intersecciones con el ejex (xi, 0), (x 2 , 0), (x 3 , 0). 
Naturalmente, la grafica de una funcion puede no tener intersecciones con los ejes, lo cual se 
ve en la figura 5.1.5. 



FIGURA 5.1 .7 Intersecciones de la grafica de una funcion/ 

Una grafica no necesariamente tiene que cortar un eje coordenado en una interseccion. 
La grafica podrfa ser simplemente tangente al eje, es decir, podrfa tocarlo. En la figura 5.1 ,7c), 
la grafica de y = f(x) es tangente al eje x en (x b 0). Tambien, la grafica de una funcion/puede 
tener cuando mucho una interseccion con el eje y ya que, si 0 esta en el dominio de/, solo 
puede corresponderle un valor de y, que serfa y = /( 0). 

■ Intersecciones con los ejes 

Determine las intersecciones con los ejes coordenados de la funcion indicada. 

a) /(x) = x 2 + 2x - 2 b) /(x) = ^ - 

Solucion a) Como 0 esta en el dominio de/,/(0) = —2 es la coordenada y de la inter- 
seccion con el eje y de la grafica de/. La interseccion con el eje y es el punto (0, -2). 
Para obtener las intersecciones con el eje x se debe determinar si/tiene ceros reales, 
esto es, soluciones reales de la ecuacion /(x) = 0. En virtud de que el miembro iz- 
quierdo de la ecuacion x 2 + 2x — 2 = 0 no tiene factores obvios, se aplica la formu- 
la general de segundo grado para obtener x = |(2 ± Vl2). Debido a que 
Vl2 = V4 ■ 3 = 2 V3, los ceros de/son los numeros 1 — y/3 y 1 + V3. Las 
intersecciones con el eje x son los puntos ( 1 — V3,0)y(l + V3,0). 
b ) Como 0 no esta en el dominio de/(/(0) = —3/0 no esta definida), la grafica de/no 
tiene interseccion con el eje y. Ahora, como/es una expresion fraccionaria, la unica 
forma en que/(x) = 0 es hacer que el numerador sea igual a cero. Si se factoriza el 
miembro izquierdo de x 2 — 2x — 3 = 0, se obtiene (x + 1) (x — 3) = 0. Por consi- 
guiente, los numeros — 1 y 3 son los ceros de/. Las intersecciones con el eje x son 
los puntos ( - 1 , 0) y (3 , 0). = 


CAPITUL0 5 Funcionesy graficas 


■ Determinacion aproximada de los ceros Aun cuando sea obvio que la grafica de una 
funcion y = f{x) tenga intersecciones con el eje x, no siempre es posible resolver la ecuacion 
f{x) = 0. De hecho, es imposible resolver exactamente algunas ecuaciones; a veces lo mejor 
que se puede hacer es aproximar los ceros de la funcion. Una forma de hacerlo es trazar una ^ 
grafica muy exacta de/. 

una funcibn 


HEnEEIjIl Intersecciones con los ejes 

Con ayuda de un graficador, la grafica de la funcion /(x) = x 3 — x + 4 se ve en la FIGURA 
5.1.8. De /(0) = 4, se observa que el punto de intersection con el eje y es (0, 4). Como se 
ve en la figura, parece que hay una sola intersection con el eje x, cuya abscisa puede ser 
— 1.7 o —1.8. Sin embargo, no hay forma de determinar con exactitud las rafces de la 
ecuacion x 3 — x + 4 = 0. Sin embargo, se puede calcular aproximadamente, o aproximar 
la rafz real de esta ecuacion con ayuda de la funcion find root de una calculadora grafica- 
dora o un programa de algebra para computadora. De este modo se ve que x ~ — 1.796, 
por lo que la abscisa al origen aproximada es (—1.796, 0). Para comprobar, observese que 
el valor de la funcion 


2 

FIGURA 5.1.8 Abscisa al origen 
aproximada del ejemplo 8 


/( -1.796) = (-1.796) 3 - (-1.796) + 4 « 0.0028 


es cercano a cero. 



Notas del aula 

Al trazar la grafica de una funcion nunca debe graficar muchos puntos a mano. Es algo 
que hacen bien las calculadoras graficadoras o las computadoras. Por otra parte, nunca 
debe dependerse de una calculadora para obtener una grafica. Crealo o no, hay profesores 
que no permiten usar calculadoras graficadoras en los examenes. En general, no hay obje- 
cion al empleo de calculadoras o computadoras como auxiliares para comprobar los 
problemas de tarea, pero en la clase, los profesores quieren ver el fruto de la mente de sus 
alumnos, es decir, su capacidad para analizar. Por ello, le recomendamos desarrollar su 
destreza para trazar graficas, hasta el punto de poder bosquejar rapidamente, a mano, una 
funcion, al tener una familiaridad basica con los tipos de funciones, y graficando un mmimo 
de puntos bien escogidos. Las transformaciones que se estudian en la proxima section 
tambien ayudan a trazar una grafica. 



Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-11. 


En los problemas 1 a 6, calcule los valores indicados de la 
funcion. 

1. Si/(x) = x 2 - l;/(— 5),/(-V3),/(3)y/(6) 

2. Si f(x) = -2x 2 + x;/(-5),/(-|),/(2)y/(7) 

3. Si/(x) = VFTT;/(-l),/(0),/(3)y/(5) 

4. Si/(x) = V^T4;/(-i),/(i),/(|)y/(4) 

5. Si/W=^ T ;/( — l),/(0),/(l)y/(V2) 

5. Si/U) =^^;/(-V2),/(-l),/(0)y/(i) 


En los problemas 7 y 8 determine 

f(x),f(2a),f(a 2 ),f(-5x),f(2a + l) y /(x + h) 
de la funcion dada /, y simplifique todo lo posible. 

7. /( ) = — 2( ) 2 + 3( ) 

8 . /( ) = ( ) 3 - 2 ( ) 2 + 20 

9. /Para que valores de x es f(x) = 6x 2 — 1 iguala23? 

10. / Para que valores de x es f(x) = Vx — 4 igual a 4? 
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En los problemas 11 a 20, determine el dominio de la fun- 
cion/. 


11. fix) 

12. f(x) 

13. f(x) 

14. fix) 

15. fix) 



16. fix) 

17. fix) 

18. fix) 


x^J 

1 

x 2 - lOx + 25 


x 2 - 4x - 12 


W 


FIGURA 5.1.10 Grafica 
del problema 28 



FIGURA 5.1.11 Grafica 
del problema 29 


19. fix) 

20. fix) 



En los problemas 21 a 26, use el metodo de la tabla de signos 
para determinar el dominio de la funcion/. 


21. fix) 

22. fix) 

23. fix) 

24. fix) 

25. fix) 

26. fix) 



En los problemas 27 a 30, determine si la grafica que muestra 
la figura es la de una funcion. 


FIGURA 5.1.9 Grafica del 
problema 27 



FIGURA 5.1.12 Grafica 
del problema 30 


En los problemas 31 a 34 use la grafica de la funcion/que 
se ve en la figura para determinar su dominio y su rango. 

31 - n 



FIGURA 5.1.13 Grafica del pro- 
blema 3 1 



FIGURA 5.1.14 Grafica del 
problema 32 
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FIGURA 5.1.15 Grafica del 
problema 33 



problema 34 


En los problemas 5 1 y 52, encuentre dos funciones y = f\(x) 
yy= / 2 (x) definidas por la ecuacion indicada. Determine el 
dominio de las funciones/i y/ 2 . 

51. x = y 2 - 5 

52. x 2 - 4y 2 = 16 

En los problemas 53 y 54, use la grafica de la funcion/que 
se ve en la figura para estimar los valores de/(— 3),/(— 2), 
f{- l),/(l),/(2) y/(3). Aproxime la intersection con el eje y. 



FIGURA 5.1.17 Grafica del problema 53 


En los problemas 35 a 42, determine los ceros de la funcion 
dada /. 

35. /(x) = 5x + 6 

36. fix) = -2x + 9 

37. f{x) = x 2 - 5x + 6 

38. /(x) = x 2 - 2x - 1 

39. f(x) = x(3x - l)(x + 9) 

40. fix ) = x 3 - x 2 - 2x 

41. fix) = x 4 - 1 

42. fix) = 2 - V4 - x 2 


En los problemas 43 a 50, calcule las intersecciones con los 
ejes coordenados, si las hay, de la grafica de la funcion indi- 
cada/. No trace la grafica. 

43. fix) =kx- 4 

44. fix) = x 2 - 6x + 5 

45. fix) = 4(x - 2) 2 - 1 

46. fix) = (2x - 3)(x 2 + 8x + 16) 

47 ‘ fM = ^T6 


f(x) = 


x(x + l)(x - 6) 


49. /(x)-lV 4 ^ 7 2 

50. fix) = |Vx 2 - 2x - 3 



FIGURA 5.1.18 Grafica del problema 54 


En los problemas 55 y 56, use la grafica de la funcion/que 
muestra la figura para estimar los valores de/(— 2),/(— 1.5), 
/(0.5),/(l),/(2) y/(3.2). Aproxime las intersecciones con el 



FIGURA 5.1.19 Grafica del problema 55 
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FIGURA 5.1 .20 Grafica del problema 56 


57. Funcion factorial En el estudio de las matematicas, algu- 
nas de las funciones con las que se encontrara tienen como 
dominio el conjunto de los enteros positivos n. La funcion 
factorial /(n) = n\ se define como el producto de los pri- 
meros n enteros positivos, esto es, 

f(n)=n\ = I -2-3 •••(«- l)-n. 

a) Calcule /( 2 ), /( 3 ), /( 5 ) y /( 7 ). 

b ) Demuestre que/(n + 1) = fin) ■ (n + 1). 

c ) Simplifique/'(« + 2) /fin). 


58. Una funcion de suma Otra funcion de un entero positivo 
n expresa la suma de los primeros n enteros positivos ele- 
vados al cuadrado: 

S(n) = g n{n+ l)(2 n + l) = l 2 + 2 2 + • • • + n 2 . 

a) Calcule el valor de la suma l 2 + 2 2 + • • ■ + 99 2 + 
100 2 . 

b) Calcule n tal que 300 < S(n) < 400. [Pista: use una 
calculadora], 

= Para la discusion 

59. Deduzca la ecuacion de una funcion y = fix) cuyo dominio 
sea a) [3, °°), b ) (3, °°). 

60. Deduzca la ecuacion de una funcion y = f(x) cuyo rango 
sea a) [3, °°), b) (3, °°). 

61 . ^Cual es el unico punto que puede ser tanto una intersec- 

cion con el eje x como una con el eje y en la grafica de la 
funcion y = fix)! ^ 

62. Considere la funcion f(x) = Despues de factori- 

zar el denominador y cancelar el factor comun, escribimos 
fix) = — j-. Explique: gesta x = 1 dentro del dominio 

de/w -^TT ? 


| 5.2 Simetria ylransformaciones 

■ Introduccion En esta seccion describiremos dos ayudas para trazar graficas de funcion 
en forma rapida y exacta. Si usted determina antes que la grafica de una funcion tiene alguna 
simetria , entonces puede disminuir el trabajo a la mitad. Ademas, el trazo de una grafica de 
una funcion aparentemente complicada se acelera si se reconoce que en realidad la grafica 
que se pide es una transformacion de la grafica de una funcion mas sencilla. Esta ultima ayuda 
de graficado se basa en los conocimientos anteriores del lector acerca de las graficas de 
algunas funciones basicas. 

■ Funciones potencia Una funcion que tenga la forma 

fix) = 

donde n representa un numero real, se llama funcion potencia. El dominio de una funcion 
potencia depende de la potencia n. Por ejemplo, ya se ha visto, en la seccion 5.1, que para 
n — 2, n = \ y n = — 1, respectivamente, que: 

• el dominio de/(x) = x 2 es el conjunto R de los numeros reales, o sea (— °°, °°), 

• el dominio de fix) — x 1/2 = Vx es [0, °°), 

• el dominio de fix) = x -1 = — es el conjunto R de los numeros reales, excepto 

x = 0. * 
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Las funciones sencillas de potencia, o las versiones modificadas de esas funciones se pre- 
sentan con tanta frecuencia en los problemas que no es necesario gastar tiempo valioso 
graficandolas. Sugerimos que se aprenda (memorice) el breve catalogo de graficas de fun- 
ciones de potencia de la FIGURA 5.2.1 . Probablemente ya sepa que la grafica del inciso a) de 
la figura es una recta, y que la grafica del inciso b) se llama parabola. 


■ Simetria En la section 4.2 describimos la simetrfa de una grafica respecto al eje y, al eje 
x y al origen. De esos tres tipos de simetrfas, la grafica de una funcion puede ser simetrica 
respecto al eje y o al origen, pero la grafica de una funcion distinta de cero no puede ser ^ 
simetrica respecto al eje x (vease el problema 43 en los ejercicios 5.2). Si la grafica de una 
funcion es simetrica respecto al eje y entonces, como sabemos, los puntos (x, y) y (— x, y) 
estan incluidos en la grafica de/ Del mismo modo, si la grafica de una funcion es simetrica 
respecto al origen, los puntos (x, y) y (— x, — y) aparecen en la grafica. Para las funciones, las 
dos siguientes pruebas de simetria son equivalentes a las pruebas i) y ii), respectivamente, de 
la pagina 180. 


^Puede usted explicar por que la 
grafica de una funcidn no puede 
ser simetrica respecto al eje x? 


5.2 Simetria y transformaciones 
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y> 



FIGURA 5.2.2 Funcion par; la grafica 
tiene simetria con respecto al eje y 


Definicion 5.2.1 Funciones pares e impares 

Suponga que por cada x en el dominio de una funcion/ — x tambien esta incluida en su 
dominio. Se dice que 

i) Una funcion/es par sif—x) = /(x). 

ii ) Una funcion/es impar si f—x) = —fix). 


En la FIGURA 5.2.2 observe que si/es una funcion par y 


/« 


/(-*) 



FIGURA 5.2.3 Funcion impar; la gra- 
fica tiene simetria respecto al origen 


(x, y) es un punto en su grafica, entonces necesariamente ( — x, y) (1 ) 

tambien esta en su grafica. De igual modo, en la FIGURA 5.2.3 se ve que si/es una funcion 
impary 

/« /(-*) = -fix) 

4 4 

(x, y) es un punto en su grafica, entonces necesariamente ( — x, — y) (2) 

esta en su grafica. Hemos demostrado el teorema siguiente. 


Teorema 5.2.1 Simetria 

i) Una funcion/es par si y solo si su grafica es simetrica respecto al eje y. 

ii) Una funcion/es impar si y solo si su grafica es simetrica respecto al origen. 


El examen de las figuras 5.2.2 y 5.2.3 muestra que las graficas son simetricas respecto 
al eje y y al origen, respectivamente. La funcion cuya grafica se presenta en la FIGURA 5.2.4 
FIGURA 5.2.4 La funcion no es par no es par ni impar y, por tanto, su grafica no tiene simetria respecto al eje y o al origen. 
ni impar: no hay simetria respecto al En vista de la definicion 5.2.1 y el teorema 5.2.1, podemos determinar la simetria de la 
eje y ni al origen grafica de una funcion en forma algebraica. 



MEUSSEIJ Funciones impares y pares 

a) fx) = x 3 es una funcion impar, porque de acuerdo con la definicion 5.2. lit) 

/(-x) = (-x) 3 = (-1) 3 X 3 = -X 3 = -/(x). 

Al inspeccionar la figura 5.2.1c) se ve que la grafica de/(x) = x 3 es simetrica con 
respecto al origen. Por ejemplo, ya que/(l) = 1, entonces (1, 1) es un punto de la 
grafica de y = x 3 . Como/es una funcion impar,/(— 1) = — /( 1) implica que (— 1 , — 1) 
esta en la grafica. 

b) /(x) = x 2/3 es una funcion par, porque de acuerdo con la definicion 5.2. 1 i) y las 
leyes de los exponentes, 

4 

/(-*) = (-x) 2/3 = (-1) 2/3 X 2/3 = 0^l) 2 x 2/3 = (-1) 2 X 2/3 = x 213 = f(x). 
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En la figura 5.2.11), se ve que la grafica de/es simetrica respecto al eje y. Por ejem- 
plo, como /(8) = 8 2/3 = 4, (8, 4) es un punto de la grafica de y = x 2/3 . Como/es 
una funcion par,/(— 8) =/(8) implica que (— 8, 4) esta en la misma grafica. 
c) f(x) = x 3 + 1 no es par ni impar. En 

/(-*) = i~x) 3 + 1 = -x 3 + l 

se ve que/(— x) + fix) y/(— x) + —fix). Por tanto, la grafica de/no es sime- 
trica respecto al eje y ni simetrica respecto al origen. = 


Las graficas de la figura 5.2.1, donde el inciso g) es la unica exception, tienen simetrfa, 
ya sea respecto al eje y o al origen. Las funciones de las figuras 5.2.1 b), d),f) e i) son pares, 
mientras que las de las figuras 5.2.1a), c), e) y h) son impares. 

Con frecuencia se puede trazar la grafica de una funcion aplicando cierta transformation 
a la grafica de una funcion mas simple (como las de la figura 5.2.1). A continuation exami- 
naremos dos clases de transformaciones graficas: las rfgidas y las no rfgidas. 

■ Transformaciones rfgidas Una transformation rigida de una grafica es aquella que 
solo cambia la position de la grafica en el piano xy, pero no su forma. Por ejemplo, el cfrculo 
(x — 2 ) 2 + (y ~ 3) 2 = 1 con centra en (2, 3) y radio r = 1 tiene exactamente la misma forma 
que el cfrculo x 2 + y 2 = 1, con centra en el origen. Se puede imaginar que la grafica de 
(x — 2) 2 + iy — 3 ) 2 = 1 es la de x 2 + y 2 = 1, pero desplazada dos unidades horizontal- 
mente a la derecha, y despues desplazada tres unidades verticalmente hacia arriba. En el caso 
de la grafica de una funcion y = fix), examinaremos cuatro clases de desplazamientos o 
traslaciones. 


Teorema 5.2.2 Desplazamientos verticales y horizontales 

Supongamos que y = fix) es una funcion y que c es una constante positiva. Entonces, la 
grafica de 

i) y = f{x) + c es la grafica de/ desplazada c unidades verticalmente hacia arriba, 
if) y = /(x) — c es la grafica de/desplazada c unidades verticalmente hacia abajo, 

iii) y = fix + c) es la grafica de/desplazada c unidades horizontalmente hacia 
la izquierda, 

iv) y = fix — c) es la grafica de/desplazada c unidades horizontalmente hacia la 
derecha. 


y, 



Examinemos la grafica de una funcion y = fix), que se ve en la FIGURA 5.2.5. Los despla- FIGURA 5.2.5 Grafica de y = /(x) 
zamientos de la grafica que se describen en i) a iv) del teorema anterior son las graficas, en 
rojo, de los incisos a) a d) de la FIGURA 5.2.6. Si un punto de la grafica de y = fix) es (x, y), y 
la grafica de/esta desplazada, digamos que c > 0 unidades hacia arriba; entonces (x, y + c) 
es un punto de la nueva grafica. En general, las coordenadas x no cambian debido a un des- 
plazamiento vertical [figuras 5.2.6a) y 5.2.6b)]. De igual modo, en un desplazamiento hori- 
zontal, las coordenadas y de los puntos en la grafica desplazada son iguales que en la grafica 
original [figuras 5.2.6c) y 5.2.6c/)]- 


HySEEin Desplazamientos horizontales y verticales 

Las graficas de y = x 2 + 1, y = x 2 — 1, y = (x + l) 2 y y = (x — l) 2 se obtienen a partir de 
la grafica (en azul) de/(x) = x 2 en la FIGURA 5.2.7a) desplazando esta grafica, respectiva- 


5.2 Simetriay transformaciones 
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a) Punto de partida 


El orden en que se hacen los des- 
plazamientos es irrelevante. Podria 
hacer primero el desplazamiento 
hacia arriba, y despues a la dere- 


(x, y + c) 



a) Desplazamiento vertical hacia arriba 



b) Desplazamiento vertical hacia abajo 


y> 


(x-c,yl 


y =f(x) 



y - 



c) Desplazamiento horizontal hacia la izquierda d) Desplazamiento horizontal hacia la derecha 
FIGURA 5.2.6 Desplazamientos verticales y horizontales de la grafica de y = f(x), por una cantidad 
c > 0 



b) Desplazamiento 
hacia arriba 


y{ 


y=x 2 - 1 



c) Desplazamiento 
hacia abajo 


y = (* + l) 2 



d ) Desplazamiento 
hacia la izquierda 


FIGURA 5.2.7 Graficas desplazadas del ejemplo 2 



e) Desplazamiento 
hacia la derecha 


mente, 1 unidad hacia arriba (figura 5.2.1b), 1 unidad hacia abajo (figura 5.2.7c), 1 unidad 
hacia la izquierda (figura 5.2.7 ct) y 1 unidad hacia la derecha (figura 5.2.7 e). = 


■ Combinacion de desplazamientos En general, la grafica de una funcion 

y = f(x± Cl )±c 2 (3) 

donde c, y c 2 son constantes positivas, combina un desplazamiento horizontal (hacia la 
^ izquierda o la derecha) con un desplazamiento vertical (hacia arriba o hacia abajo). Por ejem- 
plo, la grafica de y = fix — cj) + c 2 es la grafica de y =/(x) desplazada C| unidades hacia la 
derecha, y despues c 2 unidades hacia arriba. 

Desplazamiento vertical y horizontal de una grafica 

Grafique y = (pc + if - 1 . 

Solucion De acuerdo con lo anterior, se ve que (3) es de la forma y = fix + Ci) — c 2 , con 
Ci = 1 y c 2 = 1. Asf, la grafica de y = (x + l) 2 — 1 es la grafica de /(jc) = x 2 desplazada 
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1 unidad hacia la izquierda, seguida de un desplazamiento de 1 unidad hacia abajo. Esta 
grafica se muestra en la FIGURA 5.2.8. = 

En la grafica de la figura 5.2.8 se observa de inmediato que el rango de la funcion 
y = (x + l) 2 - 1 = x 2 + 2x es el intervalo [— 1, °°) del eje y. Tambien note que la grafica 
tiene las intersecciones con el eje x en (0, 0) y (—2, 0); el lector debe comprobarlo resolviendo 
x 2 + 2x = 0. Ademas, si volvemos a examinar la figura 5.1.5 de la section 5.1, veremos que 
la grafica dey = 4 + Vx — 3 es la grafica de la funcion rafz cuadrada, f{x) = Vx (figura 
5.2. lg) desplazada 3 unidades hacia la derecha y despues 4 unidades hacia arriba. 

Otra forma de transformar rigidamente la grafica de una funcion es con una reflexion 
respecto a un eje coordenado. 


Teorema 5.2.3 Reflexiones 

Supongamos que y = f(x) es una funcion. Entonces, la grafica de 
z) y = ~ /(x) es la grafica de/reflejada en el eje x, 
ii) y =/(— x) es la grafica de/reflejada en el ejey. 


En el inciso a) de la FIGURA 5.2.9 se ha repetido la grafica de una funcion y = f(x) que se 
presento en la figura 5.2.5. Las reflexiones de esta grafica, descritas en i) y ii) del teorema 
anterior, se ilustran en las figuras 5.2.9 ft) y 5.2.9c). Si ( x , y) representa un punto de la grafica 
de y = f(x), entonces el punto (x, —y) esta en la grafica de y = — /(x) y (— x, y) lo esta en la de 
y = /(— x). Cada una de esas reflexiones es una imagen especular de la grafica de y = f(x) en 
el eje coordenado respectivo. 



a) Punto de partida 

FIGURA 5.2.9 Reflexiones 


y| 



ft) Reflexion en el eje x 
los ejes coordenados 


y = /(-*) 



c) Reflexion en el eje y 


^BUSHED Reflexiones 

Grafique a) y = — Vx ft) y = V-x. 

Solution El punto de partida es la grafica de /(x) = Vx [FIGURA 5.2.10a)]. 
a) La grafica de y = — Vx es la reflexion de la grafica de /(x) = Vx en el eje x. 
Observese que, en la figura 5.2.10ft), ya que (1, 1) esta en la grafica de/, el punto 
(1, — 1) esta en la grafica de y = — Vx. 

ft) La grafica de y = V— x es la reflexion de la grafica de /(x) = Vx en el eje y. 
Observese que, en la figura 5.2.10c), como (1, 1) esta en la grafica de/el punto (—1,1) 
esta en la grafica de y = V— x. La funcion y = V— x se ve algo extrana, pero 
tengase en cuenta que su dominio esta determinado por el requisito — x > 0, o lo que 
es lo mismo, x < 0, por lo que la grafica reflejada esta definida en el intervalo 

(— °°> o]- 


y. 

y = (x + l)2-l 



FIGURA 5.2.8 Grafica desplazada 
del ejemplo 3 



Reflexion o imagen especular res- 
pecto al eje vertical 
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FIGURA 5.2.11 Reflexion de una 
funcion impar en el eje y 



FIGURA 5.2.12 Estiramiento vertical 
de la grafica de/(x) = x 



FIGURA 5.2.13 Estiramiento vertical 
(azul) y compresion vertical (rojo) de 
la grafica de f(x) = x 2 
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a) Punto de partida b ) Reflexion en el eje x c) Reflexion en el eje y 

FIGURA 5.2.10 Graficas del ejemplo 4 


Si una funcion /es par, entonces /(— x) = f{x) demuestra que una reflexion en el eje y 
serfa exactamente la misma grafica. Si una funcion es impar, entonces, con/(— x) = — /(x), 
se ve que una reflexion de la grafica de/en el eje y es identica a la grafica de/reflejada en 
el eje x. En la FIGURA 5.2.1 1 la curva en azul es la grafica de la funcion impar /(x) = x 3 ; la curva 
roja es la grafica de y =/(— x) = (— x) 3 = — x 3 . Notese que si la curva en azul se refleja en el 
eje y o en el eje x, se obtiene la curva roja. 

■ Transformaciones no rigidas Si una funcion/se multiplica por una constante c > 0, 
cambia la forma de la grafica, pero se conserva, aproximadamente, su forma original. La 
grafica de y = c/(x) es la de y = /(x) deformada de manera vertical; la grafica de/se estira (o 
se alarga, o se elonga) verticalmente, o se comprime (o se aplana) de manera vertical, lo cual 
depende del valor de c. El estiramiento o la compresion de una grafica son ejemplos de 
transformaciones no rigidas. 


Teorema 5.2.4 Estiramientos y compresiones verticales 

Supongamos que y = f(x) es una funcion y que c es una constante positiva. Entonces, la 
grafica de y = c/(x) es la grafica de/ 

i) estirada verticalmente por un factor de c unidades, si c > 1, 

ii ) comprimida verticalmente por un factor de c unidades, si 0 < c < 1 . 


Si (x, y) representa un punto en la grafica de/, entonces el punto (x, cy) esta en la grafica 
de cf. Las graficas de y = x y de y = 3x se comparan en la FIGURA 5.2.12; la ordenada de un 
punto en la grafica de y = 3x es 3 veces mayor que la ordenada del punto con la misma abs- 
cisa, en la grafica de y = x. La comparacion de las graficas de y = lOx 2 (grafica en azul) y 
y = (qX 2 (grafica en rojo) de la FIGURA 5.2.13 es algo mas drastica; la grafica de y = l 0 x 2 tiene 
un aplastamiento vertical considerable, en especial cerca del origen. Notese que en esta des- 
cription, c es positiva. Para trazar la grafica de y = — lOx 2 imagmela como y = — (lOx 2 ), lo 
cual quiere decir que primero se estira verticalmente la grafica de y = x 2 por un factor de 10 
y despues se refleja esa grafica en el eje x. 

En el ejemplo siguiente se ilustran el deslizamiento, la reflexion y el estiramiento de una 
grafica. 


Combinacion de transformaciones 

Grafique y = 2 - 2Vx - 3. 

Solucion El lector debe reconocer que la funcion dada es producto de cuatro transfor- 
maciones de la funcion basica /(x) = Vx: 
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desplazamiento vertical hacia arriba desplazamiento horizontal hacia la derecha 

l l 



Comenzaremos con la grafica de fix) = Vx de la FIGURA 5.2.14a). A continuation, se 
estira verticalmente esa grafica, por un factor de 2, para obtener y = 2 Vx en la figura 
5.2.14b), que se refleja en el eje x, para obtener y = —2 Vx, de la figura 5.2.14c). Esta 
tercera grafica se desplaza 3 unidades hacia la derecha, para obtener y = —2 Vx — 3 en 
la figura 5.2.14 d). Por ultimo, la cuarta grafica se desplaza 2 unidades hacia arriba, para 
obtener y = 2 — 2Vx — 3, de la figura 5.2. 14e). Notese que el punto (0, 0) de la grafica 
de /(x) = Vx queda fijo en el estiramiento vertical y en la reflexion en el eje x, pero bajo 
el primer desplazamiento (horizontal), el punto (0, 0) se mueve a (3, 0) y en el segundo 
desplazamiento (vertical), el punto (3, 0) se mueve a (3, 2). 



a) Punto de partida 


b) Estiramiento 
vertical 


c) Reflexion en el eje x d) Desplazamiento 
hacia la derecha 


e) Desplazamiento 
hacia arriba 


FIGURA 5.2.14 La grafica de y = 2 — 2Vx — 3 del ejemplo 5 se muestra en el inciso e) 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-11. 


En los problemas 1 a 10, use (1) y (2) para determinar si la 
funcion y = fix) es par, impar o ni par ni impar. No haga la 
grafica. 

1. f(x ) = 4 - x 2 

2. f(x ) = x 2 + 2x 

3. fix) = x 3 - x + 4 

4. fix) = x 5 + x 3 + x 

5. fix) = 3x - i 

7. fix) = 1 - Vl - x 2 

8. fix) = Vx 3 + x 
9- fix) = |x 3 | 

10. fix) = x|x| 


En los problemas 1 1 a 14, indique si la funcion y = fix), cuya 
grafica se presenta, es par, impar o ni par ni impar. 



FIGURA 5.2.15 Grafica para el 
problema 1 1 
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problema 12 

13 . y| 



FIGURA 5.2.17 Grafica para el 
problema 13 



el problema 14 

En los problemas 15 a 18, complete la grafica de la funcion 
dada y = f(x) a) si/es una funcion par, y b ) si/es una fun- 
cion impar. 

15. yi 



FIGURA 5.2.19 Grafica para el problema 15 



FIGURA 5.2.20 Grafica para el problema 16 


FI G U RA 5.2.21 Grafica para el 
problema 17 


"w 



n! 


FIGURA 5.2.22 Grafica para 
el problema 18 


En los problemas 19 y 20, suponga que/(— 2) = 4 y que 
/( 3) = 7. Determine /(2) y/(-3). 

19. Si/es una funcion par. 

20. Si/es una funcion impar. 

En los problemas 21 y 22, suponga que g(— 1) = — 5 y que 
g(4) = 8. Determine g(l) y g(~4). 

21 . Si g es una funcion impar. 

22. Si g es una funcion par. 

En los problemas 23 a 32, los puntos (—2, 1) y (3, —4) estan 
en la grafica de la funcion y = f(x). Determine los puntos 
correspondientes en la grafica que obtuvo con las transforma- 
ciones dadas. 

23. La grafica de/desplazada 2 unidades hacia arriba. 

24. La grafica de/desplazada 5 unidades hacia abajo. 

25. La grafica de/desplazada 6 unidades hacia la izquierda. 

26. La grafica de/desplazada 1 unidad hacia la derecha. 

27. La grafica de/desplazada 1 unidad hacia arriba y 4 uni- 
dades hacia la izquierda. 

28. La grafica de/desplazada 3 unidades hacia abajo y 5 uni- 
dades hacia la derecha. 

29. La grafica de/reflejada en el eje y. 

30. La grafica de/reflejada en el eje x. 

31. La grafica de/estirada verticalmente por un factor de 15 
unidades. 

32. La grafica de/comprimida verticalmente por un factor de 
\ de unidad, y despues reflejada en el eje x. 


216 


CAPITUL0 5 Funcionesy graficas 


En los problemas 33 a 36, use la grafica de la funcion y = f(x) 
que se indica en la figura, para graficar las funciones siguien- 
tes: 

a) y = f{x ) + 2 b) y = fix) - 2 

c) y = fix + 2) d) y = fix - 5) 

e) y = -fix) f) y = fi-x) 



FIGURA 5.2.23 Grafica para el 
problema 33 



FIGURA 5.2.24 Grafica para el 
problema 34 


35. y \ 



FIGURA 5.2.25 Grafica para el 
problema 35 



FIGURA 5.2.26 Grafica para el 
problema 36 


En los problemas 37 y 38, use la grafica de la funcion 
y = fix) que muestra la figura, para graficar las funciones 
siguientes. 


a) y = fix) + 1 

c) y- fix + 77-) 

e ) y = -fix) 

g ) y = 3 fix) 


b) y = fix) - 1 
d) y = /(x-ir/2) 
f) y = fi~x) 
h) y = -i fix) 


37. y„ 



FIGURA 5.2.27 Grafica para el 
problema 37 



FIGURA 5.2.28 Grafica para el 
problema 38 


En los problemas 39 a 42, halle la ecuacion de la grafica final 

despues de aplicar las transformaciones indicadas a la grafica 

de y = fix). 

39. La grafica de/(x) = x 3 desplazada 5 unidades hacia arriba 
y 1 unidad hacia la derecha. 

40. La grafica d e/(x) = x 2/3 , estirada verticalmente 3 unidades, 
y a continuacion desplazada 2 unidades hacia la derecha. 

41. La grafica de /(x) = x 4 , reflejada en el eje x y desplazada 
7 unidades hacia la izquierda. 

42. La grafica de/(x) = 1/x, reflejada en el eje y y desplazada 
5 unidades hacia la izquierda y 10 unidades hacia abajo. 

= Para la discusion 

43. Explique por que la grafica de una funcion y = /(x) no 
puede ser simetrica respecto al eje x. 

44. <',Que puntos, si los hay, en la grafica de y = fix) perma- 
necen fijos, esto es, igual en la grafica resultante despues de 
un estiramiento o una compresion vertical? despues 
de una reflexion en el eje x? Despues de una reflexion en 
el eje y? 

45. Indique la relation que hay entre las graficas de y = /(x) 

yy = fi\x\). 

46. Indique que relacion hay entre las graficas de y = /(x) y 
y = ficx), donde c > 0 es una constante. Considere dos 
casos: 0<c<lyc>l. 

47. Revise las graficas de y = x y y = 1/x, de la figura 5.2.1. 
A continuacion indique como obtener la grafica de la recl- 
proca y = 1 /fix) a partir de la grafica de y = /(x). Trace la 
grafica de y = 1 /fix) a partir de la funcion cuya grafica se 
ve en la figura 5.2.26. 

48. En terminos de transformaciones de graficas, describa la 
relacion entre la grafica de la funcion y = ficx), donde c 
es una constante, y la grafica de y = fix). Considere dos 
casos: c> lyO<c< 1. Ilustre sus respuestas con varios 
ejemplos. 


5.2 Simetriay transformaciones 
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Las funciones polinomiales se 
estudian a fondo en el capitulo 6. 



FIGURA 5.3.1 Grafica de la parabola 
mas sencilla 


5.3 Funciones lineal y cuadratica 


■ Introduccion Cuando n es un entero no negativo, la funcion potencia/(x) = x" es solo 
un caso especial de una clase de funciones llamadas funciones polinomiales. Una funcion 
polinomial tiene la forma 

fix ) = a „x" + a„_ix" _1 + ■■■ a 2 x 1 + a x x + a 0 (1) 

donde n es un entero no negativo. Las tres funciones consideradas en esta seccion, /(x) = a Q , 
fix) = a x x + a 0 y fix) =a 2 x 2 + a t x + a 0 son funciones polinomiales. En las definiciones que 
siguen cambiamos los coeficientes de estas funciones por sfmbolos mas convenientes. 


Definicion 5.3.1 Funcion constante 

Una funcion constante y = fix) es una que tiene la forma 


fix) = a 

(2) 

donde a es una constante. 



Definicion 5.3.2 Funcion lineal 

Una funcion lineal y = fix) es aquella que tiene la forma 


fix) = ax + b 

(3) 

donde a + 0 y b son constantes. 



En la forma y = a sabemos, por lo aprendido en la seccion 4.3, que la grafica de una 
funcion constante es simplemente una recta horizontal. Del mismo modo, cuando se escribe 
como y = ax + b, reconocemos una funcion lineal como la forma pendiente-interseccion de 
una recta, donde el sfmbolo a desempena el papel de la pendiente m. Por tanto, la grafica 
de toda funcion lineal es una recta no horizontal con pendiente. El dominio de una funcion 
constante y de una funcion lineal es el conjunto de los numeros reales (— °°, °°). 

La funcion de segundo grado y = x 2 que desempeno un papel importante en la seccion 
5.2 es miembro de una familia de funciones llamadas funciones cuadraticas. 


Definicion 5.3.3 Funcion cuadratica 

Una funcion cuadratica y = f{x) es una funcion que tiene la forma 

f{x) = ax 2 + bx + c (4) 

donde a =h 0, b y c son constantes. 


■ Graficas La grafica de toda funcion cuadratica, a la que se le llama parabola, tiene la 
misma forma basica que la funcion de elevar al cuadrado, y = x 2 , que se muestra en la FIGURA 
5.3.1 . En los ejemplos presentados a continuacion veremos que las graficas de las funciones 
cuadraticas /(x) = ax 1 + bx + c solo son transformaciones de la grafica de y = x 2 : 

• La grafica de/(x) = ax 2 , con a > 0, es la grafica de y = x 2 , estirada verticalmente 
cuando a > 1 y comprimida verticalmente cuando 0 < a < 1 . 
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• La grafica de/(x) = ax 2 , a < 0, es la grafica de y = axr, a > 0, reflejada en el eje x. 

• La grafica de /(x) = ax 2 + bx + c, con b =h 0, es la grafica de y = ax 2 desplazada 
horizontal o verticalmente. 

De acuerdo con los dos primeros puntos de esta lista, se llega a la conclusion de que la grafica 
de una funcion cuadratica se abre hacia arriba, como en la figura 5.3.1, si a > 0 y se abre 
hacia abajo si a < 0. 

^EEEEEXl Estiramiento, compresion y reflexion 

a) Las graficas de y = 4x 2 y y = i 0 x 2 son, respectivamente, un estiramiento vertical 
y una compresion vertical de la grafica de y = x 2 . Las graficas de esas funciones se 
muestran en la FIGURA 5.3.2a); la grafica de y = 4x 2 se ve en rojo, la de y = jqX 2 es 
verde, y la de y = x 2 esta en azul. 

b) Las graficas de y = — 4X 2 , y = -fX 2 y y = — x 2 se obtienen a partir de las graficas 
de las funciones del inciso a), reflejandolas en el eje x [figura 5.3.2i>)]. 



a ) La grafica en rojo es un estiramiento 
vertical de la grafica en azul; 
la grafica en verde es una compresion 
vertical de la grafica en azul 



FIGURA 5.3.2 Graficas de las funciones cuadraticas del ejemplo 1 


■ Vertice y eje Si la grafica de una funcion cuadratica se abre hacia arriba, a > 0 (o hacia 
abajo, a < 0), el punto mas bajo (mas alto) (h, k) de la parabola se llama vertice. Todas las 
parabolas son simetricas respecto a una recta vertical que pasa por el vertice (h, k). La recta 
x = h se llama eje de simetria, o simplemente eje de la parabola (FIGURA 5.3.3). 



a)y= ax 2 +bx + c,a> 0 b) y = ax 2 + bx + c, a < 0 

FIGURA 5.3.3 Vertice y eje de una parabola 

■ Forma normal El vertice de una parabola puede determinarse ordenando la ecuacion 
f(x) = ax 2 + bx + c en su forma normal 

f(x) = a(x - h ) 2 + k. (5) 


5.3 Funciones lineal y cuadratica 
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^ La forma (5) se obtiene a partir de la ecuacion (4), completando el cuadrado en x. Para com- 
pletar el cuadrado en la ecuacion (4) se comienza factorizando el numero a de todos los 
terminos que contienen a la variable x: 


fix) = o 


= a [ x 2 H — x + c. 


Dentro de los parentesis se suma y se resta el cuadrado de la mitad del coeficiente de x: 


cuadrado de jj 

4 



La ultima expresion es la ecuacion (5), en la cual se iguala h = —b!2a y k = (4 ac — b 2 )/4a. 
Si a > 0, entonces por necesidad a(x — Hf s 0. Por consiguiente,/(x) en la ecuacion (5) es 
minima cuando (x — Hf = 0; esto es, cuando x = h. Con un argumento similar se demuestra 
que si a < 0 en (5 ),f(x) es un valor maximo para x = h. Por consiguiente, (h, k ) es el vertice 
de la parabola. La ecuacion del eje x de la parabola es x = h o x = — b!2a . 

Recomendamos mucho que no memorice el resultado del ultimo renglon de las ecuacio- 
nes (6), sino que practique cada vez completar el cuadrado. Sin embargo, si el profesor 
permite la memorizacion para ahorrar tiempo, el vertice se puede determinar calculando las 
coordenadas del punto 


■ Intersecciones con los ejes La grafica de la ecuacion (4) tiene siempre una interseccion 
con el ejey puesto que 0 esta en el dominio de/. De/(0) = c se advierte que la interseccion de 
una funcion cuadratica con el eje y es (0, c). Para determinar si la grafica tiene intersecciones 
con el eje x se debe resolver la ecuacion /(x) = 0. Eso se puede hacer por factorizacion o 
usando la formula cuadratica. Recuerde que una ecuacion cuadratica ax 2 + bx + c = 0, con 
a ¥= 0, tiene las soluciones 

— b — \/b 2 — 4 ac —b + \/b 2 — 4 ac 

xi = 0 , *2 = 0 • 

2a 2 a 

Distinguiremos tres casos, de acuerdo con el signo algebraico del discriminante b 2 — 4 ac. 

• Sib 2 — 4ac > 0 hay dos soluciones reales distintas, x, y x 2 . La parabola corta el eje x 
en(x 1 ,0)y(x 2 ,0). 

• Sib 2 — 4 ac = 0 hay una sola solucion real x h El vertice de la parabola esta en el eje 
x, en (xi, 0). La parabola es tangente al eje x, es decir, lo toca en ese punto. 

• Si b 2 — 4 ac < 0 no hay soluciones reales. La parabola no cruza al eje x. 

Como vera en el ejemplo que sigue, se puede obtener un bosquejo razonable de una 
parabola graficando las intersecciones con los ejes coordenados y el vertice. 


CAPITUL0 5 Funcionesy graficas 


LESSEES Grafica usando las intersecciones con los ejes y el vertice 

Grafique/(x) = x 2 - 2x - 3. 

Solucion Como a = 1 > 0, se ve que la parabola se abre hacia arriba. De/(0) = —3, se 
obtiene la intersection con el eje y en (0, -3). Para ver si hay intersecciones con el eje x se 
resuelve x 2 — 2x — 3 = 0. Factorizando: 

(x + l)(x - 3) = 0, 

y se ve que las soluciones son x — — 1 y x = 3. Las intersecciones con el eje x estan en 
(— 1, 0) y en (3, 0). Para ubicar el vertice se completa el cuadrado: 

/(x) = (x 2 - 2x + 1) - 1 - 3 = (x 2 - 2x + 1) - 4. 

De este modo llegamos a la forma normal, que es f(x) = (x — l) 2 — 4. Si h = 1 y k = — 4, 
la conclusion es que el vertice esta en (1, —4). Con esta informacion trazamos una parabola 
que pase por estos cuatro puntos, como se ve en la FIGURA 5.3.4. 

Una ultima observacion. A1 ubicar el vertice, en forma automatica se determina el 
rango de una funcion cuadratica. En este ejemplo, y = —4 es el numero menor del rango 
de/, por lo que el rango de/es el intervalo [—4, °°) en el eje y. = 



BEE3HEH El vertice esta en la interseccion con el eje x 

Grafique/(x) = -4X 2 + 12x - 9. 


Solucion La grafica de esta funcion cuadratica es una parabola que se abre hacia abajo, 
porque a = — 4 < 0. Para completar el cuadrado se comienza sacando a -4 como factor 
comun de los dos terminos en x: 


fix) = -4X 2 + 12x - 9 
= -4/x 2 — 3x) — 9 

= -4^x 2 - 3x + ^ - 
= -d^x 2 - 3x + 

= -4^ x 2 - 3x + A 


9 = (-4) (-1) 
de la lfnea anterior 


Entonces, la forma normal es /(x) = — 4(x — |) 2 . Con h = |y k = 0, se ve que el ver- 
tice esta en (|, 0). La interseccion con el eje y esta en (0,/(0)) = (0, — 9). A1 resolver — 4X 2 
+ 12x — 9 = — 4(x — |) 2 = 0 se ve que solo hay un corte con el eje x, en (|, 0), lo cual 
era de esperarse, porque el vertice (|, 0) esta en el eje x. Como se ve en la FIGURA 5.3.5, se 
puede obtener un esquema aproximado solo con estos dos puntos. La parabola es tangente 
al ejex en (I, 0). = 



H3EEEEH Uso de la ecuacion (7) para encontrar el vertice 

Grafique/(x) = x 2 + 2x + 4. 

Solucion La grafica es una parabola que se abre hacia arriba, porque a = 1 > 0. Para 
fines de ilustracion, usaremos esta vez la ecuacion (7) para determinar el vertice. Con 
b = 2, -b/2a = -2/2 = -l,y 

/(-l) = (-1) 2 + 2(-l) + 4 = 3 


5.3 Funciones lineal y cuadratica 
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t 2 + 2x + 4 



FIGURA 5.3.6 Parabola del ejem- 
plo 4 


el vertice esta en (— 1 ,f[— 1)) = (— 1, 3). La interseccion con el eje y esta en (0,/(0)) = (0, 4), 
pero la formula cuadratica indica que la ecuacion f(x) = 0, o xr + 2x + 4 = 0 no tiene 
soluciones reales. En vista de lo anterior, la grafica no tiene interseccion con el eje x. Como 
el vertice esta arriba del eje x y la parabola se abre hacia arriba, la grafica debe estar toda 
arriba del eje x [FIGURA 5.3.6], = 

■ Graficas por transformaciones La forma normal, ecuacion (5), describe con claridad 
como se traza la grafica de cualquier funcion cuadratica a partir de la grafica de y = x 2 , 
comenzando con una transformation no rfgida, seguida por dos transformaciones rfgidas: 

• y = ax 2 es la grafica de y = x 2 estirada o comprimida verticalmente. 

• y = a(x — hf es la grafica de y = ax 2 desplazada | h | unidades horizontalmente. 

• y = a(x — hf + k es la grafica de y = a(x — hf desplazada | k | unidades vertical- 
mente. 

En la FIGURA 5.3.7 se ilustran los desplazamientos horizontal y vertical en el caso donde 
a> 0, h> Oy k> 0. 



FIGURA 5.3.7 La grafica en rojo se obtiene desplazando la grafica 
en azul h unidades hacia la derecha, y k unidades hacia arriba 


Graficas con desplazamiento horizontal 

Compare las graficas de a) y = (x — 2 ) 2 y b)y = (x + 3 ) 2 . 

Solucion La grafica en lrnea interrumpida azul, en la FIGURA 5.3.8, es la grafica dey = x 1 . 
A1 comparar las funciones a) y b) con la ecuacion (6), se ve en cada caso que a = 1 y 
k = 0. Eso quiere decir que ninguna de ellas tiene estiramiento o compresion verticales, 
y que ninguna esta desplazada verticalmente. 

a) Igualando h = 2, la grafica de y = (x — 2) 2 es la grafica de y = x 2 desplazada hori- 
zontalmente 2 unidades hacia la derecha. El vertice (0, 0) de y = x 2 se convierte en 
el vertice (2, 0) de y = (x — 2) 2 . Vease la grafica en rojo de la figura 5.3.8. 

b) Si hacemos que h = —3,1a grafica de y = (x + 3) 2 es la grafica de y = x 2 desplazada 

| — 3 | = 3 unidades horizontalmente hacia la izquierda. El vertice (0, 0) de y = x 2 
se convierte en el vertice (— 3, 0) de y = (x + 3) 2 . Vea la grafica en verde de la 
figura 5.3.8. = 


MEHS0EI3 Grafica desplazada 

Grafique y = 2(x — l) 2 — 6. 

Solucion Esta es la grafica de y = x 2 estirada hacia arriba verticalmente, seguida por 
un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la derecha, y despues por un desplaza- 
miento vertical de 6 unidades hacia abajo. En la FIGURA 5.3.9, el lector debe notar la forma 
en que el vertice (0, 0) de la grafica de y = x 2 se mueve al punto (1, -6) en la grafica de 
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FIGURA 5.3.8 Graficas desplazadas del ejemplo 5 


y = 2(x — l) 2 — 6 como resultado de estas transformaciones. Tambien debe comprender la 
forma en que el punto (1, 1) de la figura 5.3.9a) termina siendo el punto (2, —4) de la fi- 
gura 5.3.9 d). 



FIGURA 5.3.9 Graficas del ejemplo 6 


■ Solucion grafica de desigualdades Las graficas pueden ayudar a resolver ciertas des- 
igualdades cuando una tabla de signos no es util porque la funcion cuadratica no se factoriza en 
forma comoda. Por ejemplo, la funcion cuadratica del ejemplo 6 equivale ay = lx 1 — Ax — 4. 
Si se nos pidiera resolver la desigualdad lx 1 — 4x — 4 > 0, en la figura 53.9d) verfamos que 
y > 0 hacia la izquierda de la interseccion con el eje x en el eje de las x negativas, y a la dere- 
cha de la interseccion con el eje x en el eje de las x positivas. Las abscisas de estas intersec- 
ciones,obtenidasresolviendo2r — 4x — 4 = Ocon la formula cuadratica, son 1 — V3 y 1 + V3. 
Entonces, la solucion de 2 k 2 - 4x - 4 > 0 es ( — °°, 1 - V3] U [l + V3, °°). 

■ Funciones crecientes y decrecientes Hemos visto en las figuras 4.3.2a) y 4.3.2 b) que 
si a > 0 (que, como acabamos de ver, hace las veces de m), los valores de una funcion lineal 
fix) = ax + b crecen cuando x aumenta, en tanto que para a < 0, los valores de fix) dismi- 
nuyen cuando x aumenta. Los conceptos creciente y decreciente se pueden extender a cualquier 
funcion. La posibilidad de determinar intervalos en los que una funcion /crece o decrece 
desempena un papel importante en aplicaciones de calculo. 


Definicion 5-3.4 Funciones crecientes y decrecientes 

Suponga que y = fix) es una funcion definida en un intervalo y que xj y x 2 son dos nume- 
ros cualesquiera en el intervalo tales que X\ < x 2 . Entonces, la funcion/es 

i) creciente en el intervalo, si/(x0 < fix 2 ) (8) 

ii) decreciente en el intervalo si fix{) >fix 2 ) (9) 


En la FIGURA 5.3.10a) la funcion/es creciente en el intervalo [a, b], en tanto que/es 
decreciente en el intervalo [a, b ] en la figura 5.3.10b). Una funcion lineal fix) = ax + b 




FIGURA 5.3.10 La funcion/es cre- 
ciente en [a, b\ en a); y decreciente 
en [a, b] en b) 


5.3 Funciones lineal y cuadratica 
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FIGURA 5.3.11 Piedra lanzada hacia 
arriba desde una altura initial s 0 


es creciente en el intervalo (— °°, °°) en el caso de a > 0, y decreciente en el intervalo (— °°, °°) 
cuando a < 0. Del mismo modo, si a > 0, entonces la funcion cuadratica /en (5) es decre- 
ciente en el intervalo (— °°, h\ y creciente en el intervalo [h, °°). Si a < 0, tenemos precisamente 
lo contrario, es decir,/es creciente en (— °°, h] y decreciente en [h, °°). Si examinamos de 
nuevo la figura 5.3.6, veremos que/(x) = xr + 2x + 4 es decreciente en el intervalo (— °°, 
— 1] y creciente en [— 1, °°). En general, si h es la coordenada x del vertice de una funcion 
cuadratica / entonces /cambia ya sea de creciente a decreciente o de decreciente a creciente 
en x = h. Por ello, el vertice ( h , k ) de la grafica de una funcion cuadratica se llama tambien 
punto de inflexion de la grafica de/ 

■ Objeto en caida libre En terminos generates, una ecuacion o una funcion que se construye 
con base en ciertos supuestos sobre alguna situation o fenomeno del mundo real con la 
intention de describir dicho fenomeno se denomina modelo matematico. Supongamos que 
un objeto, como una pelota, se lanza ya sea directamente hacia arriba (hacia abajo) o simple- 
mente se deja caer desde una altura initial % Entonces, si la direction positiva se toma hacia 
arriba, la altura s(t) del objeto sobre el suelo se determina con la funcion cuadratica 

s(t) = \gt 2 + v 0 t + s 0 , (10) 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad (—32 pies/s 2 o —9.8 m/s 2 ); v 0 es la velocidad 
initial que se imparte al objeto, y t es el tiempo, expresado en segundos (FIGURA 5.3.11). Si se 
deja caer el objeto, entonces v 0 = 0. Para deducir la ecuacion (10) se supone que el movimiento 
se efectua cerca de la superficie terrestre, y entonces no se tiene en cuenta los efectos de 
retardo debidos a la resistencia del aire. Tambien, la velocidad del objeto cuando esta en el 
aire se determina con la funcion lineal 


v(f) = gt + v 0 . 

(Veanse los problemas 59 a 62, en los ejercicios 5.3.) 


(ID 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-12. 


En los problemas 1 y 2, halle una funcion lineal (3) que satis- 
faga las dos condiciones dadas. 

1. yi-i) = 5,yii) = 6 

2. f(-l)= 1 +/(2),/(3)=4/(l) 

En los problemas 3 a 6, halle el punto de intersection de 
las graficas de las funciones lineales dadas. Dibuje las dos 
rectas. 

3. /( x) = -2x+ 1,£(jc) =4x + 6 

4. f(x) =2x + 5 ,gix) =|x + 5 

5. fix) =4x + l,gix) =i* + f 

6. fix) =2x - 10,g(;c) = -3x 

En los problemas 7 a 12, para la funcion dada, calcule el 
fix + h) - fix) 

cociente : , donde h es una constante. 

h 

7. fix) = -9x + 12 


8. 

fix) 

= yx~ 

■ 5 

9. 

fix) 

— _^L 

+ X 

10. 

fix) 

= 5x? 

- lx 

11. 

fix) 

= x 2 - 

■ 4x + 2 

12. 

fix) 

= -2k 2 + 5x - 3 


En los problemas 13 a 18, trace la grafica de la funcion/indi- 
cada. 

13. f(x) = lx 1 

14. fix) = -lx 2 

15. fix) =2x 2 -2 

16. fix) = 2x 2 + 5 
17- fix) = —2x 2 + 1 
18. fix) = —2x 2 - 3 
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En los problemas 19 a 30, en el caso de la funcion cuadra- 
tica /: 

a) Determine todas las intersecciones con los ejes de la 
grafica de/. 

b) Exprese la funcion/en la forma normal. 

c) Determine el vertice y el eje de simetrfa. 

d) Trace la grafica de/. 

19. f(x) = x{x + 5) 

20. fix) = -x 2 + 4x 

21. fix) = (3 - x)ix + 1) 

22. fix) = ix- 2 )ix - 6) 

23. fix) =x 2 -3x + 2 

24. fix) = -x 2 + 6x- 5 

25. fix) =4x 2 -4x + 3 

26. fix) = -* 2 + 6x - 10 
27- fix) = ~h 2 + x+l 

28. fix) = x 2 - 2x - 7 

29. fix) = x 2 - lOx + 25 

30. fix) = -x 2 + 6x - 9 

En los problemas 31 y 32, calcule el valor maximo o el valor 
mi'nimo de la funcion/. Indique cual es el rango de la fun- 
cion/ 

31. fix) = 3x 2 - 8x + 1 

32. fix) = —2x 2 - 6x + 3 

En los problemas 33 a 36, determine el intervalo mas grande 
en el que la funcion /sea creciente, y el intervalo mas 
grande en el que la funcion/sea decreciente. 

33. fix) = jx 2 - 25 

34. fix) = -ix + 10) 2 

35. fix) = -2x 2 - I2x 

36. fix) = x 2 + 8x - 1 

En los problemas 37 a 42, describa, en palabras, como se 
puede obtener la grafica de la funcion indicada a partir de la 
grafica de y = x 2 , mediante transformaciones rfgidas o no 
rfgidas. 

37. fix) = ix- 10) 2 

38. fix) =ix + 6) 2 

39. fix) = -K* + 4) 2 + 9 

40. fix) = 10(x - 2) 2 - 1 


41. fix) = i-x - 6) 2 - 4 

42. fix) = -(1 - x) 2 + 1 

En los problemas 43 a 48, la grafica que se ve es y = x 2 , des- 
plazada y/o reflejada en el piano xy. Escriba la ecuacion de la 
grafica. 



para el problema 43 

yk 



FIGURA 5.3.13 Grafica para 
el problema 44 


45 - yk 



FIGURA 5.3.14 Grafica 
para el problema 45 



para el problema 46 
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FIGURA 5.3.16 Grafica 
para el problema 47 



(5,0) 


FIGURA 5.3.18 Distancia para 
el problema 57 


FIGURA 5.3.17 Grafica 
para el problema 48 


En los problemas 49 y 50, deduzca la funcion cuadratica 
f(x) = ax 2 + bx + c que satisfaga las condiciones dadas. 

49. /tiene los valores/(0) = 5,/(l) = 10 y/(-l) = 4 

50. Su grafica pasa por (2, — 1) y los ceros de/son 1 y 3 


= Aplicaciones diversas 

58. Tiro conarco Como seveen la FIGURA 5.3.19, unaflecha 
disparada con un angulo de 45° con respecto a la horizon- 
tal, describe un arco parabolico definido por la ecuacion 
y = ox 2 + x + c. Use el hecho de que la flecha se lanza a 
una altura vertical de 6 pies, y recorre una distancia hori- 
zontal de 200 pies, para calcular los coeficientes aye. 
^Cual es la altura maxima que alcanza la flecha? 



En los problemas 5 1 y 52, deduzca las funciones cuadrati- 
cas en su forma normal /(x) = a(x — hf + k, que satisfaga 
las condiciones indicadas. 

51. El vertice de la grafica de/esta en (1, 2), y la grafica pasa 
por (2, 6). 

52. El valor maximo de/es 10; el eje de simetna es x = — 1 
y la interseccion con el eje y es (0, 8). 

En los problemas 53 a 56, trace la region del piano xy que 
esta acotada entre las graficas de las funciones indicadas. 
Determine los puntos de interseccion de las graficas. 

53. y = —x + 4, y = x 2 + 2x 

54. y = 2x — 2, y = 1 - x 2 

55. y = x 2 + 2x + 2, y = -x 2 - 2x + 2 

56. y = x 2 - 6x + 1, y = -x 2 + 2x + 1 

57. a) Exprese, en funcion de x, el cuadrado de la distancia d 
del punto (x, y) en la grafica de y = 2x, al punto (5, 0) 
indicado en la FIGURA 5.3.18. 

b) Use la funcion del inciso a ) para calcular el punto (x, y) 
que es el mas cercano a (5, 0). 


59. Otro tiro con arco Se dispara una flecha verticalmente 
hacia arriba, con una velocidad de 64 pies/s, desde un punto 
que esta a 6 pies arriba del suelo (FIGURA 5.3.20). 



FIGURA 5.3.20 Flecha del 
problema 59 
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a) Calcule la altura s{t) y la velocidad v{t) de la flecha 
cuando el tiempo es f > 0. 

b) /Cual es la altura maxima que alcanza la flecha? /Cual 
es la velocidad de la flecha en el momento en que 
alcanza su altura maxima? 

c) / En que momento (tiempo) la flecha regresa al nivel de 
los 6 pies? /Cual es su velocidad en ese momento? 

Cua n a Ito La altura sobre el piso a la que llega un cohete 
de juguete lanzado hacia arriba desde la azotea de un edi- 
ficio, se determina mediante s{i) = — 1 6f 2 + 96 1 + 256. 

a) /Cual es la altura del edificio? 

b) /Cual es la altura maxima que alcanza el cohete? 

c) Calcule el tiempo para que el cohete llegue al suelo. 

Velocidad del impacto Se deja caer una pelota desde el 
techo de un edificio, que esta a 122.5 metros sobre el nivel 
del suelo. 

a) /Cual es la altura y la velocidad de la pelota cuando 
t = Is? 

b ) /En que tiempo llega la pelota al suelo? 

c) /Cual es la velocidad de la pelota al chocar con el 
suelo? 

Un cuento verdadero salvo que... Hace pocos anos, un 
periodico informo que un escapista planeaba saltar de 
un puente en el rfo Mississippi, cargado con 70 lb de cade- 
nas y esposas. En el artfculo se afirmaba que la altura del 
puente era de 48 pies, y que la velocidad de impacto 
del escapista, al llegar al agua, serfa de 85 millas por hora. 
Suponiendo que solo se dejara caer desde el puente, enton- 
ces su altura (en pies) y su velocidad (en pies/segundo), a 
los t segundos despues de saltar del puente, se definen con 
las funciones s{t) = — 1 6r + 48, y v{t) = — 32f, respecti- 
vamente. Determine si la velocidad de impacto estimada 
por el periodico era la correcta. 

Termometros La relacion funcional entre grados Celsius 
T c y grados Fahrenheit T P es lineal. 

a ) Exprese T F como funcion de T c si (0 °C, 32 °F) y (60 
°C, 140 °F) estan en la grafica de T h . 

b) Muestre que el punto de ebullicion de 100 °C equiva- 
le en la escala Fahrenheit a 212 °F (FIGURA 5.3.21). 


Fahrenheit (F) Celsius (C) Kelvin (K) 



FIGURA 5.3.21 Termometros para 
los problemas 63 y 64 


64. Mas de termometros La relacion funcional entre grados 
Celsius T c y temperaturas medidas en unidades kelvin T K 
es lineal. 

a) Exprese T K como funcion de T c si (0 °C, 273 K) y (27 
°C, 300 K) estan en la grafica de T K . 

b) Exprese el punto de ebullicion de 100 °C en unidades 
kelvin (figura 5.3.21). 

c) El cero ahsoluto se define como 0 K. /Cuanto es 0 K 
en grados Celsius? 

d ) Exprese T K como funcion lineal de T h . 

e) /Cuanto es 0 K en grados Fahrenheit? 

65. Interes simple Cuando se trata de interes simple, la can- 
tidad A acumulada a traves del tiempo es la funcion lineal 
A = P + Prt, donde P es el capital, t se mide en anos y r 
es la tasa de interes anual (expresada como decimal). 
Calcule A despues de 20 anos si el capital es P = $1 000 
y la tasa de interes anual es de 3.4%. /Que sucede cuando 
A = $2 200? 

66. Depreciacion lineal La depreciacion en linea recta, o 
lineal es cuando un objeto pierde todo su valor inicial de 
A dolares a lo largo de un periodo de n anos por una can- 
tidad A/n cada ano. Si un objeto que cuesta $20 000 cuando 
es nuevo se deprecia linealmente a lo largo de 25 anos, 
determine una funcion lineal que de su valor V despues de 
x anos, donde 0 ^ x ^ 25. /Cual es el valor del objeto al 
cabo de 10 anos? 

67. Difusion de una enfermedad Un modelo de la difusion 
de un virus catarral supone que dentro de una poblacion 
de P personas, la rapidez con la que se difunde una enfer- 
medad es proporcional tanto a la cantidad D de personas 
que ya son portadores de ella, como a la cantidad P — D 
de personas que todavfa no estan infectadas. Matematica- 
mente, el modelo se define con la funcion cuadratica 

R{D) = kD{P - D) 

donde R{D) es la rapidez de difusion del virus del catarro 
(en casos por dfa) y k > 0 es una constante de proporcio- 
nalidad. 



Difusion de un virus 


a ) Demuestre que si la poblacion P es constante, entonces 
la enfermedad se extiende con mas rapidez cuando 
exactamente la mitad de la poblacion es portadora del 
catarro. 
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b) Suponga que en un pueblo de 1 0 000 personas hay 1 25 
enfermas el domingo, y que el lunes se presentan 37 
casos nuevos. Estime el valor de la constante k. 

c ) Use el resultado del inciso b) para estimar los casos 
nuevos que se presentaran el martes. [Pista: la cantidad 
de personas portadoras de catarro, el lunes, es 162 = 
125 + 37], 

d) Estime la cantidad de casos nuevos el miercoles, jue- 
ves, viernes y sabado. 

= Para la discusion 

68. Considere la funcion lineal f(x) = \x — 4. Si x cambia 
1 unidad, ^.cuantas unidades cambiaray? si x cambia 2 
unidades on(nes un entero positivo) unidades? 

69. Considere el intervalo [x\, x 2 ] y la funcion lineal/(x) = ax 
+ b, con a ¥= 0. Demuestre que 


^ *1 + *2 ^ _ fix i) +f{x 2 ) 

e interprete este resultado geometricamente para a > 0. 

70. En los problemas 60 y 62 ^cual es el dominio de la funcion 
sit)l [Pista: no es (—°°, °°)]. 

71 . En la Luna, la aceleracion debida a la gravedad es la sexta 
parte de la que hay en la Tierra. Si se lanza verticalmente 
hacia arriba una pelota desde la superficie lunar, /,alcan- 
zaria una altura maxima seis veces mayor que la que 
alcanza en la Tierra, cuando tiene la misma velocidad ini- 
cial? Argumente su respuesta. 

72. Suponga que la funcion cuadratica f(x) = ax 2 + bx + c 
tiene dos ceros reales distintos. ^Como demostraria usted 
que la abscisa del vertice es el punto medio del segmento 
de recta que une a las intersecciones con el eje xl Ponga 
en practica sus ideas. 


j | 5.4 Funciones definidas por partes 

■ Introduccion Una funcion/puede contener dos o mas expresiones o formulas, cada una 
de ellas definida para diferentes partes del dominio de/. Una funcion definida de esta manera 
se llama funcion definida por partes. Por ejemplo, 


fix) 




r < 0 
r>0 


no son dos funciones, sino una sola en la que la regia de correspondence esta en dos partes. 
En este caso, una parte se usa para los numeros reales negativos (x < 0) y la otra para los nume- 
ros no negativos (x > 0); el dominio de/es la union de las partes (— °°, 0) U [0, °°) = (— °°, °°). 
Por ejemplo, como — 4 < 0, la regia indica que se eleve al cuadrado el numero: 

/(- 4) = (— 4) 2 = 16; 

pero, por otra parte, como 6 0, se suma 1 al numero: 

/( 6) =6 + 1 = 7. 


■ Funcion de importe postal La tarifa postal en Estados Unidos para cartas, tarjetas o 
paquetes es un caso real de una funcion definida por partes. Cuando se escribio este libro, el 
porte por mandar una carta en sobre tamano normal, por correo de primera clase, depende de 
su peso en onzas: 


Importe = 


$0.44, 

0 < peso < 1 onza 


$0.61, 

1 < peso < 2 onzas 


$0.78, 

2 < peso < 3 onzas, 

(1) 

$2.92, 

12 < peso s 13 onzas. 
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La regia, en las ecuaciones (1), es una funcion P formada por 14 partes (las cartas con mas 
de 13 onzas se envfan por correo prioritario). Un valor P(w) es una de catorce constantes; la 
constante cambia de acuerdo con el peso w (en onzas) de la carta.* Por ejemplo, 

P(0.5) = $0.44, P{ 1.7) = $0.61, P(2.2) = $0.78,P(2.9) = $0.78, 
y P(12.1) = $2.92. 

El dominio de la funcion P es la union de las partes: 

(0, 1] U (1, 2] U (2, 3] U • • • U (12, 13] = (0, 13]. 


^EEEEEIl Grafica de una funcion definida por partes 

Grafique la funcion definida por partes 


! — 1, x<0, 

0, x = 0, 

JC + 1, X > 0. 

Solution Aunque el dominio de/consiste en todos los numeros reales (— °°, 
parte de la funcion se define en una parte diferente de su dominio. Trazaremos 

• la recta horizontal y = — 1 para x < 0, 

• el punto (0, 0) para x = 0, y 
• la recta y = x + 1 para x > 0. 





FIGURA 5.4.1 Grafica de la funcion 
definida en partes del ejemplo 1 


La grafica se muestra en la FIGURA 5.4.1 . 


El punto lleno en el origen de la figura 5.4.1 indica que la funcion (2) esta definida 
en x = 0 solo por/(0) = 0; los puntos vacfos indican que las formulas correspondientes a 
jc < 0 y a x > 0 no definen/en x = 0. Como estamos construyendo funciones, vamos a con- 
siderar la definition: 


sW = i + 


* < 0 , 
* > 0 . 


(3) 


La grafica de g que se ve en la FIGURA 5.4.2 se parece mucho a la grafica de la funcion (2), 
pero (2) y (3) no son la misma funcion porque/(0) = 0, pero g(0) = — 1. 



FIGURA 5.4.2 Grafica de la funcion 
g definida en (3) 


■ Funcion maximo entero A continuation describiremos una funcion definida en interva- 
los, que se parece a la funcion (1), de “importe postal”, porque ambas son ejemplos As fun- 
ciones escalon: cada funcion es constante en un intervalo, y a continuation salta a otro valor 
constante en el siguiente intervalo vecino. Esta nueva funcion, que tiene muchas notaciones, 
se representa aquf con /(x) = [x] y se define mediante la regia 


[x] = n, donde n es un entero que satisface n < x < n + 1. (4) 


La funcion/ se llama funcion maximo entero (o funcion entero mayor) porque (4), traducida 
en palabras, quiere decir que: 

/(x) es el entero mayor n que es menor o igual a x. 


* En (1) no se muestra el hecho de que el franqueo de una carta cuyo peso se situa en el intervalo (3, 4] queda de- 
terminado por si el peso se situa en (3, 3.5] o (3.5, 4], Este es el unico intervalo que se divide de este modo. 
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Por ejemplo, 


/( 6) = 6 porque 6 < x = 6, 
/(0.4) = 0 porque 0 < x = 0.4, 
/( 7r) = 3 porque 3 < x = tt, 


/( — 1.5) = -2 porque -2 < x = -1.5, 
/(7.6) = 7 porque 7 < x = 7.6, 

= -2 porque -2 < * = -V2, 


3 

2 


y asi sucesivamente. El donurno de/es el conjunto de los numeros reales, y consiste en la 
union de una cantidad infinita de intervalos disjuntos; en otras palabras, fix) = [x] es una 


funcion definida por partes, expresada por 


fix) = [x] = 


2, -2<x<-l 

1, -1 < x < 0 

0, 0 < x < 1 (5) 

1, 1 < x < 2 

2, 2 < x < 3 


FIGURA 5.4.3 Funcion maximo 
entero 


4 - 


3 - 

- y = [x - 2 J ~ 

2 - 
1 - 


-1 

1_2 345 




El rango de/es el conjunto de los enteros. En la FIGURA 5.4.3 se muestra una parte de la grafica 
de/en el intervalo cerrado [—2, 5]. 

En computation, la funcion maximo entero /(x) = [x] se llama funcion piso, y se repre- 
senta con/(x) = LxJ. (Veanse los problemas 47, 48 y 53, en los ejercicios 5.4.) 


MOUSSES Grafica desplazada 

Grafique y = [x - 2], 

Solution La funcion es y = f(x — 2), donde /(x) = [x]. Entonces, la grafica de la 
figura 5.3.3 se desplaza a la derecha 2 unidades horizontalmente. Notese, en la figura 
5.4.3, que si n es un entero, entonces f(n) = [n] = n. Pero en la FIGURA 5.4.4, parax = n, 
y-n-2. = 


FIGURA 5.4.4 Grafica desplazada del _ Funciones continuas La grafica de una funcion continua no tiene agujeros, espacios 

ejemplo 2 vacios finitos ni interrupciones infinitas. Si bien la definition formal de continuidad de una 

funcion es un tema importante de discusion en calculo, en este curso basta imaginarla en 
terminos informales. Con frecuencia, una funcion continua se caracteriza al decir que su 
grafica puede trazarse “sin levantar el lapiz del papel”. Los incisos a) a c) de la FIGURA 5.4.5 
ilustran funciones que no son continuas, es decir, son discontinuas, en x = 2. La funcion 


fix) = 


+ 2, con x ¥= 2, 


de la figura 5.4.5a) tiene un agujero en la grafica (no esta el punto (2, /(2)); la funcion 

| x - 2 | 

fix) = de la figura 5.4.5b) tiene un hueco o salto finito en su grafica, en x = 2; la 


funcion fix) = — en la figura 5.4.5c) tiene una interruption infinita en su grafica, 

en x = 2. La funcion /(x) = x 3 — 3x + 2 es continua; su grafica se ve en la figura 5.4.5rf); no 
tiene agujeros, huecos ni interrupciones infinitas. 

El lector debe tener en cuenta que las funciones constantes, lineales y cuadraticas son 
continuas. Las funciones definidas por partes pueden ser continuas o discontinuas. Las fun- 
ciones en (2), (3) y (4) son discontinuas. 
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a) Hueco en la grafica b) Hueco fmito en la grafica c) Salto infinito en la grafica d) Sin agujeros, huecos ni saltos 

FIGURA 5.4.5 Funciones discontinuas a) a c); funcion continua d) 


■ Funcion valor absoluto A la funcion y = | x \ se le llama funcion valor absoluto. Para 
obtener su grafica se trazan sus dos partes, que consisten en semirrectas perpendiculares 

[FIGURA 5.4.6a)]: 


Como y ^ 0 para toda x, otra forma de graficar (6) es tan solo trazar la recta y — x y reflejar 
en el eje x la parte de la recta que esta debajo de el [figura 5.4.6b)]. El dominio de (6) es el 
conjunto de los numeros reales (— °°, °°), y como se ve en la figura 5.4.6a), la funcion valor 
absoluto es una funcion par, decreciente en el intervalo (— °°, 0) y creciente en el intervalo 
(0, °°); ademas, es continua. 

En algunas aplicaciones interesa la grafica de valor absoluto de una funcion arbitraria 
y = f(x). En otras palabras, de y = \f{x] |. Como \f(x) | es no negativa para todos los numeros 
x en el dominio de/, la grafica de y — \f(x) no se prolonga abajo del eje x. Ademas, la definicion 
de valor absoluto de/(x) es 


demuestra que se debe negar/(x) cuando/(x) sea negativa. No hay necesidad de preocuparse 
por resolver las desigualdades en (7); para obtener la grafica de y = |/(x) | se puede proceder 
igual que hicimos en la figura 5.4.6b): con cuidado trazar la grafica de y = fix) y a continua- 
tion reflejar en el eje x todas las partes de la grafica que esten abajo de ese eje. 



( 6 ) 



(7) 



b) Se refleja esta 
parte de y = x 




FIGURA 5.4.6 Funcion valor absoluto, ecuacion (6) 


5.4 Funciones definidas por partes 


231 



del ejemplo 3 


MEBEIISH Valor absoluto de una funcion 

Grafique y = | — 3x + 2 1. 

Solucion Primero trazaremos la grafica de la funcion lineal /(x) = —3x + 2. Notese que, 
como la pendiente es negativa,/es decreciente, y su grafica interseca el eje x en (f , 0) . Se 
traza con linea de puntos la grafica para x > §, porque esa parte esta abajo del eje x. Por 
ultimo, reflejamos hacia arriba la parte sobre el eje x para obtener la grafica en forma de 
v con lmea azul continua, de la FIGURA 5.4.7. Como/(x) = x es una funcion lineal simple, 
no debe sorprender que la grafica del valor absoluto de toda funcion lineal /(x) = ax + b, 
a + 0, de como resultado una grafica parecida a la de la funcion valor absoluto de la figura 
5.4.6a). = 


MEUSE!! Valor absoluto de una funcion 

Grafique y = \ —x 2 + 2x + 3 1. 

Solucion Lo mismo que en el ejemplo 3, comenzaremos trazando la grafica de la funcion 
f(x) = —x 2 + 2x + 3, calculando las intersecciones con los ejes: (—1, 0), (3, 0), (0, 3), y 
como/es una funcion cuadratica, su vertice, que esta en (1, 4). Observe que, en la FIGURA 
5.4.8a), y < 0 para x < — 1 y para x > 3. Esas partes de la grafica de/se reflejan en el eje x, 
para obtener la grafica de y = | — x 2 + 2x + 3 1 que vemos en la figura 5.4.8b). 



FIGURA 5.4.8 Graficas de las funciones del ejemplo 4 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-13. 


En los problemas 1 a 4 determine los valores indicados de la 


funcion /defimda por partes: 

-r 

- r 

fx 2 — 4 

f( x ) = | 3, 

/w = 7=T’ 

U (-7) « = 2 

u 


/(-l), /(l), 

,/( 3) 

/(0),/(2),/(-7) 
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3 - /(*) = 



/(l)» /(O), /(— 2), /(V2) 

! 0, x < 0 

x, 0 < x < 1 ; 

x + 1, x > 1 

/( — 1)> /(f)> /(4), /(6.2) 

5. Si la funcion /definida por partes es 

^ ^ _ f 1, x es numero racional 
i 0, x es numero irracional, 
halle cada uno de los valores siguientes. 

«) fib 

b ) /(-l) 
c) /(V2) 
d) /{ 1 . 12 ) 

<0 /(5.72) 

f) fi ") 

6. ^Cual es la interseccion con el eje _v de la grafica de la 
funcion /del problema 5? 

7. Determine los valores de x para los cuales la funcion defi- 
nida por partes 


/uH 

V + 1, 

x < 0 

,x 2 - 2, 

x > 0, 

es igual al numero indicado. 

a) 7 

b) 0 

c ) -1 

d) -2 

e) 1 

f) -7 


Determine los valores de x para los cuales la funcion defi- 
nida por partes 


(x+l, 

x < 0 

fix) = < 


x = 0 


U 2 . 

x > 0, 

es igual al numero indicado. 

a) 1 

b) 0 

c) 4 

d) 2 

e) 2 

f) -4 



En los problemas 9 a 34, trace la grafica de la funcion defi- 
nida por partes que se indique. Halle todas las intersecciones 
con los ejes de la grafica. Indique todos los numeros para los 
cuales la funcion es discontinua. 


9. 

10 . 

11 . 

12 . 



13. y = [x + 2] 

14. y = 2 + [x] 

15. y = -[x] 

16. y = [-x] 

17. y= |x + 3| 

18. y = — |x — 4| 

19. y = 2- |x| 

20. ,= -1 - |x| 

21. y = —2 + |x + 1 1 

22. y=\- f|x - 2| 

23. y = -|5 - 3x| 

24. y=\2x- 5| 

25. y = |x 2 — 1| 

26. y = |4 - x 2 | 

27. y — |x 2 - 2x| 

28. y = |-x 2 - 4x + 5| 

29. y = ||x| - 2| 

30. y = |Vx - 2| 

31. J = |x 3 - 1| 

32. y = |[x]| 


{ 1, x < 0 

lx -If. 0<x<2 
1, x > 2 



x < 0 
0 < x < 2 
x > 2 
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35. Sin trazar la grafica, indique el rango de la funcion 
fix) = (-i)H 

36. Compare las graficas de y = 2[x] y y — [2x]. 

En los problemas 37 a 40, halle la formula definida por partes 
de la funcion/cuya grafica se muestra. Suponga que el domi- 
niode/es(— 0 °, °°). 



FIGURA 5.4.9 Grafica para el problema 37 



FIGURA 5.4.10 Grafica para el problema 38 



FIGURA 5.4.1 1 Grafica para el problema 39 



FIGURA 5.4.12 Grafica para el problema 40 


En los problemas 41 y 42, trace la grafica de y = \ fix) |. 

41. /es la funcion cuya grafica esta en la FIGURA 5.4.9. 

42. /es la funcion cuya grafica se ve en la FIGURA 5.4.10. 


En los problemas 43 y 44, use la definicion de valor absoluto 
y exprese la funcion indicada/como funcion definida por 
partes. 


fix) = M 


44. f( x ) 


x-3 
U - 31 


En los problemas 45 y 46, halle los valores de la constante k 
tal que la funcion/definida por partes indicada sea continua 
en x = 2. Esto es, que la grafica de/no tenga agujeros, hue- 
cos ni saltos en x = 2. 


«• /w - {ir ■■ 


x<2 
x > 2 


46. fix) = 


x + 2, 
2 + 1 , 


47. La funcion mfnimo entero g(x) = \x \ se define como el 
nunimo entero n que es mayor o igual ax. Llene los espacios 
en bianco. 


six) = M = 


—3 < —2 

-2 < x < —1 
-1 < x < 0 

0 < x < 1 

1 < x < 2 

2 < x < 3 


48. Grafique la funcion mfnimo entero g(x) = Txl, definida en 
el problema 47. 
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= Para la discusion 


En los problemas 49 a 52, describa con palabras en que difie- 
ren las graficas de las funciones dadas. [Pista: factorice y 
simplifique]. 


49 - /(*) = 737’ 




x * 3 
x = 3 


x # 3 
x = 3 


50 . fix) 


x 2 -lx + 6 


51 . fix) 
h{x) 



g(x) = 



x * 1 

X = 1 



g{x) 


{ x 2 -lx + 6 

: - 


X # 1 


h(x) 


{ x 2 -lx + 6 

l X ~' ' 


x # 1 


53 . Usando la notion de reflexion de una grafica en un eje, 
exprese la funcion mmimo entero g(x) = fxl definida en el 
problema 47 en terminos de la funcion maximo o mayor 
entero /(x) = LxJ (vea la pagina 229). 

54 . Describa como graficar la funcion y = \ x \ + \ x — 3 1. Ponga 
en practica sus ideas. 


| | 5.5 Combinacion de funciones 

■ Introduccion Se pueden combinar dos funciones, /y g, de varias maneras para crear 
nuevas funciones. En esta seccion examinaremos dos de esas maneras de combinar: mediante 
operaciones aritmeticas y por medio de la operacion de composicion de funciones. 

■ Combinaciones aritmeticas Dos funciones se pueden combinar mediante las cuatro 
conocidas operaciones aritmeticas de suma, resta, multiplicacion y division. 


Definicion 5.5.1 Combinaciones aritmeticas 

Si/y g son dos funciones, entonces la suma/+ g, la diferencia/— g, el producto/g y 
el cociente//g se definen como sigue: 


if + g)U) = fix) + g(x). 

(1) 

(/ - g)U) = fix) - g{x), 

(2) 

ifg)ix) = fix)gix). 

(3) 

(g)(*) = g|x }’ siempre que 

(4) 


IHSllSS^XI Suma, diferencia, producto y cociente de funciones 

Se tienen las funciones f(x) = x 2 + 4x y g(x) = x 2 — 9. De acuerdo con las ecuaciones (1) a 
(4) de la definicion anterior se pueden producir cuatro nuevas funciones: 
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(/ + g)ix) = /(*) + g(x) = (x 2 + 4x) + (x 2 - 9) = 2x 2 + 4X-9, 
if - g)(x) = f(x) - gix) = ix 2 + 4x) - ix 2 - 9) = 4x + 9, 

ifg)ix) = f(x)gix) = {x 2 + 4x){x 2 - 9) = x 4 + 4x 3 - 9x 2 - 36x, 


y 



fix) 

gix) 


x 2 + 4x 
x 2 -9' 


■ Dominio de una combinacion aritmetica A1 combinar aritmeticamente dos funciones es 
necesario que/y g esten definidas en un mismo numero x. Por consiguiente, el dominio de 
las funciones/ + g,f— g y fg es el conjunto de los numeros reales que son comunes a ambos 
dominios; esto es, el dominio es la intersection del dominio de/y el dominio de g. En el caso 
del cociente//g, el dominio tambien es la intersection de los dos dominios, pero tambien se 
deben excluir todos los valores de x que hagan que el denominador g(x) sea cero. En el ejem- 
plo 1, el dominio defy el dominio de g es el conjunto de los numeros reales (— °°, °°), por lo 
que el dominio de/+ g,f— g yfg tambien es (— °°, °°). Sin embargo, puesto que g(— 3) = 0 
y g( 3) = 0, el dominio del cociente de (fig) (x) es (-°°, °°), excepto x = -3 y x = 3; en otras 
palabras, es (— °°, — 3) U (—3, 3) U (3, °°). En resumen, si el dominio de/es el conjunto Aj y 
el dominio de g es el conjunto X 2 , entonces: 

• el dominio de/ + g,f— g yfg es la intersection Aj D X 2 , y 

• el dominio d e fig es el conjunto {x \ x e Aj n X 2 , gix) A 0}. 

M3M3EH Dominio de f + g 

A1 resolver la desigualdad 1 — x > 0 se ve que el dominio de fix) = Vl — x es el 
intervalo (— °°, 1], De igual modo, el dominio de la funcion g(x) = Vx + 2 es el intervalo 
[—2, oo). Por lo anterior, el dominio de la suma 

if + g)ix) = fix) + gix) = Vl - x + Vx + 2 

es la intersection (— °°, 1] D [—2, °o). El lector debe comprobar este resultado revisando 
estos intervalos en la recta numerica y mostrar que esta intersection o conjunto de nume- 
ros comunes a ambos dominios es el intervalo cerrado [—2, 1], = 


■ Composition de funciones Otro metodo para combinar las funciones /y g se llama 
composition de funciones. Para ilustrar el concepto supongamos que para una x dada en el 
dominio de g, el valor de la funcion g(x) es un numero en el dominio de la funcion / Eso 
quiere decir que se puede evaluar / en g(x); en otras palabras, se puede evaluar /(g(x)). 
Supongamos que/(x) = x 2 y que g(x) = x + 2. Entonces, cuando x = 1, g(l) = 3, y como 3 
esta en el dominio def podemos escribir que/(g(l)) =/( 3) = 3 2 = 9. En realidad sucede que 
en el caso de estas dos funciones en particular podemos evaluar /en cualquier valor de la 
funcion g(x), esto es, 

figix)) = fix + 2) = (x + 2) 2 . 

La funcion que resulta, llamada composition defy g, se define a continuation. 


Definition 5.5.2 Composition de funciones 

Si/y g son dos funciones, la composition de/y g, representada por/° g, es la funcion 
definida por 

if ° g)ix) = figix)). (5) 

La composition de gyf representada por g°fe s la funcion definida por 

ig°f)ix) = gifix)). (6) 
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Cuando se calcula una composicion como (f°g) (x) = /(g(x)), no olvide sustituir g(x) cada 
vez que aparezca x en f(x). (Vease el inciso a ) del ejemplo siguiente). 

Dos composiciones 

si f(x) = x 2 + 3x — 1 y g(x) = 2x 2 + 1, halle a) (f ° g) (x) y b) (g of) (x). 

Solucion 

a) Para hacer hincapie, sustituiremos x por el conjunto de parentesis ( ) y escribiremos 
/en la forma 

/( ) = ( ) 2 + 3( ) - 1. 

Entonces, para evaluar (f°g) (x) se llena cada conjunto de parentesis con g(x). 
Encuentre 

(f ° g)(x) = f(g(x)) = f(2x 2 + 1) 

= (2x 2 + l) 2 + 3(2x 2 + 1) - 1 

' ' ' ' y la ley distnbutiva 

= 4x 4 + 4x 2 + 1 + 3 • 2x 2 + 3 • 1 - 1 
= 4x 4 + 10x 2 + 3. 

b) En este caso, g se escribe en la forma 

g() = 2( ) 2 + 1. 

Entonces 

( g ° f)(x) = g(f(x)) = g(x 2 + 3* - 1) 

= 2(x 2 + 3X ~ l) 2 + 1 4 - Use (a + b + c ) 2 = ((a + b) + cf 

— 2(x 4 + 6x 3 + lx 2 - 6x + 1) + 1 = (a + bf + 2 (a + fe)c + c 2 etc. 

= 2 • Jt 4 + 2 • 6 jc 3 + 2 • 7* 2 - 2 • 6x + 2 • 1 + 1 
= 2* 4 + I2x 3 + Ux 2 - I2x + 3. = 

Los incisos a) y b) del ejemplo 3 ilustran que la composicion de funciones no es conmu- 
tativa. Esto es, que en general 

f°g*g°f ■ 

En el ejemplo proximo se muestra que una funcion se puede componer consigo 
misma. 


| Composicion de fcon f 

Si/(x) = 5x — 1, la composicion/ o /es 

(/ ° /)(*) = /(/(*)) = f{Sx - 1) = 5(5^ - 1) - I = 25* - 6. 


Expresar una funcion como composicion 

Exprese F(x) = \^6x 3 + 8 como la composicion de dos funciones,/y g. 

Solucion Si definimos/y g como f(x) = Vxy g(x) = 6x 3 + 8, entonces 

*■(*) = (/ ° g)M = f(g(x)) = f(6x 3 + 8) = V6x 3 + 8. = 

Hay otras soluciones para el ejemplo 5. Por ejemplo, si las funciones/y g se definen por 
f(x ) = V6x + 8 y g(x) = x 3 , entonces, observese que 

(f°g)(x)=f(x 3 ) = V 6x 3 + 8. 
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■ Dominio de una composicion Como indicamos en el ejemplo de la introduccion de este 
tema, para evaluar la composicion (f° g) (x) = /(g(x)), el numero g(x) debe estar en el dominio 
de/. Por citar un caso, el dominio /(x) = Vx esx > 0, y el dominio de g(x) = x — 2 es el 
conjunto de los numeros reales (— °°, °°). Tenga en cuenta que no se puede evaluar f(g(l)), 
porque g(l) = — 1, y —1 no esta en el dominio de/. La funcion g(x) debe satisfacer la des- 
igualdad que define el dominio d ef que es g(x) > 0, para poder sustituir g(x) en f(x). Esta 
desigualdad es igual que x — 2 > 0, o sea x ^ 2. El dominio de la composicion 
f(g(x)) = Vg(x) = Vx — 2 es [2, oo ), que solo es una parte del dominio original, (— °°), 
de g. En general, 

► • El dominio de la composicion/ 0 g esta formado por los numeros x en el dominio de 

g tales que g(x) este en el dominio de/. 



H3E35EX1 Dominio de una composicion 

Examinemos la funcion /(x) = Vx — 3. De acuerdo con el requisito que x — 3 > 0, se 
ve que cualquier numero x que se sustituya en/debe satisfacer x ^ 3 . Ahora, supongamos 
que g(x) = x 2 + 2, y que se desea evaluar /(g(x)). Aunque el dominio de g es el conjunto 
de los numeros reales, para sustituir a g(x) en/(x) se requiere que x sea un numero en ese 
dominio tal que g(x) > 3. En la FIGURA 5.5.1 se observa que esta ultima desigualdad se 
satisface siempre que xS— lox^l.En otras palabras, el dominio de la composicion 

f(g(x)) = f(x 2 + 2) = V(x 2 + 2) - 3 = Vx 2 - 1 
es( — °°, — l] U [1,°°). = 


En ciertas aplicaciones, una cantidad y se expresa en funcion de una variable x, que a su 
vez es una funcion de otra variable t. Aplicando la composicion de funciones podemos expre- 
sar y en funcion de t. El ejemplo siguiente ilustra esta idea; el sfmbolo V hace la parte de y, 
y r hace la parte de x. 



Globo meteorologico 


MEESEEII Inflado de un globo 

Un globo meteorologico se infla con un gas. Si el radio del globo aumenta con una velo- 
cidad de 5 cm/s, expresar el volumen del globo en funcion del tiempo t, en segundos. 

Solucion Suponga que cuando se infla el globo, su forma es la de una esfera. Si r repre- 
senta el radio del globo, entonces r{t) = 5f. Como el volumen de una esfera es V = f 7T r 3 , 
la composicion es ( V ° r) (t) = V(r(t)) = V(5f), es decir 


4 / c n 3 500 3 

= -77(5 0 = — irf. 


■ Transformaciones Las transformaciones rigidas y no rfgidas que estudiamos en la seccion 
5.2 son ejemplos de las operaciones con funciones que acabamos de describir. En el caso de 
una constante c > 0, las transformaciones rigidas definidas por y = /(x) + c y y = /(x) — c 
son la suma y la diferencia de la funcion /(x) y la funcion constante g(x) = c. La transforma- 
cion no rfgida y = c/(x) es el producto de/(x) por la funcion constante g(x) = c. Las transfor- 
maciones rigidas definidas pory =f(x + c)yy =/(x — c) son composiciones de/(x) con las 
funciones lineales g(x) = x + c y g(x) = x — c, respectivamente. 


■ Cociente de diferencias Suponga que los puntos P y Q son dos puntos en la grafica de 
y = J{x) con coordenadas (x, fix)) y (x + h, f(x + h )), respectivamente. Entonces, como se 
muestra en la FIGURA 5.5.2, la pendiente de la secante que pasa por P y Q es 
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_ crecimiento _ fix + h) — fix ) 
sec recorrido (x + h) — x 
f(x + h)-f(x) 

o m sec = , . (7) 

h 

La expresion (7) se llama cociente de diferencias y es muy importante en el estudio del 
calculo. El sfmbolo h es un numero real y, como se advierte en la figura 5.5.2, representa un 
incremento o cambio en x. El calculo de (7) es, en esencia, un proceso de tres pasos, los 
cuales requieren solo matematicas de precalculo: algebra y trigonometrfa. Su objetivo prin- 
cipal debe ser superar los obstaculos de las manipulaciones algebraicas o trigonometricas 
inherentes a dichos pasos. Si se esta preparando para estudiar calculo, recomendamos que 
sea capaz de resolver (7) para las funciones que implican: 


Recta 



FIGURA 5.5.2 Recta secante que 
pasa por dos puntos en una grafica 


• potencias enteras positivas de x, como x", donde n = 1, 2 y 3 

1 x 

• division de funciones, como ~ y x + y 

• radicales, como Vx 

(Veanse los problemas 47 a 60 de los ejercicios 5.5.) 


^ Repase la seccion 2.6 para 
(a + b) n , donde n = 2 y 3 . 

Repase las expresiones racionales 
en la seccion 2.8. 

^ Repase la racionalizacion de 
numeradores y denominadores 
en la seccion 2.4. 


H3E3QES Cociente de diferencias 

a) Calcule el cociente de diferencias (7) para la funcion y = x 2 + 2. 

b) Halle la pendiente de la secante que pasa por los puntos ( 2,fi2 )) y (2.5, fi2. 5)). 

Solucion a) El paso inicial es el calculo de/(x + h). En el caso de la funcion dada, es- 
cribimos/( ) = ( ) 2 + 2. La idea es sustituir x + h en los parentesis y llevar a cabo las 
operaciones algebraicas requeridas: 

fix + h) = (x + hf + 2 

= (x 2 + 2x/t + h 2 ) + 2 
= x 2 + 2x/t + h 2 + 2. 


El segundo paso, el calculo de la diferencia/(x + h) — fix), es el mas importante y debe 
simplificarse cuanto sea posible. En muchos de los problemas que tendra que resolver en 
calculo podra factorizar h a partir de la diferencia/(x + h) — fix): 


fix + h) - fix) = (x 2 + 2 xh + h 2 + 2) - (x 2 + 2) 
= x 2 + 2xh + h 2 + 2 — x 2 — 2 
= 2 xh + h 2 

= hiflx + h) <- observe el factor de /; 


fix + h) — fix) 

Ahora el calculo del cociente de diferencias 

resultados del paso anterior: 


es sencillo. Usamos los 


fix + h) - fix) _ mix + h) 

h n 


2x + h. <— las h se cancelan 


Por tanto, la pendiente m sec de la secante es 

m sec = 2 x + h 

b) Para los puntos dados, identificamos x = 2 y el cambio en x como h = 2.5 — 2 = 0.5. 
Por ende, la pendiente de la recta secante que pasa por (2,/(2)) y (2.5, fi2. 5)) esta dada 
por m sec = 2(2) + 0.5 o m sec = 4.5. = 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-14. 


En los problemas 1 a 8, halle las funciones/+ g,f — g,fg y 
fig y describa sus dominios. 

1. f(x) = x 2 + 1, g(x) =2x 2 - x 

2. f(x) =x 2 -4, g(x) =x + 3 

3. f(x) = gix) = V^7 

4. fix)=x- 2, gix)=j±j 

5. fix) = 3x 3 - 4x 2 + 5x, g(x) = (l - x) 2 

6 ‘ /(*) = 7^6’ 8 M = 

7. fix) = V^T2, g{x) = V5-5x 
8 ‘ /(*) = 

9. Complete la tabla 



10. Complete la tabla, donde g es una funcion impar. 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

fix) 

-2 

-3 

0 

-1 

-4 

gix) 

9 

7 

-6 

-5 

13 

ig°f)ix) 







En los problemas 1 1 a 14, halle las funciones/ 0 g y g °/y 
describa sus dominios. 

11. fix) = x 2 + 1, gix) = V^T 

12. fix) = x 2 - x + 5, gix) = -x + 4 

' 3 ■ M = ^r - t sw = ^ 1 + 1 

, , X + 1 , . 1 

14. fix) = — — , g(x) = - 

En los problemas 15 a 20, determine las funciones 

f°gyg°f 

15. fix) = 2x - 3, g(x) = |(x + 3) 


16. fix) = x - 1, gix) = x 3 

17. /(x) = x + ~ g(x) = ~ 

18. /(x) = Vx - 4, g(x) = x 2 

19. fix) = x + 1, gix) =x + Vx - 1 

20. /(x) = x 3 - 4, g(x) = ^T3 

En los problemas 21 a 24, determine las funciones 

f°fyf° (i//)* 

21. fix) = 2x + 6 

22. fix) = x 2 + 1 
23- fix) = ± 

24. fix) = 

En los problemas 25 y 26, determine (f° g°h) (x) = 

MHx))). 

25. /(x) “Vi, g(x) = x 2 , A(x)=x-1 

26. /(x) = x 2 , g(x) = x 2 + 3x, hix) = 2x 

27. En el caso de las funciones fix) = 2x + 7, 
gix) = 3x 2 , determine (/ ° g ° g)(x). 

28. En el caso de las funciones /(x) = — x + 5, 
gix ) = ~4x 2 + x, determine (/ ° g ° / )(x). 

En los problemas 29 y 30, determine (f°f°f) (x) = 

mm)). 

29. fix) = 2x - 5 

30. fix) = x 2 - 1 

En los problemas 31 a 34, determine las funciones/y g tales 
que F(x)=/°g. 

31. Fix) = (x 2 - 4x) 5 

32. F(x) = V9x 2 + 16 

33. Fix) = (x - 3) 2 + 4Vx - 3 

34. F(x) = 1 + |2x + 9| 

En los problemas 35 y 36 trace las graficas de las composi- 
ciones/o gyg°f 

35. fix) = |x| - 2, gix) = \x - 2\ 

36 - fix) = [x - 1], gix) = |x| 

37. Se tiene la funcion y = /(x) + g(x), donde /(x) =x y 
g(x) = — [xJ.Llene los espaciosen bianco y a continua- 
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cion bosqueje la grafica de la suma/+ g en los intervalos 
indicados. 


-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 


< -2 
< -1 
< 0 
< 1 

< 2 
< 3 


38. En el caso de la funcion y = /(*) + g(x), donde 
/(* ) = |*| y g(x) = [*]. Proceda como en el pro- 
blema 37 y a continuation grafique la suma de/ + g. 

En los problemas 39 y 40, trace la grafica de la suma 

/+ 8 - 

39. /(*)= |*-1|, g(x) = |x| 

40. /(*) = g(x) = |x| 

En los problemas 41 y 42, trace la grafica del producto 

fg- 

41. f(x) = x, gix) = |x|| 

42. fix) = x, g(x) = [x] 

En los problemas 43 y 44, trace la grafica del recfproco 

1 If 

43. fix) = 1*| 

44. /(*) = *- 3 



y = x 2 - 6x + 1 

FIGURA 5.5.4 Grafica para 
el problema 46 

En los problemas 47 a 58, 


fix + h)~ f{x) 


a) Calcule el cociente de diferencias 
para la funcion dada. 

b ) Halle la pendiente de la secante que pasa por los pun- 
tos (3,/(3)), (3.1.X3.1)). 

/(*) = -4X 2 
. /(*) = x 2 - x 
. fix) = 3X 2 - x + 7 
. /(*) = 2X 2 + x - 1 
. fix) = x 3 + 5x - 4 
. /(*) = 2x 3 + x 2 

■ fix) = 

■ fix) = 

■ fix) = 

■ fix) = 


1 

4 - x 
3 

2x - 4 
x 

X - 1 

2x + 3 
x + 5 


En los problemas 45 y 46. 

a) Determine los puntos de interseccion de las graficas 
de las funciones indicadas. 

b) Calcule la distancia vertical d entre las graficas en el 
intervalo I definido por las coordenadas x de sus pun- 
tos de interseccion, 

c) Use el concepto de vertice de una parabola para calcular 
el valor maximo de d en el intervalo I. 



FIGURA 5.5.3 Grafica 
para el problema 45 


57. fix) = * + ^ 

58. fix) = ~ 

En los problemas 59 y 60, calcule el cociente de diferencias 

f(x + h) — f(x) , , . , , , TT , 

para la funcion dada. Use las operaciones 

algebraicas correctas para cancelar la h del denominador. 

59. /(*) = 2 Vx 

60. fix) = V2x + 1 

= Aplicaciones diversas 

61. De aves Un avistador de aves ve un pajaro a 100 pies 
hacia el este de su posicion. Si el ave vuela hacia el sur a 
una velocidad de 500 pies/min, exprese la distancia d del 
avistador al ave en funcion del tiempo t. Calcule la distan- 


5.5 Combinacion de funciones 


241 


cia a los 5 minutos despues del avistamiento (FIGURA 
5.5.5). 


65. Encuentre el error en el razonamiento siguiente: si f(pc) = 
l/(x — 2) y g(x) = 1/Vjc + 1, entonces 



FIGURA 5.5.5 Avistador de aves 
para el problema 61 


62. Bacterias Cuando se las cultiva, ciertas bacterias forman 
colonias circulares. El radio del cfrculo, en centimetres, 
se expresa con el modelo matematico 


r(t) 


4 


4 

t 2 + r 


donde el tiempo t se mide en horas. Exprese 

a) El area de la colonia en funcion del tiempo t. 

b ) La circunferencia de la colonia en funcion del tiem- 
po t. 


0 


A . !/(-« - 2) 

~~ * * TTvrTT ‘ 




. Suponga que f](x) = A 
Y fi(x) = 


Vx(x - 10) 


^Cual es el dominio de la funcion 


y = fix) + fix) + / 3 (jc)? 

67. Suponga que f(x) = x 3 + 4x, g(x) = x — 2 y h(x) = —x. 
Explique: sin trazar la grafica, £como se relacionan las 
graficas de/° g, g °ff° hy h °f con la grafica de/? 

68. El dominio de cada funcion definida por partes, 



x < 0 
x>0, 
x < -1 


x > -1, 


= Para la discusion 

63. Suponga que f(x) = x 2 + 1 y g(x) = Vx. Explique: 
(■,por que el dominio de 

(/ ° g)(x) = f(g(x)) = (V~x) 2 + 1 = X + 1 
no es (- 0 °, °o)? 

2 5 

64. Suponga que /(x) = x _ i Y g( x ) = x + 3 • Explique: 
^por que el dominio de 

(/• g )M -/(*<*» -^ 


2 2x + 6 



no es (x | x + 2}? 


es °°). Indique como determinar / + g,f— g y fg. 
Ponga en practica sus ideas. 

69. Indique como se relaciona la grafica de y = \{f{x) 
+ l/WII con l a grafica de y = f(x). Ilustre sus ideas 
usando/(x) = x 2 — 6x + 5. 

70. Explique lo siguiente: 

a) La suma de dos funciones pares /y g, ^es par? 

b) La suma de dos funciones impares/y g, <;es impar? 

c) El producto de una funcion /par, por una funcion g 
impar, ( ',es par, impar o ninguna de las dos? 

d) El producto de una funcion impar /por una funcion 
impar g, £es par, impar o ninguna de las dos? 

71. El producto fg de dos funciones lineales con coeficientes 
reales, /(x) = ax + b, por g(x) = cx + d, es una funcion 
cuadratica. Explique por que la grafica de esta funcion debe 
tener al menos una interseccion con el eje x. 

72. Forme dos funciones /y g diferentes, de tal modo que el 
dominio de F(x) =f°g sea [-2, 0) U (0, 2], 


| | 5.6 Funciones inversas 


■ Introduccion Recordemos que una funcion/es una regia de correspondence que asigna 
a cada valor x en su dominio X, un solo valor, o valor unico, y, en su rango. Esta regia no 
excluye que el mismo numero y este asociado con varios valores de x. Por citar un caso, para 
/(x) = x 2 + 1 , el valor y = 5 se presenta con x = — 2, o bien con x = 2. Por otra parte, para la 
funcion g(x) = x 3 , el valor y = 64 solo se presenta cuando x = 4. En realidad, para cada valor 
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de y en el rango de g(x) = x 3 , solo corresponde un valor de x en el dominio. A las funciones de 
esta ultima clase se les asigna un nombre especial. 


Definition 5.6.1 Funcion uno a uno 

Se dice que una funcion/es uno a uno o biumvoca si cada numero en el rango de/esta 
asociado con exactamente un numero en su dominio X. 



■ Prueba de la recta horizontal La interpretation geometrica de lo anterior es que una 
recta horizontal (y = constante) puede cortar la grafica de una funcion uno a uno cuando 
mucho en un punto. Ademas, si toda recta horizontal que corta la grafica de una funcion lo 
hace cuando mucho en un punto, necesariamente la funcion es uno a uno. Una funcion no es 
uno a uno si alguna recta horizontal corta su grafica mas de una vez. 


jMD33E_ Prueba de la recta horizontal 

Las graficas de las funciones f(x) = x 2 + 1 y g(x) = x 3 , asf como una recta horizontal 
y = c que interseca las graficas defy g, se muestran en la FIGURA 5.6.1. La figura 5.6.1a) 
indica que hay dos numeros, x t y x 2 , en el dominio de/para los que/(x|) = f(x 2 ) = c. A1 
inspeccionar la figura 5.6.1ft) se ve que para toda recta horizontal y = c que cruza la gra- 
fica, solo hay un numero x\ en el dominio de g, tal que g(x\) = c. Por consiguiente, la 
funcion/no es uno a uno, mientras que la funcion g si lo es. = 


a) No 



ft) Uno a uno 

FIGURA 5.6.1 Dos tipos 
de funciones del ejemplo 1 


Una funcion uno a uno se puede definir de varias maneras. Con base en la description 
anterior, la afirmacion siguiente tiene sentido: 

Una funcion f es uno a uno si y solo si f(x{) = f(x 2 ) implica que x, = x 2 para toda X\ 
y x 2 en el dominio def ( 1 ) 

Enunciada en forma negativa, (1) indica que una funcion f no es uno a uno si se pueden 
encontrar numeros X\ y x 2 (con X\ # x 2 ) en el dominio de/ tales que/(x|) = /(x 2 ). El lector 
vera este enunciado del concepto de funcion uno a uno en el capftulo 7 cuando deba resolver 
ciertas clases de ecuaciones. 

Considere que (1) es una forma de determinar si una funcion/es biumvoca cuando no 
se cuenta con una grafica. 


Comprobacion de funciones uno a uno 

a) La funcion es f(x) = x 4 — 8x + 6. Observe que/(0) = f{ 2) = 6, pero como 0 A 2 
concluimos que/no es uno a uno. 

ft) La funcion es f{x) = — , y sean x t y x 2 numeros en el dominio de/. Si supo- 


nemos que/(x,) = f(xf), esto es, que 2x _ 3 = 
recfproco de ambos miembros se ve que 


, entonces, al obtener el 


2xj — 3 = 2x 2 — 3 imphca que 2x, = 2x 2 o x, = x 2 . 


De acuerdo con (1) se llega a la conclusion que/es uno a uno. 


■ Inversa de una funcion uno a uno Supongamos que/es una funcion uno a uno cuyo 
dominio es X y rango Y. Como todo numero y en Y corresponde precisamente a un numero x 
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Advertencia: El slmbolo f ~ 1 no ^ 

representa al recfproco 1 If. El 
numero — 1 no es un exponente. 


Dominio de / Rango 



Rango de Dominio de 

/- 1 /- 1 


FIGURA 5.6.2 Funciones/y/ 1 


en X, la funcion/en realidad debe determinar una funcion “inversa”/ ’, cuyo dominio es Y 
y rango es X. Como se ve en la FIGURA 5.6.2, /y/ -1 deben satisfacer 

f(x) = y y f~\y) = x. (2) 

En realidad, las ecuaciones en (2) son las composiciones de las funciones/y/ -1 : 

f(r 1 (y)) = y y / -1 (/(*)) = *. 0) 

A la funcion/ -1 se le llama inversa de/, o funcion inversa de/. De acuerdo con la conven- 
cion que cada elemento del dominio se represente con el sfmbolo a, la primera ecuacion de 
(3) se reacomoda en la forma f(f~\x)) = x. Resumiremos los resultados en (3). 


Definicion 5.6.2 Funcion inversa 


Sea /una funcion uno a uno con dominio X y rango Y. La inversa de/es la funcion/' 
cuyo dominio es Y y rango es X, para los cuales 



/(/ '(x)) = x para toda x en Y 

(4) 

y 

rXf{x)) = x para toda x en X 

(5) 


Naturalmente, si una funcion/no es uno a uno, no tiene funcion inversa. 

■ Propiedades Antes de examinar realmente los metodos para determinar la inversa de 
una funcion / uno a uno, primero mencionaremos algunas propiedades importantes de / y 
de su inversa/ -1 . 


Teorema 5.6.1 Propiedades de las funciones inversas 

i ) Dominio de/ -1 = rango de/. 

ii ) Rango de/ -1 = dominio de/ 

Hi) y = f(x) equivale a x = / -1 (y). 

iv) Una funcion inversa/ -1 es uno a uno. 

v) La inversa de/ -1 es f esto es, (/ -1 ) -1 =/. 

vi) La inversa de/es unica. 


■ Primer metodo para determinar f 1 Describiremos dos maneras de determinar la inversa 
de una funcion uno a uno /. Ambos metodos requieren resolver una ecuacion; el primero 
comienza con (4). 

■3E3I3EE1 Inversa de una funcion 


a) Determine la inversa de f{x) = — — . 

b ) Determine el dominio y el rango de/ -1 . Determine el rango de/. 

Solucion 

a) Ya demostramos en el inciso b) del ejemplo 2 que/es uno a uno. Para determinar la 
inversa de/usando (4), debemos sustituir/' - '(x) siempre que x aparezca en/, y a 
continuacion igualar a x la expresion/(/' -l (x) ): 

de esta ecuacion, despejar f '{x) 


fif-\x)) 


1 

2 r\x) - 3 
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Se calcula el recfproco de ambos miembros de la ecuacion en el interior del cua- 
dro: 


2f~\x) - 3 = 


Se dividen entre 2 ambos miembros de la ultima ecuacion para llegar a la inversa 
de/: 


f~\x) = - 


b) A1 examinar/se ve que su dominio es el conjunto de numeros reales, excepto \ , esto 
es, (x| x A |}. Ademas, en la inversa que acabamos de determinar se ve que el 
dominio de/ - 1 es {jc | jc ^ 0}. Como el rango de/ -1 = dominio de/, entonces se ve 
que el rango de/ -1 es {y |y =£ §}. De acuerdo con el dominio de/ -1 = rango de/ 
tambien descubrimos que el rango de/es {>> | y + 0}. = 


■ Segundo metodo para determinar f 1 La inversa de una funcion/se puede determinar 
de un modo distinto. Si/ -1 es la inversa de/, entonces x = / -1 (y). Por consiguiente, solo se 
debe: 

• Despejar el sfmbolo x de y = /(x) en terminos de y (si es posible). Con esto se obtiene 

x=r 1 (y). 

• Cambiar la definicion de la variable x a y, y de la variable y a x. Con esto se obtiene 

y=r\x). 


Inversa de una funcion 

Determine la inversa de/(x) = x 3 . 

Solucion Enelejemplo 1 vimos que esta funcion esuno a uno. Para comenzar, la ecuacion 
se expresa en la forma y = x 3 . Entonces, al despejar x se obtiene x = y 1/3 . A continuacion 
cambiamos la definicion de las variables para obtener y = x 1/3 . Por consiguiente, / -1 (x) = 
x 1/3 , lo que es equivalente a f '(x) = V x . = 

A veces se dificulta determinar la inversa de una funcion uno a uno y = f(x), y otras veces 
es imposible. Por ejemplo, se puede demostrar que la funcion/(x) = x 3 + x + 3 es uno a uno 
y, por tanto, tiene inversa/ -1 , pero despejar x de la ecuacion y=x 3 +x + 3es diffcil para 
todos (incluso el profesor). Sin embargo, como/solo implica potencias enteras positivas de 
x, su dominio es (— °°). Si el lector inspecciona/graficamente, vera que su rango tambien 
es (—oo, °°). En consecuencia, el dominio y el rango de/ -1 son (— °°, °°). Aun cuando no 
conocieramos/ -1 en forma explfcita, tiene mucho sentido hablar de valores como/ -1 (3) y 
/ -1 ( 5). En el caso de/ -1 (3), notese que/(0) = 3. Eso quiere decir que/ -1 (3) = 0. ^Podra el 
lector calcular el valor de/ -1 (5)? 

■ Graficas de fy f 1 Suponga que (a, b) representa cualquier punto en la grafica de una 
funcion uno a uno / Entonces, /(a) = by 

f l (b) = / -1 (/(a)) = a 

implica que ( b , a) es un punto en la grafica de/ -1 . Como se ve en la FIGURA 5.6.3a), los pun- 
tos (a, b) y ( b , a) son reflexiones uno del otro, en la recta y = x. Eso quiere decir que la recta 
y = x es la mediatriz del segmento de recta que va de (a, b) a (b, a). Como cada punto en una 
grafica es la reflexion de un punto correspondiente en la otra, en la figura 5.6.3 b) se ve que 
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las graficas de/ 1 y/son reflexiones uno del otro en la recta y = x. Tambien se dice que las 
graficas de/ -1 y/son simetricas respecto a la recta y = x. 



FIGURA 5.6.3 Las graficas de/y/ 1 son reflexiones en la recta y = x. 


^EUSHEll Graficas de fy f 1 

En el ejemplo 4 se vio que la inversa de y — x 3 es y = x 1/3 . En las FIGURAS 5.6.4a) y 5.6.4b) 
se muestran las graficas de esas funciones; en la figura 5.6.4c) las graficas se superponen 
en el mismo sistema coordenado para ilustrar que son reflexiones una de la otra en la recta 

y = x. 



a) b ) c) 

FIGURA 5.6.4 Graficas de/y/ -1 del ejemplo 5 


Toda funcion lineal /(x) = ax + b, con a =h 0, es uno a uno. 



FIGURA 5.6.5 Graficas de/y/ 1 en 
el ejemplo 6 


Inversa de una funcion 

Determine la inversa de la funcion lineal /(x) = 5x — 7. 

Solucion Como la grafica de y = 5x — 7 es una recta no horizontal, de acuerdo con la 
prueba de la recta horizontal se ve que/es una funcion uno a uno. Para determinar/ 1 se 
resuelve y = 5x — 1 para x: 


5x = y + 7 implica que 



5 


y 


7 

5' 


A1 intercambiar los nombres de las variables en la ultima ecuacion se obtiene y = j x + j . 
Por consiguiente, / -1 (x) = jx + j. Las graficas de/y/ -1 se comparan en la FIGURA 
5.6.5. = 
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Toda funcion cuadratica/(x) = ax 2 + bx + c, con a ¥= 0, no es uno a uno. 

■ Dominios restringidos En el caso de una funcion/que no es uno a uno, se puede res- 
tringir su dominio de tal manera que la nueva funcion, que consista en / definida en este 
dominio restringido, sea uno a uno, y entonces tenga una inversa. En la mayor parte de los 
casos se quiere restringir el dominio para que la nueva funcion conserve su rango original. 
En el ejemplo siguiente se ilustra este concepto. 


^EEEEEH Dominio restringido 

En el ejemplo 1 demostramos graficamente que la funcion cuadratica/(x) = x 2 + 1 no es 
uno a uno. El dominio de/es (— °°, °°), y como se observa en la FIGURA 5.6.6a), el rango 
es [1, °°). Ahora bien, sif(x) = x 2 + 1 solo se define en el intervalo [0, °°), se ven dos 
cosas en la figura 5.6.6b ): el rango de/se conserva, yf(x) = x 2 + 1 se confina al dominio 
[0, °°) y pasa la prueba de la recta horizontal; en otras palabras, es uno a uno. La inversa 
de esta nueva funcion uno a uno se obtiene en la forma acostumbrada. Cuando se resuelve 
y = x 2 + 1 se ve que 

x 2 = y - 1 y x = ±Vy - 1 y entonces y = ±Vx - 1 . 

El signo algebraico adecuado en la ultima ecuacion se determina a partir del hecho de que 
el dominio y el rango de/ -1 son [1, °°) y [0, °°), respectivamente. Eso lleva a seleccionar 
a f~\x) = Vx — 1 como inversa de/[figura 5.6.6c)]. 



a) No es una funcion uno a uno b) Funcion uno a uno c) Inversa de la funcion del inciso b) 

FIGURA 5.6.6 Funcion inversa del ejemplo 7 = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-14. 


En los problemas 1 a 6 se muestra la grafica de una funcion/. 
Aplique la prueba de la recta horizontal para determinar si/ 
es uno a uno. 



FIGURA 5.6.7 Grafica para el problema 1 



FIGURA 5.6.8 Grafica para el pro- 
blema 2 
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En los problemas 7 a 10 trace la grafica de la funcion defi- 
nida por partes /para determinar si es uno a uno. 

/ x - 2, x<0 

= 1 Vx, x ^ 0 

(~V^x, x < 0 

= \Vx, x^O 

1 , x < 0 


7- fix) = \ 

8- fix) = \ 

9. fix) = { 

10. fix) = <| 


x < 0 
x > 0 


En los problemas 1 1 a 14 proceda como en el ejemplo 2d) 
para demostrar que la funcion dada fno es uno a uno. 

11. fix) =x 2 -6x 

12. fix) = ix- 2)ix + 1) 


,3 ' /W = 4?TT 
14. f(x) = [.« + 10| 

En los problemas 15 a 18 proceda como en el ejemplo 2b) 
para demostrar que la funcion dada fsi es uno a uno. 

2 

5x + 8 
2x - 5 



En los problemas 19 y 20, la funcion/es uno a uno. Sin 
calcular/ -1 , halle su dominio y rango. 

19. f(x) =4 + Vx 

20. fix) = 5- V^T8 

En los problemas 21 y 22, la funcion /es uno a uno. Se indi- 
can el dominio y el rango de/. Determine/ -1 y defina su 
dominio y su rango. 

21. fix)=^=, x>0,y>0 

22. fix) = 2 + ■—, x > 0, y > 2 


En los problemas 23 a 28, la funcion/es uno a uno. 
Determine/ -1 . Trace la grafica de/y/ -1 en los mismos ejes 
coordenados. 

23. fix) = -2x + 6 

24. fix) = ~2x + 1 

25. fix) = x 3 + 2 

26. fix) = 1 - x 3 

27. fix) = 2- Vx 

28. /(x)lfefi 


En los problemas 29 a 32, la funcion/es uno a uno. 
Determine/ -1 . Proceda como en el ejemplo 3b) y determine 
el dominio y el rango de/ -1 . A continuation determine el 
rango de/. 


29. /(x) = 


30. 


f(x) = 


2 

5x + 8 


31. fix) = 


32- fix) = - 
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En los problemas 33 a 36, la funcion/es uno a uno. Sin 
determinar/ ', calcule el punto de la grafica de/ -1 que 
corresponde al valor indicado de x en el dominio de/. 


33. 

34. 

35. 

36. 


f{x) = 2x 3 + 2x; x = 2 
fix ) = 8x - 3; x = 5 
fix) = x + Vjc; x = 9 


40. 


y. 


(1,0) 



FIGURA 5.6.16 Grafica para 
el problema 40 


En los problemas 37 y 38, trace la grafica de/ 1 a partir de la 
grafica de/. 



FIGURA 5.6.13 Grafica 
para el problema 37 



el problema 38 


En los problemas 39 y 40, trace la grafica de/a partir de la 
grafica de/ -1 . 



(- 1 , 0 ) 

FIGURA 5.6.15 Grafica para 
el problema 39 


En los problemas 41 a 44, la funcion/no es uno a uno en el 
dominio indicado, pero es uno a uno en el dominio restrin- 
gido (el segundo intervalo). Determine la inversa de la fun- 
cion uno a uno e indique su dominio. Trace la grafica de/en 
el dominio restringido, y la grafica de/ -1 en los mismos ejes 
coordenados. 

41. fix) = 4x 2 + 2, (- 00 , 00 ); [o, 00 ) 

42. fix) = (3 -2x)\ (-»,»); [1,00) 

43. fix) = fV4 - x 2 , [-2, 2\ [0, 2] 

44. fix) = Vl - jc 2 , [-1, 1]; [0,1] 

En los problemas 45 y 46 verifique que/(/ - \xj) = xy que 
r\fix))=x. 

45. fix) =5x- 10, f-\x) =\x + 2 

«■ = = 

= Para la discusion 

47. Suponga que/es una funcion continua creciente (o decre- 
ciente) para toda x de su dominio. Explique por que/nece- 
sariamente es uno a uno. 

48. Explique por que la grafica de una funcion uno a uno / 
puede tener cuando mucho una intersection con el eje x. 

49. La funcion/(x) = 1 2x — 4 1 no es uno a uno. ^Como se debe 
restringir el dominio de / para que la nueva funcion 
tenga una inversa? Determine/ -1 e indique cuales son su 
dominio y su rango. Trace la grafica de / en el dominio 
restringido, y la grafica de/ -1 en los mismos ejes coorde- 
nados. 

50. Laecuaciony = ^/x — 'tyy define una funcion uno a uno 
y = fix). Calcule /"V). 

51. <',Que propiedad tienen en comun las funciones uno a uno 
y = fix) de las FIGURAS 5.6.17a) y 5.6. 17b)? Determine dos 
funciones explfcitas mas que tengan esta misma propiedad. 
Sea muy claro acerca de que tiene que ver esta propiedad 
con/ -1 . 
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( 0 , a) 



| | 5.7 Traduccion de palabras a funciones^ 


■ Introduccion En cursos posteriores habra casos en los que se espera que usted traduzca 
las palabras que describen un problema en sfmbolos matematicos para desarrollar o deducir 
una ecuacion o una funcion. 

En esta section nos centraremos en los problemas con funciones. Comenzaremos con 
una descripcion verbal acerca del producto de dos numeros. 

^EEEHEIl Producto de dos numeros 

La suma de dos numeros no negativos es 15. Expresar el producto de uno con el cuadrado 
del otro como funcion de uno de los numeros. 

Solution Primero, representaremos los dos numeros con los sfmbolos xyy, recordando 
que “no negativo” quiere decir que x £ 0 y y > 0. La primera frase dice que x + y = 15; 
esta no es la funcion que buscamos. La segunda frase describe la funcion que deseamos; 
se llama “el producto”. Representemos “el producto” por el sfmbolo P. Ahora bien, P es 
el producto de uno de los numeros, digamos x, por el cuadrado del otro, esto es, por y 2 : 

P = xy 2 . (1) 

No, todavfa no terminamos porque se supone que P es una “funcion de uno de los nume- 
ros”. Ahora aprovecharemos que los numeros xyy se relacionan por x + y = 15. De esta 
ultima ecuacion sustituimos y = 15 — x en la ecuacion (1) para obtener el resultado que 
deseamos: 


P(x) = jc(15 - x) 2 . 


(2)5 


A continuation se presenta un resumen simbolico del analisis del problema del ejem- 
plo 1. 


sean los numeros ;t > 0 y y & 0 P 

La suma de dos numeros no negativos es 15. Expresar el producto con 



el cuadrado del otro como funcion de uno de los numeros. 


Observe que la segunda frase es vaga, pues no dice cual numero se eleva al cuadrado. Eso 
quiere decir que, en realidad, eso no importa; la ecuacion (1) tambien podrfa escribirse como 
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P = yx 2 . Tambien, podriamos haber usado x = 15 — y en (1) para llegar a P{y) = (15 — y)y 1 . 
En un ambiente de calculo no hubiera importado si trabajaramos con P(x) o con P(y), porque 
al determinar uno de los numeros se determina el otro automaticamente, por medio de la 
ecuacion x + y = 15. Esta ultima ecuacion se suele llamar restriction. Una restriccion no 
solo define la relacion entre las variables xy y, sino con frecuencia establece un limite a la 
forma en que pueden variar xyy. Como vera en el ejemplo siguiente, la restriccion ayuda a 
determinar el dominio de la funcion que acabamos de constrain 


BEUZHE!! Continuation del ejemplo 1 

^Cual es el dominio de la funcion P{x) en (2)? 

Solution Sin conocer el contexto del planteo del problema en el ejemplo 1, habrfa que 
llegar a la conclusion que de acuerdo con la descripcion de la pagina 201, en la section 
5.1, el dominio de la funcion polinomial cubica 

P(x) = x(l5 — x) 2 = 225x — 30x 2 + x 3 

es el conjunto de los numeros reales (— °°, °°). Pero en el contexto del problema original, 
los numeros deberfan ser no negativos. De acuerdo con los requisitos que i > 0 y que 
y=15— x^O, se obtienen i>0yr< 15, lo que quiere decir que x debe satisfacer la 
desigualdad simultanea 0 < x < 15. Si empleamos la notation de intervalos, el dominio 
de la funcion producto P de (2) es el intervalo cerrado [0, 15]. = 


Otra forma de ver la conclusion del ejemplo 2 es la siguiente: la restriccion x + y = 15 
establece que y = 15 — x. Asf, si x pudiera ser mayor que 15 (digamos que x = 17.5), enton- 
ces y = 15 — x serfa un numero negativo, lo cual contradice la hipotesis inicial de que 
y>0. 

Invariablemente, siempre que se analizan problemas planteados en palabras en una clase 
de matematicas, los estudiantes reaccionan con quejidos, ambivalencia y desaliento. Aunque 
no garantizamos nada, las sugerencias siguientes podrfan ayudarle a resolver los problemas 
de los ejercicios 5.7. Estos problemas son especialmente importantes si en sus planes futures 
esta tomar un curso de calculo. 


GUIA PARA CREAR UNA FUNCION 


i ) Por lo menos trate de tener una actitud positiva. 

ii) Trate de ser limpio y organizado. 

iii ) Lea despacio el problema. Luego vuelva a leerlo varias veces mas. 

zv) Siempre que sea posible, trace una curva o imagen e identifique en el las can- 
tidades dadas en el problema. No complique el dibujo. 

v) Si la descripcion de la funcion indica dos variables, por ejemplo, xyy, bus- 
que una restriccion o relacion entre ellas (como x + y — 15 en el ejemplo 1). 
Use la restriccion para eliminar una de las variables y expresar la funcion 
requerida en terminos de una variable. 


Area de un rectangulo 

Un rectangulo tiene dos vertices en el eje x y dos vertices en el semicirculo cuya ecuacion 
es y — \/25 — x 2 [FIGURA 5.7.1a)]. Determine las dimensiones del rectangulo maximo. 
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Solucion Si (x, y), x > 0, y > 0 representa el vertice del rectangulo que esta en el circulo 
y en el primer cuadrante, entonces, como se ve en la figura 5.7.1 b), el area A es largo x 
ancho, es decir 


A = ( 2x ) X y = 2 xy. (4) 

En este problema, la restriccion es la ecuacion y = \Zl5 — x 2 del semicfrculo. Usaremos 
la ecuacion de restriccion para eliminar y en (4) y obtener el area del rectangulo, 



y- 






[x,y) 

l 



u 

- 5 


* 

5 


b) 

FIGURA 5.7.1 Rectangulo del ejem- 
plo 3 


A{x) = 2xV25 - x 2 , (5) = 

Si tuvieramos que examinar la funcion A(x) fuera del contexto del ejemplo 3, su dominio 
hubiera sido [—5, 5], Como supusimos que x > 0, el dominio de A(x) en la ecuacion (4) en 
realidad es el intervalo abierto (0, 5). 


M3EBBED tCuanta cerca? 

Un ranchero pretende delimitar un terreno rectangular que tenga 1 000 m 2 de superficie. 
El terreno sera cercado y dividido en dos partes iguales, con una cerca adicional, paralela 
a dos lados. Calcule las dimensiones del terreno que requieran la cantidad minima de 
cerca. 


Cerca 


y y 


FIGURA 5.7.2 Terreno rectangular 
del ejemplo 4 


Solucion El esquema debe ser un rectangulo con una recta en su mitad, similar a lo que 
se ve en la FIGURA 5.7.2. Como muestra la figura, seax > 0 el largo del terreno rectangular, 
y sea y > 0 su ancho. Si el simbolo F representa esta cantidad, la suma de las longitudes 
de las cinco partes (dos horizontales y tres verticales), de la cerca, es 

F=2x+3y (6) 

Como queremos que F sea una funcion del largo de un lado del terreno, debemos eliminar 
x o y de (6). Sin embargo, el terreno cercado debe tener un area de 1 000 m 2 , asi que x y 
y deben relacionarse con la restriccion xy = 1 000. De acuerdo con esta ultima ecuacion, 
se obtiene y = 1 000/x, que se puede usar para eliminar y en (6). Por tanto, la cantidad de 
cerca F en funcion de x es F(x) = 2x + 3(1 000/x), es decir, 


F(x) = 2x + 


3 000 


(7) 


Como x representa una dimension fisica que satisface xy = 1 000, la conclusion es que x 
es positivo. Pero ademas de esa, x no tiene otra restriccion. Tenga en cuenta que si el 
numero positivo x se acerca a 0, entonces y = 1 000/x sera muy grande, en tanto que si se 
considera que x es un numero muy grande, entonces y se aproximara a 0. Por consiguiente, 
el dominio de F(x) es (0, °°). = 


Si un problema se relaciona con triangulos, debe estudiarlo detenidamente y determinar 
si ha de aplicar el teorema de Pitagoras, triangulos semejantes o trigonometna (vease la 
section 10.2). 


H3E25ES Escalera mas corta 

Una pared de 10 pies se halla a 5 pies de distancia de un edificio. Una escalera, apoyada 
en la pared, toca el edificio como se ilustra en la FIGURA 5.7.3. Exprese la longitud de la 
escalera como una funcion de x como se muestra en la figura. 
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Solucion Sea L la longitud de la escalera. Con x y y definidos en la figura 5.7.3, 
se ve que hay dos triangulos rectangulos, que el triangulo mayor tiene tres lados 
cuyas longitudes son L, y y x + 5, y el triangulo menor tiene dos lados cuyas 
longitudes son x y 10. Ahora bien, la escalera es la hipotenusa del triangulo 
rectangulo mayor, asi que de acuerdo con el teorema de Pitagoras, 

L 2 = (jc + 5) 2 + y 2 (8) 

Los triangulos rectangulos de la figura 5.7.3 son semejantes, porque ambos 
tienen un angulo recto y comparten el angulo agudo que forma la escalera con 
el piso. Entonces aprovecharemos que las relaciones de los lados correspondien- 
tes son iguales en triangulos correspondientes. Eso nos permite escribir 



y _ 10 FIGURA 5.7.3 Escalera del ejemplo 5 

x + 5 “ x 


Despejamos y en terminos de x en la ultima ecuacion y obtenemos y = 10(x + 5)/x; por 
tanto, (8) se convierte en 


L 2 = (x + 5) 2 + 


<10(* + 5)\ 


— (x + 5) 2 |^1 H 2 J <- sefactoriza (jc + 5) 2 

- 100 \ 


= (x + 5) 2 


. Jc 2 J 

Se saca la raiz cuadrada para obtener L en funcion de x: 


denominador comun 


L(x) = * + 5 Vx 2 + 100. 


la rai'z cuadrada de un producto es 

el producto de las rafces cuadradas de los factores 


El dominio de la funcion L(x] es (0, °°). 


Distancia a un punto 

Exprese la distancia desde un punto (x, y) en el primer cuadrante del cfrculo x 2 + y 2 = 1 
al punto (2, 4) como una funcion de x. 

Solucion Sea d la distancia de (x, y) a (2, 4), como se muestra en la FIGURA 5.7.4. Entonces, 
con base en la formula de la distancia (2) de la section 4.1, 

d = V(x - 2) 2 + (y - 4) 2 = Vx 2 + y 2 - 4x - 8y + 20. 0) 

En este problema, la restriccion es la ecuacion del crrculo x 2 + y 2 = 1. Con ella se puede 
sustituir de in mediato x 2 + y 2 en (9), por el numero 1. Ademas, usando la restriccion para 
escribir y = \/l — x 2 podemos eliminar y en (9). Asi, la distancia d en funcion de x es: 

d(x) = V21 - 4x - 8Vl - x 2 . < 10 > 

Como (x, y) es un punto del circulo en el primer cuadrante, la variable x puede ir de 0 a 1, 
esto es, el dominio de la funcion en (10) es el intervalo cerrado [0, 1]. = 


Notas del aula 

No debe pensar que todo problema que requiera el planteamiento de una funcion a partir 
de una descripcion verbal debe tener una restriccion. En los problemas 11 a 16 de los 
ejercicios 5.7, la funcion requerida tambien se puede plantear usando solo una variable. 


y * 

1 (2,4) 

f 

d / 

r 

t,, 


\tZ' 


FIGURA 5.7.4 Distancia d en el 
ejemplo 6 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-15. 


En los problemas 1 a 40 traduzca las palabras en una funcion 
adecuada. Indique el dominio de la funcion. 

1. El producto de dos numeros positivos es 50. Exprese su 
suma como funcion de uno de los numeros. 

2. Exprese la suma de un numero distinto de cero y de su 
recfproco en funcion del numero. 

3. La suma de dos numeros no negativos es 1. Exprese la 
suma del cuadrado de uno, mas el doble del cuadrado del 
otro, en funcion de uno de los numeros. 

4. Sean myn dos enteros positivos. La suma de dos numeros 
no negativos es S. Exprese el producto de la m-esima 
potencia de uno por la n-esima potencia del otro en funcion 
de uno de los numeros. 

5. El perfmetro de un rectangulo es 200 pulg. Exprese el area 
del rectangulo en funcion de la longitud de uno de sus 
lados. 

6. La superficie de un rectangulo es de 400 pulg 2 . Exprese el 
perfmetro del rectangulo en funcion de la longitud de uno 
de sus lados. 

7. Exprese el area del rectangulo sombreada de la FIGURA 5.7.5 
en funcion de x. 





FIGURA 5.7.5 Rectangulo para el 
problema 7 


8. Exprese la longitud del segmento de recta que contiene al 
punto (2, 4), como se ve en la FIGURA 5.7.6, en funcion de x. 



(x, 0) 


FIGURA 5.7.6 Segmento de recta 
para el problema 8 


9. Exprese la distancia desde un punto (x, y ) en la grafica de 
x + y = 1, al punto (2, 3), como funcion de x. 

10. Exprese la distancia desde un punto (x, y) en la grafica de 
y = 4 — x 2 , al punto (0, 1), en funcion de x. 

11. Exprese el perfmetro de un cuadrado en funcion de su 
area A. 

12. Exprese el area de un cfrculo en funcion de su diame- 
tro d. 

13. Exprese el diametro de un cfrculo en funcion de su circun- 
ferencia C. 

14. Exprese el volumen de un cubo en funcion del area A de 
su base. 

15. Exprese el area de un triangulo equilatero en funcion de 
su altura h. 

16. Exprese el area de un triangulo equilatero en funcion de 
la longitud s de uno de sus lados. 

1 7. Un alambre de longitud x se dobla en forma de un cfrculo. 
Exprese el area del cfrculo en funcion de x. 

18. Un alambre de longitud L se corta a x unidades de un 
extremo. Un trozo del alambre se dobla formando un cua- 
drado, y la otra parte se dobla para formar un cfrculo. 
Exprese la suma de las areas en funcion de x. 

19. Se planta un arbol a 30 pies de la base de un poste de 
alumbrado, que tiene 25 pies de altura. Exprese la longitud 
de la sombra del arbol en funcion de su altura (FIGURA 
5.7.7). 



FIGURA 5.7.7 Arbol para el problema 19 


20. El armazon de una cometa esta formado por seis trozos de 
plastico ligero. El marco exterior consta de cuatro piezas 
ya cortadas; dos tienen 2 pies de longitud y dos tienen 
3 pies de longitud. Exprese el area de la cometa en funcion 
de x, donde 2x es la longitud de la pieza transversal que se 
indica en la FIGURA 5.7.8. 
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FI GURA 5.7.8 Cometa para 
el problema 20 


21. Una empresa desea construir una caja rectangular abierta, 
con 450 pulg 3 de volumen, de tal modo que la longitud de 
su base sea el triple de su ancho. Exprese la superficie de 
la caja en funcion del ancho. 

22. Un tanque conico, con su vertice hacia abajo, tiene 5 pies 
de radio y 15 pies de altura. A1 tanque se bombea agua. 
Exprese el volumen del agua en funcion de su profundidad. 
[Pista: el volumen de un cono es V = ^tr r 2 h. Aunque el 
tanque es un objeto tridimensional, examine su corte trans- 
versal, como triangulo de dos dimensiones]. (FIGURA 
5.7.9.) 



FIGURA 5.7.9 Tanque en forma 
de cono para el problema 22 


23. El automovil A pasa por el punto O dirigiendose hacia el 
este a una velocidad constante de 40 mi/h; el automovil B 
pasa por el mismo punto una hora despues, con rumbo al 
norte a una velocidad constante de 60 mi/h. Exprese la 
distancia entre los vehfculos, en funcion del tiempo t, con- 
tando t a partir de cuando el automovil B pasa por el punto 
O (FIGURA 5.7.10). 


Norte 



Sur 


FIGURA 5.7.10 Autos para el problema 23 


24. En el momento t = 0 (expresado en horas), dos aviones 
tienen una separacion vertical de 1 milla, y se rebasan con 
direcciones opuestas. Si los aviones vuelan horizontal- 
mente con velocidades de 500 mi/h y 550 mi/h, exprese la 
distancia horizontal entre ellos en funcion de t. [Pista: 
distancia = velocidad x tiempo]. 

25. La alberca de la FIGURA 5.7.11 tiene 3 pies de profundidad 
en el extremo bajo, y 8 pies de profundidad en el extremo 
hondo; tiene 40 pies de longitud y 30 pies de ancho (de los 
extremos); el fondo forma un piano inclinado. Se bombea 
agua a la alberca. Exprese el volumen del agua en la alberca 
en funcion de la altura h del agua sobre el fondo, en el lado 
hondo. [Pista: el volumen sera una funcion definida en 
intervalo, y su dominio sera 0 < /t < 8], 



FIGURA 5.7.11 Alberca para el 
problema 25 


26. El reglamento del servicio postal para paqueterfa estipula 
que la longitud mas el perfmetro del extremo de un paquete 
no debe ser mayor que 108 pulgadas. Exprese el volumen 
del paquete en funcion del ancho x, como se indica en la 
FIGURA 5.7.12. [Pista: suponga que el largo mas el perfme- 
tro es igual a 108], 



FIGURA 5.7.12 Paquete para el 
problema 26 


27. Considere todos los rectangulos que tienen el mismo perf- 
metro p (en este caso p representa una constante). Exprese 
el area de un rectangulo como una funcion de la longitud 
de un lado. 

28. El largo de un rectangulo es x, su altura es y y su perfme- 
tro mide 20 pulg. Exprese la longitud de la diagonal del 
rectangulo como una funcion del largo x. 

29. Un terreno rectangular se va a cercar para limitar tres par- 
tes iguales, con dos cercas divisorias paralelas a dos lados. 
Si el area por encerrar es de 4 000 m 2 , calcule las dimen- 
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siones del terreno que requieran la minima cantidad de 
cerca. 

30. Un terreno rectangular se va a cercar para limitar tres par- 
tes iguales, con dos cercas divisorias paralelas a dos lados. 
Si la cerca total que se va a usar es de 8 000 m, calcule las 
dimensiones del terreno que tenga la maxima area. 

31. Un ranchero desea construir un corral rectangular, de 
128 000 pies 2 de area, con uno de sus lados a lo largo 
de un no recto. El cercado a lo largo del no cuesta $1.50 
por pie, mientras que a lo largo de los otros tres lados, 
cercar cuesta $2.50 por pie. Calcule las dimensiones del 
corral, para que el costo de la construccion sea mmimo. 
[Pista: a lo largo del no, el costo de x pies de cerca es de 

1.504 

32. Exprese el area de la region coloreada del triangulo que se 
ilustra en la FIGURA 5.7.13 como una funcion de x. 



(x, 0) 


FIGURA 5.7.13 Segmento de 
recta para el problema 32 


33. a) Se va a formar una caja rectangular abierta con base 
cuadrada, y 32 000 cm 3 de volumen. Calcule las 
dimensiones de la caja que requieran la cantidad 
minima de material (FIGURA 5.7.14). 



FIGURA 5.7.14 Caja para 
el problema 33 


35. Un canalon pluvial se fabrica con corte transversal rectan- 
gular con una pieza metalica de 1 pie x 20 pies, doblando 
hacia aniba cantidades iguales en el lado de 1 pie. Vease 
la FIGURA 5.7.15. Exprese la capacidad de la canaleta con 
una funcion de x. [Pista: capacidad = volumen]. 



FIGURA 5.7.15 Canalon pluvial para el 
problema 35 


36. Se va a fabricar una lata de jugo, con forma de cilindro 
circular recto, para contener un volumen de 32 pulg 3 
(FIGURA 5.7.16a). Calcule las dimensiones de la lata para 
que en su construccion se use la minima cantidad de mate- 
rial. [Pista: material = superficie total de la lata = super- 
ficie de la tapa + superficie del fondo + superficie lateral. 
Si se quitan las tapas superior e inferior, y el cilindro se 
corta recto en su lado y se aplana, el resultado es el rec- 
tangulo que se ve en la figura 5.7.16c)]. 



a) Cilindro circular b) Tapa y fondo 
circulares 

-4 Sr— *- 



c) El lado es rectangular 

FIGURA 5.7.16 Lata de jugo para el problema 36 


34. Se va a construir una caja rectangular cerrada con base 
cuadrada. El material para la tapa cuesta $2 por pie cua- 
drado, mientras que el material para las caras restantes 
cuesta $ 1 por pie cuadrado. Si el costo total para construir 
cada caja es de $36, calcule las dimensiones de la caja con 
mayor volumen que pueda fabricarse. 


37. Una pagina impresa tendra margenes de 2 pulgadas, en 
bianco, en los lados, y margenes de 1 pulgada, en bianco, 
en las partes superior e inferior (FIGURA 5.7.17). El area de 
la parte impresa es de 32 pulg 2 . Calcule las dimensiones 
de la pagina, para usar la cantidad minima de papel. 
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Si 


■m 
to • 

mm 


la foto adjunta. Suponga que se forma una capsula pegando 
dos hemisferios a los extremos de un cilindro circular recto, 
como se ve en la FIGURA 5.7.18. Si el volumen total de la 
capsula debe ser de 0.007 pulg 3 , calcule las dimensiones de 
ella para que en su construction se use la cantidad minima 
de material. [Pista: el volumen de una esfera es f-nr 3 , y su 
superficie es 4irr 2 ]. 


Hemisferio 




FIGURA 5.7.18 Modelo de la 
capsula para el problema 38 


39. Un canalon de agua de 20 pies de longitud tiene sus extre- 
mos en forma de triangulo isosceles, con lados de 4 pies 
de longitud (FIGURA 5.7.19). Determine la dimension del 
lado superior del triangulo para que el volumen del cana- 
lon sea maximo. [Pista: un cilindro recto no es necesaria- 
mente un cilindro circular, cuando la tapa y el fondo son 
circulares. La tapa y el fondo de un cilindro recto son 
iguales, pero podrfan ser triangulos, pentagonos, trapezoi- 
des, etc. El volumen de un cilindro recto es el area de la 
base x altura]. 



FIGURA 5.7.19 Canalon de agua 
para el problema 39 


40. Algunas aves vuelan con mas lentitud sobre agua que 
sobre tierra. Un pajaro vuela a 6 km/h constante sobre 
agua, y a 10 km/h sobre tierra. Con la information de la 
FIGURA 5.7.20, determine la trayectoria que debe seguir el 
ave para que su vuelo tenga un tiempo imnimo total, entre 
la orilla de una isla y su nido en la orilla de otra isla. [Pista: 


sl a A. 

#r 3 


.O 

V Nido 


FIGURA 5.7.20 Ave del problema 40 


= Para la discusion 

41 . En el problema 1 9 ( ;que sucede con la longitud de la som- 
bra del arbol, cuando su altura se acerca a 25 pies? 

42. En un libro de ingenierfa, se dice que el area del octagono 
de la FIGURA 5.7.21 es A = 3.3 1 r 2 . Demuestre que en reali- 
dad esta formula es un calculo aproximado del area. 
Calcule el area A exacta del octagono, en funcion de r. 

FIGURA 5.7.21 Octagono del 
problema 42 
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I I 5.8 Recta de minimos cuadrados 

■ Introduccion Cuando realizamos experimentos, casi siempre tabulamos los datos en 
forma de pares ordenados (x h jq), (x 2 , y 2 ), ■ (x n , y n ), donde cada x, es distinta. Dados los 
datos, es deseable extrapolar y a partir de x; para ello, debemos encontrar un modelo mate- 
matico, esto es, una funcion que se aproxime o “se ajuste” a los datos. En otras palabras, 
necesitamos una funcion/tal que 

fi*i) ~ y u f(x 2 ) “ y* ...J{x n )~y n 

Como es natural, no queremos una funcion cualquiera, sino una que se ajuste a los datos lo 
mejor posible. En la explicacion que sigue centraremos la atencion exclusivamente en el 
problema de obtener un polinomio lineal y = mx + b o una linea recta que “se ajuste mejor” 
a los datos (x u 3 ^), (x 2 , y 2 ), ..., (x„, y n ). El procedimiento para hallar esta funcion lineal se 
conoce como el metodo de minimos cuadrados. 

H3E3SEXI Ajuste de una recta a los datos 

Considere los datos (1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 6 ), (5, 5) que se muestran en la FIGURA 5.8.1a). 
Cuando examinamos la figura 5.8. 1&), notamos que la recta y = x + 1 pasa por dos de 
los puntos de datos y, en consecuencia, podrfamos creer que es la que mejor se ajusta a los 
datos. 



FIGURA 5.8.1 Datos en a); una recta que se ajusta a los datos en b) = 

Evidentemente, necesitamos algo mejor que una conjetura visual para determinar la 
funcion lineal y = f(x) como en el ejemplo 1. Precisamos un criterio que defina el concepto 
de “mejor ajuste” o, como se llama en ocasiones, la “bondad del ajuste”. 

Si tratamos de relacionar los puntos de datos con la recta y = mx + b, querremos obtener 
m y b de manera que satisfagan el sistema de ecuaciones 

y 1 = mx l + b 

y 2 = mx 2 + b (1) 

y„ = mx n + b. 

El sistema de ecuaciones (1) es un ejemplo de un sistema sobredeterminado; es decir, un 
sistema en el que hay mas ecuaciones que incognitas. No esperamos que ese sistema tenga 
solution a menos que, por supuesto, los puntos de datos se situen todos en la misma recta. 

■ Recta de minimos cuadrados Si los puntos de datos son (x\, y\), (x 2 , y 2 ), (x„, y n ), una 
forma de determinar como se ajusta la funcion lineal fix) = mx + b a los datos consiste en 
medir las distancias verticales entre los puntos y la grafica de/: 

e i =\y i ~f(x l )\, i = 1 , 2 , . . . , 
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Se puede decir que cada e, es el error en la aproximacion del valor del dato y, con el valor 
de la funcion/U,) (FIGURA 5.8.2). Intuitivamente, la funcion/se ajusta a los datos si la suma de 
todos los valores de e, es un rmnimo. En realidad, un metodo mas practico para resolver el 
problema consiste en hallar una funcion lineal /tal que la suma de los cuadrados de todos 
los valores e, sea un imnimo. Definimos la solucion del sistema (1) como los coeficientes m 
y b que reducen al imnimo la expresion 

E = e \ + el + --- + e 2 n 

= lyi ~ fix 0] 2 + [y 2 - f(x 2 )] 2 + f(x n )] 2 (2) 

= [yi - (mx J + b )] 2 + [y 2 - {mx 2 + b )] 2 + ■ ■ ■ + [y n - (mx n + b)f. 

La expresion E se conoce como suma de errores cuadraticos. La recta y = mx + b que 
minimiza la suma de errores cuadraticos (2) se denomina recta de miniums cuadrados o 
recta del mejor ajuste de los datos (x h y,), (jc 2 , >’ 2 ), • • (x„, y n ). 



con Axi) 


■ Notacion de suma Antes de proceder a encontrar la recta de minimos cuadrados conviene 
introducir una notacion abreviada para las sumas de numeros. Puede resultar muy tedioso escri- 
bir sumas como (1). Suponga que a k representa un numero real que depende de un entero k. La 
suma de n numeros reales a h a\ + a 2 + a 3 + ■■■ + a n se denota con el simbolo 2 i=1 a ^ es 
decir. 

La notacion de suma se explica 
con mayor detalle en la seccion 


l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + + 98 2 + 99 2 + 100 2 

se escribe de manera compacta asf: 


= Oi + a 2 + a 3 + ■ ■ ■ + a„ (3) 

En virtud de que X es letra griega mayuscula sigma, (3) se conoce como notacion de suma 
o notacion sigma. El entero k se denomina rndice de la suma y adopta valores enteros suce- 
sivos a partir de k = 1 y hasta k = n. Por ejemplo, la suma de los primeros 100 enteros 
positivos elevados al cuadrado, 


la suma termina con este numero 

I 

100 

S* 2 - 

la suma empieza con este numero 

En notacion sigma, escribimos de manera compacta la suma de los errores cuadraticos (2) 
asf: 


E = 

= ij[ y, -mx,- b ] 2 


(4) 


El problema que queda por resolver ahora es: ^es posible hallar una pendiente m y una 
coordenaday b tal que (4) sea un imnimo? Larespuesta es si. Aunque omitiremos los detalles 

(que requieren del calculo), los valores de my b que producen el valor imnimo de E estan , , . „ 

No se deje llevar por el pamco. La 

dados por evaluacion de estas formulas solo 

requiere aritmetica. Ademas, casi 
todas las calculadoras graficadoras 
pueden calcular estas sumas o 
(5) 4 darle my b despues de ingresar los 

datos. Consulte el manual del 
usuario. 


n^xji - 


5.8 Recta de minimos cuadrados 


MQESEF^Ij Recta de minimos cuadrados 



FIGURA 5.8.3 Recta de minimos 
cuadrados (en rojo) del ejemplo 2 


Obtenga la recta de minimos cuadrados de los datos del ejemplo 1. Calcule la suma de 
errores cuadraticos E de esta recta y la recta y = x + 1 . 

Solucion Con los datos (1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 6), (5, 5) identificamos xi = 1, x 2 = 2, 
x 3 = 3, x 4 = 4, x 5 — 5, yi = 1, y 2 = 3, y 3 = 4, y 4 = 6 y y 5 = 5. Con estos valores y n = 5, 
tenemos 

= 68, = 15 > 2-V; = 19 > = 55 - 

Sustituimos estos valores en las formulas de (5) y obtenemos m = 1.1 y b = 0.5. Por tanto, 
la recta de minimos cuadrados es y = l.lx + 0.5. Para efectos de comparacion, en la 
FIGURA 5.8.3 se muestran los datos, la recta y = x + 1 en azul y la recta de minimos cua- 
drados y = l.lx + 0.5 en rojo. = 


Para la recta de minimos cuadrados /(x) = l.lx + 0.5 obtenida en el ejemplo 2, la suma 
de los errores cuadraticos (4) es 

E = 2 \y, - mxi - b] 2 

= [1 -/(l)] 2 + [3 -/( 2)] 2 + [4 — /( 3)] 2 + [6 -/(4)] 2 + [5 -/(5)] 2 
= [1 - 1.6] 2 + [3 - 2.7] 2 + [4 - 3.8] 2 + [6 - 4.9] 2 + [5 - 6] 2 = 2.7. 

En cuanto a la recta y = x + 1 que supusimos en el ejemplo 1 y que tambien pasaba por dos 
de los puntos de datos, encontramos que la suma de los errores cuadraticos es E = 3.0. 

^ En la seccion 14.6 examinaremos otro metodo para obtener la recta de minimos cuadra- 
dos. 

Es posible generalizar la tecnica de minimos cuadrados. Por ejemplo, podrfamos ajustar 
los datos dados a una expresion polinomial cuadratica/(x) = ax 2 + bx + c en lugar de un 
polinomio lineal. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-15. 


En los problemas 1 a 6, obtenga la recta de minimos cuadra- 
dos de los datos proporcionados. 

1. (2, 1), (3, 2), (4, 3), (5, 2). 

2. (0, -1), (1,3), (2, 5), (3, 7). 

3. (1, 1), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5). 

4. (0, 0), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5). 

5. (0, 2), (1, 3), (2, 5), (3, 5), (4, 9), (5, 8), (6, 10). 

6. (1, 2), (2, 2.5), (3, 1), (4, 1.5), (5, 2), (6, 3.2), (7, 5). 

= Aplicaciones diversas 

7. En un experimento se obtuvo la correspondence que se 
presenta en la tabla entre la temperatura T (en °C) y la 
viscosidad cinematica v (en centistokes) de un aceite con 
un cierto aditivo. Obtenga la recta de minimos cuadrados 


v = mT + by usela para estimar la viscosidad del aceite 
a T = 140 y T = 160. 



8 . En un experimento se obtuvo la correspondence que se 
presenta en la tabla entre la temperatura T (en °C) y la 
resistencia electrica R (en Mil). Obtenga la recta de mini- 
mos cuadrados R = mT + by usela para estimar la resis- 
tencia a7= 700. 
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= Problemas para resolver con calculadora o 
sistema algebraico para computadora (sac) 

9. a) Podemos aproximar un conjunto de puntos de datos 
con un polinomio de mfnimos cuadrados de grado n. 
Aprenda la sintaxis del sac que tenga a la mano para 
obtener una recta de mmimos cuadrados (polinomio 
lineal), un polinomio cuadratico de mmimos cuadra- 
dos y un polinomio cubico de mfni mos cuadrados para 
ajustar los datos 

(-5.5, 0.8), (-3.3, 2.5), (-1.2, 3.8), 

(0.7, 5.2), (2.5, 5.6), (3.8, 6.5). 

b ) Use un sac para superponer las graficas de los datos 
y la recta de mfnimos cuadrados obtenida en el inciso 
a) en los mismos ejes de coordenadas. Repita el pro- 


cedimiento con el polinomio cuadratico de mmimos 
cuadrados y luego con los datos y el polinomio cubico 
de mmimos cuadrados. 

10 . Use los datos del censo de Estados Unidos (en millones) 
del ano 1900 al ano 2000 



y la recta de mfnimos cuadrados para proyectar la pobla- 
cion de Estados Unidos en el ano 2020. 




Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Funcion: 

dominio de una 
rango de una 
cero de la 

Variable independiente 
Variable dependiente 
Graficas: 

interseccion con el eje x 
interseccion con el eje y 
Prueba de la recta vertical 
Funcion potencia 
Funcion polinomial 


Funcion lineal 
Funcion cuadratica 
Funcion impar 
Funcion par 
Transformation rfgida: 

desplazamiento vertical 
desplazamiento horizontal 
Reflexiones 

Transformaciones no rfgidas: 
estiramientos 
compresiones 


Funcion definida por partes: 
funcion maximo entero 
Funcion continua 

Combinaciones aritmeticas de funciones 
Composition de funciones 
Cociente de diferencias 
Funcion uno a uno 
Prueba de la recta horizontal 
Funcion inversa 
Dominio restringido 
Recta de mfnimos cuadrados: 
suma de errores cuadraticos 


EaamasEjercicios de repaso Las respuestas a los P roblemas im P ares seleccionados 


comienzan en la pagina RESP-15. 


= A. Verdadero ofalso 

En los problemas 1 a 22, responda verdadero o falso: 

1. Si (4, 0) esta en la grafica de/ entonces (1,0) debe estar 

en la grafica de y = jfix). 

2. La grafica de una funcion solo puede una interseccion con 

$ 

3 . Si / es una funcion tal que fia) = fib), entonces a = b. 

4. Ninguna funcion / diferente de cero puede ser simetrica 

respecto al eje x. 


5. El dominio de/(x) = (x — 1) 1/3 es (— °°, °°). 

6. Si/(x) = x y g(x) = Vx + 2, entonces el dominio de gif 
es [-2, oo). 

7. /es una funcion uno a uno si nunca asume el mismo valor 

dos veces. 

8. El dominio de la funcion y = V— x es (— °°, 0], 

9. La grafica de y = V— x es una reflexion de la grafica fix) 

= V— x en el eje y. 

10 . Un punto de interseccion de las graficas de/'y/ 1 debe 
estar en la recta y = x. 


Ejercicios de repaso 
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11 . La funcion uno a uno fix) = 1 /x tiene la propiedad que 

f=r'- 

12. La funcion/(x) = 2x 2 + I6x — 2 disminuye en el intervalo 

[-7, -5], 

13 . Ninguna funcion par definida en (— a , a), con a> 0, puede 

ser uno a uno. 

14 . Todas las funciones impares son uno a uno. 

15 . Si una funcion /es uno a uno, entonces /“ '(x) = — ' — . 


16. Si/es una funcion creciente en un intervalo que contiene 

Xi < x 2 , entonces /fx | ) <f(x 2 ). 

17. La funcion fix) = \ x \ — 1 es decreciente en el intervalo 

[0, »). 

18 . Para la composition de funciones,/ 0 (g + h) =/° g + 

f°h. 

19. Si la intersection con el eje y de la grafica de una funcion 

/es (0, 1), entonces la intersection con ese eje de la grafica 
de y = 5 — 3/(x) es (0, 2). 

20. Si/es una funcion lineal, entonces /(xi + x 2 ) = f(x t ) + 

f(Xn). 

21 . La funcion /(x) = x 2 + 2x + 1 es uno a uno en el dominio 
restringido [—1, °°). El rango de/ -1 es tambien [—1, °°). 

22. La funcion/(x) = x 3 + 2x + 5 es uno a uno. El punto (8, 1) 

esta en la grafica de/ -1 . 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en bianco. 

2X 3 - 1 | 

1. Si fix) = 2 + 2 ’ entonces (l» ) es un punto en la 

grafica de/ 

Ajc 

2. Si f{x) = 1(k _ 2 y fi2) = 3, entonces A = . 

3. El dominio de la funcion fix) = $ es . 

4. El rango de la funcion /(x) = | x | — 10 es . 

5. Los ceros de la funcion /(x) = Vr — 2x son . 

6. Si la grafica de/es simetrica respecto al eje y, /(— x) = 

7. Si/es una funcion impar tal que/(— 2) = 2, entonces 

fl.2) = . 

8. La grafica de una funcion lineal para la cual/(— 1) = 1 y 

fi 1) = 5 tiene pendiente m = . 

9. Una funcion lineal cuyas intersecciones con los ejes son 

(-l,0)y(0, 4) es fix) = . 


10 . Si la grafica de y = |x — 2| se desplaza 4 unidades a la 

izquierda, entonces su ecuacion es . 

11 . Las intersecciones con x y y de la parabola/(x) = x 2 — 2x 

— 1 son . 

12 . El rango de la funcion /(x) = — x 2 + 6x — 21 es 

13 . La funcion cuadratica/(x) = ax 2 + bx + c para la cual/(0) 
= 7 y cuya unica intersection con x es (— 2, 0) es/(x) = 

14 . Si/(x) = x + 2 y g(x) = x 2 — 2x, entonces (f° g)(— 1) = 

15 . El vertice de la grafica fix) = x 2 es (0, 0). Por tanto, el 
vertice de la grafica de y = — 5(x — 10)“ + 2 es 


16 . Puesto que/ '(x) = Vx — 4 es el inverso de una funcion 

/uno a uno, sin hallar / el dominio de/es y el 

rango de/es . 

17. La intersection con x de una funcion/uno a uno es (5, 0) 

y, por tanto, la intersection con y de/ 1 es . 

18 . El inverso de/(x) = * es f~ l = , 

19 . Para/(x) = [x + 2] - 4,/(-5.3) = . 

20. Si/es una funcion uno a uno tal que/(l) = 4, entonces 

AT '(4)) = ■ 


= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 y 2, identifique dos funciones/y g tales 
que h=f°g. 

. , , , _ (3x - 5) 2 


2. h(x) = 4(x + 1) - -n 


3. Escriba la ecuacion de cada nueva funcion si la grafica de 
/(x) = x 3 - 2: 

a) se desplaza a la izquierda 3 unidades. 

b ) se desplaza hacia abajo 5 unidades. 

c) se desplaza a la derecha 1 unidad y hacia arriba 2 
unidades. 

d) se refleja en el eje x. 

e ) se refleja en el eje y. 

f) se estira verticalmente por un factor de 3. 

4 . La grafica de una funcion/con dominio ( — °°, °°) se ilustra 
en la FIGURA 5.R.1 . Trace la grafica de las funciones siguien- 
tes: 

a) y =/(x) - 77 

b) y = /(x - 2) 

c ) y = f( x + 3) + tt/2 

d) y = ~f(x) 

e ) y =/(-*) 

f) y = 2/(x) 
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En los problemas 5 y 6, use la grafica de funcion/uno a uno 
de la figura 5.R.I. 

5. Proporcione el dominio y el rango de/ -1 . 

6 . Trace la grafica de/ -1 . 

7. Exprese y = x — | * | + |x — 1| como una funcion definida 
por partes. Trace la grafica de la funcion. 

8. Dibuje la grafica de la funcion y = [x] + [— x]. Indique los 
numeros en los que la funcion es discontinua. 

En los problemas 9 y 10 examine la grafica de la funcion/y 
proporcione el dominio de la funcion g. 

9. fix) = x 2 - 6x + 10, g(x) = Vx 2 -6x+ 10 

10. fix ) = -jc + 1x-6, g(x) = 1 

V-x 2 + 7x-6 

En los problemas 1 1 y 12, la funcion/es uno a uno. Obtenga 

r 1 . 

11. fx) = (* + l) 3 

12. Ax)=x + Vx 

fix + h) — f(x) 

En los problemas 13 al 16, calcule para la 

funcion dada. 

13. Ax) = -3.x 2 + 16* + 12 

14. fix) = x 3 - x 2 

16. fix) =x+ 4Vx 

17. Area Exprese el area de la region sombreadade la FIGURA 
5.R.2 como una funcion de h. 


y a 



FIGURA 5.R.2 Circulo para el problema 17 


18. Arco parabolico Determine la funcion cuadratica que 
describe el arco parabolico que se ilustra en la FIGURA 
5.R.3. 



FIGURA 5.R.3 Arco para el 
problema 18 


19. Diametro de un cubo El diametro d de un cubo es la 
distancia entre vertices opuestos como se muestra en 
la FIGURA 5.R.4. Exprese el diametro d como funcion de la 
longitud s de un lado del cubo. [Pista: primero exprese 
la longitud y de la diagonal en terminos de s]. 



FIGURA 5.R.4 Cubo para el 
problema 19 


20. Cilindro inscrito Un cilindro circular de altura h esta 
inscrito en una esfera de radio 1 como se ilustra en la 
FIGURA 5.R.5. Exprese el volumen del cilindro como una 
funcion de h. 



FIGURA 5.R.5 Cilindro 
inscrito para el problema 20 


21. Distancia de home Un diamante de beisbol es un cua- 
drado de 90 pies de lado (FIGURA 5.R.6). Cuando un jugador 
batea un cuadrangular, recorre las bases a una velocidad 
de 6 pies/s. 


Ejercicios de repaso 
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FIGURA5.R.6 Jugadorde 
beisbol para el problema 21 


a) Cuando el jugador corre de la base de home a la pri- 
mera base, exprese la distancia desde el home como 
funcion del tiempo t, donde 1 = 0 corresponde al tiem- 
po en que el jugador salio de home, o sea, 0 < 1 < 15. 

b ) Cuando el jugador corre entre el home y la primera 
base, exprese la distancia de la segunda base como una 
funcion del tiempo t, donde 0 < r < 15. 

22. Area de nuevo Considere los cuatro cfrculos que se ilus- 
tran en la FIGURA 5.R.7. Exprese el area de la region som- 
breada entre ellos como funcion de h. 



FIGURA 5.R.7 Circulos para 
el problema 22 


23. Y mas area La pista de atletismo que se ilustra como la 
curva negra en la FIGURA 5.R.8 constara de dos partes rectas 
paralelas y dos partes semicirculares congruentes. La lon- 
gitud de la pista sera de 2 km. Exprese el area del terreno 
rectangular (el rectangulo verde oscuro) rodeado por la 
pista de atletismo como funcion del radio de un extremo 
semicircular. 



FIGURA 5.R.8 Pista de 
atletismo para el problema 23 


24. Costo de construccion Se construira un oleoducto que 
saldra de una refinerfa, cruzara un pantano y llegara a los 
tanques de almacenamiento (FIGURA 5.R.9). El costo de 
construccion es de $25 000 por milla en el pantano y 
$20 000 por milla en tierra firme. Exprese el costo del 
oleoducto que se ilustra en la figura como funcion de x. 


Tanques de almacenamiento 



para el problema 24 
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CAPITUL0 5 Funcionesy graficas 


FUNCIONES 


POLINOMIALES Y RACIONALES 


6 



| | En este capftulo 

6.1 Funciones polinomiales 

6.2 Division de funciones polinomiales 

6.3 Raices y factores de funciones polinomiales 

6.4 Raices reales de funciones polinomiales 

6.5 Aproximacion de los ceros reales 

6.6 Fracciones racionales 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Este problema desconcerto a los matematicos por siglos: 
para una funcion polinomial general f(x) = a n x n + + ••• + + a 0 

de grado n, obtenga una formula, o un procedimiento, que exprese los ceros 
de/en terminos de sus coeficientes. Como vimos en el capftulo 5, en el caso 
de una funcion polinomial de segundo grado (n = 2), o cuadratica, los ceros 
de/se expresan en terminos de los coeficientes por medio de la formula cua- 
dratica. Los problemas relacionados con polinomios de tercer grado (n = 3) 
se resol vieron en el siglo xvi gracias al trabajo precursor del matematico ita- 
liano Niccolo Fontana (1499-1557). 

Alrededor de 1 540, otro matematico italiano, Lodovico Ferrari ( 1 522- 1565) 
descubrio una formula algebraica para determinar los ceros de las funciones 
polinomiales de cuarto grado (n = 4). Sin embargo, en los siguientes 284 anos 
nadie logro descubrir ninguna formula para obtener los ceros de los polinomios 
generales de grados n > 5. ; Y con justificada razon! En 1824 el matematico 
noruego Niels Henrik Abel (1820-1829) demostro que era imposible encon- 
trar dichas formulas para los ceros de todos los polinomios generales de gra- 
dos n > 5 en ter mi nos de sus coeficientes. Con el transcurso de los anos se 
supuso, pero jamas se probo, que una funcion polinomial /de grado n tenia 
cuando mucho n ceros. Fue un logro verdaderamente extraordinario cuando 
el matematico aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855) probo en 1799 que 
toda funcion polinomial/de grado n tiene exactamente n ceros. Como veremos 
en este capftulo, esos ceros pueden ser numeros reales o complejos. 


La curva formada 
por los cables que 
sostienen la via 
de un puente 
colgante se 
describe mediante 
una funcion 
polinomial. 


I I 6.1 Funciones polinomiales 

■ Introduction En el capftulo 4 graficamos diversas funciones como y = 3,y = 2x — ly 
y = 5x 2 — 2x + 4 y y = x 3 . Esas funciones, en las que la variable x esta elevada a una poten- 
cia entera no negativa, son ejemplos de un tipo mas general de funcion, llamado funcion 
polinomial. En esta seccion, nuestra meta es presentar algunas reglas generates para graficar 
esas funciones. Primero, presentaremos la definition formal de una funcion polinomial. 


Definition 6.1.1 Funcion polinomial 

Una funcion polinomial y = f(x) es una funcion que tiene la forma 

fix ) = a n x n + a n -ix n ~ l + • • • + a 2 x 2 + aix + a 0 (1) 

donde los coeficientes a n , a n _ 1; . . . a 2 , a x y a 0 son constantes reales y n es un entero no 
negativo. 


El dominio de toda funcion polinomial / es el conjunto de todos los numeros reales 
(- 00 , 00 ). 

Las siguientes funciones no son polinomiales: 

y = 5x 2 — 3x _1 y y = 2x l/2 — 4. 


La funcion 


potencias enteras no negativas 

i * * - i. *■ j, 

y = 8x 5 — \x 4 - 10x 3 + lx 2 + 6x + 4 

es polinomial, y en ella se interpreta que el numero 4 es el coeficiente de x°. Como 0 es un 
entero no negativo, una funcion constante como y = 3 es un polinomio, porque es lo mismo 
que y = 3x°. 

■ Terminologia Las funciones polinomiales se clasifican por su grado. La mayor potencia 
de x de un polinomio se llama grado. Entonces, si a n + 0, se dice que/(x) en la ecuacion (1) 
tiene el grado n-esimo. El numero a n en (1) se llama coeficiente principal y a 0 se llama 
termino constante de la funcion polinomial. Por ejemplo, 

grado ^ 

f(x) = 3x 5 — 4x 3 — 3x + 8, 
t t 

coeficiente principal termino constante 

es un polinomio de grado 5. Ya hemos estudiado polinomios especiales en la section 5.3. Las 
funciones polinomiales de grados n = 0,n = l,n = 2yn = 3 son, respectivamente, 




m 

= a 0 , 

funcion constante 



m 

= a,x + a 0 . 

funcion lineal 

En la seccion 5.3 estudiamos las 


fix) 

= a-p? + ape + a 0 . 

funcion cuadratica 

funciones lineal y cuadratica. 


fix) 

= ape 3 + ap? + ape + a 0 , 

funcion cubica. 


A su vez, los polinomios de grados n = 4y« = 5se llaman, respectivamente, funciones de 
cuarto y de quinto orden. La funcion constante f(x) = 0 se llama polinomio nulo. 
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■ Graficas Recordemos que la grafica de una funcion constante f(x) = a 0 es una recta 
horizontal; la grafica de una funcion lineal f(x) = a\X + a 0 , con ci\ ^ 0 es una recta con 
pendiente m = a u y la grafica de una funcion cuadratica f(x) = a 2 x 2 + a.\X + a 0 , con a 2 ^ 

0 es una parabola (section 5.3). Esas declarations descriptivas no existen para graficas de 
funciones polinomiales de grado mayor. (j Cual es la forma de la grafica de una funcion poli- 
nomial de quinto grado? Sucede que la grafica de una funcion polinomial de grado n > 3 
puede tener varias formas. En general, para graficar una funcion polinomial/de grado « > 3 se 
necesita el calculo, o bien usar una herramienta graficadora. Sin embargo, veremos en la 
description siguiente que al determinar 

• desplazamiento, 

• comportamiento en los extremos, 

• simetrfa, 

• intersecciones con los ejes 

• comportamiento local 

de la funcion, en algunos casos se puede bosquejar rapidamente una grafica razonable de una 
funcion polinomial de mayor grado, y al mismo tiempo reducir al mfnimo el graficado de 
puntos. Antes de explicar cada uno de estos conceptos regresaremos a la notion de la funcion 
potencia que presentamos primero en la seccion 5.2. 

■ Funcion potencia Un caso especial de la funcion potencia es la funcion polinomial de ^ n la section 2.6 se presenta la 

un solo termino o monomial, 

f(x) = x", n entero positivo. (2) 

Las graficas de (2) de grados n= 1, 2, 3, 4, 5 y 6 se muestran en la FIGURA 6.1.1. Lo interesante 
acerca de (2) es que todas las graficas con n impar son basicamente iguales. Las caracterfs- 
ticas notables son que las graficas son simetricas respecto al origen, y se aplanan cada vez 
mas cerca del origen a medida que aumenta el grado n [figuras 6. 1. la) a 6. 1 . lc)]. Una obser- 
vation parecida es valida en el caso de las graficas de (2), de n par, excepto, naturalmente, 
que las graficas son simetricas respecto al eje y [figuras 6.3.1 d) a 6.1.1/)]. 


r A 






d)n = 2,f(x)=x2 e)n = 4,m=x* f)n = 6J(x)=x<> 

FIGURA 6.1.1 Breve catalogo de la funcion potencia f{x) = x", n = 1 , 2, . . . , 6 
V V 


6.1 Funciones polinomiales 
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■ Graficas desplazadas Recuerde, de la seccion 5.2, que para c > 0, las graficas de las 
funciones polinomiales de la forma 


y. 



y = -(jc + 2) 3 -1 


FIGURA 6.1 .2 Grafica reflejada y 
desplazada del ejemplo 1 



FIGURA 6.1.3 Grafica misterio #1 



FIGURA 6.1.4 Grafica 
misterio #2 
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y 

y = a(x + c) n , y = a(x — c) n 

se pueden obtener con desplazamientos verticales y horizontales de la grafica de y = ax". 
Tambien, si el coeficiente principal a es positivo, la grafica dey = ax" es un estiramiento ver- 
tical de la grafica del polinomio basico de un solo termino/(x) = x n , o bien una compresion 
vertical de ella. Cuando a es negativo, tambien se produce una reflexion en el eje x. 


H3E35EXI Graficas de funciones polinomiales desplazadas 

La grafica de y = — (x + 2) 3 — 1 es la de/(x) = x 3 reflejada en el eje x, desplazada 2 uni- 
dades hacia la izquierda y despues desplazada verticalmente 1 unidad hacia abajo. Primero 
repase la figura 6.1.1 fe), y despues vease la FIGURA 6.1.2. = 

■ Comportamiento en los extremos Es importante conocer la forma de una funcion poli- 
nomial con un solo termino,/(x) = x", por otra razon. Primero, examine las graficas genera- 
das por computadora de las FIGURAS 6.1.3 y 6.1.4. Aunque la primera se parece a las graficas 
de las figuras 6. Life) y 6.1.1c) y la segunda se asemeja a las de la figura 6. l.ld) a f), las 
funciones que se grafican en estas dos figuras no son alguna funcion potencia/(x) = x" impa- 
res, ni/(x) = x" pares. Por ahora no indicaremos que funciones especfficas son, pero baste 
decir que ambas fueron graficadas en el intervalo [— 1 000, 1 000], De lo que se trata es que 
la funcion cuya grafica aparece en la figura 6.1.3 podrfa ser casi cualquier funcion poli- 
nomial 


/(x) = a n x" | + a n -iX " 1 + • ■ ■ + cqx + a 0 | (3) 

con a n > 0, de grado n impar, n = 3, 5, . . . cuando se grafica en [— 1 000, 1 000]. De igual 
modo, la grafica de la figura 6.1.4 podrfa ser la de cualquier funcion polinomial (1) con a n > 0, 
de grado n par, n = 2, 4, . . . cuando se grafica en un intervalo grande en torno al origen. 
Como indica el siguiente teorema, los terminos encerrados en el rectangulo de color, en (3), 
son irrelevantes cuando se considera globalmente una grafica de una funcion polinomial, esto 
es, cuando | x | es grande. La forma en que se comporta una funcion polinomial /cuando | x | 
es muy grande se llama comportamiento en los extremos 

para indicar que los valores de Ixl son muy grandes, o infinitos, en las direcciones negativa y 
positiva, respectivamente, en la recta numerica. 


Teorema 6.1.1 

Comportamiento en los extremos 

Cuando x— " 

» y x — > oo, la grafica de una funcion polinomial 
/(x) = a n x" + a^x" -1 + F a 2 x 2 + a^x + a 0 , 

se asemeja a la grafica de y = a„x n . 


Para saber por que la grafica de una funcion polinomial como/(x) = — 2x 3 + 4X 2 + 5 se 
parece a la grafica del polinomio y = — 2x 3 , de un solo termino, cuando | x | es grande, se 
factoriza la mayor potencia de x, esto es, x 3 : 
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los dos terminos se vuelven 
despreciables cuando \x\ es grande 

l I 



( 4 ) 


Si se deja que | x | crezca sin limite, esto es x — >— 00 o x — » 00 tanto 4/x como 5/x 3 se pueden 
hacer tan cercanos a 0 como se quiera. Asf, cuando | x | es grande, los valores de la funcion/ 
en (4) se aproximan mucho a los valores de y — — 2x 3 . 

Solo puede haber cuatro tipos de comportamiento en los extremos de una funcion poli- 
nomial/. Aunque dos de esos comportamientos ya se ilustraron en las figuras 6.1.3 y 6.1.4, 
los incluimos de nuevo en el resumen grafico de la figura 6.1.5. Para interpretar las flechas 
de la FIGURA 6.1.5, examine la figura 6.1.5a). La posicion y la direction de la flecha izquierda 
(la flecha izquierda apunta hacia abajo) indican que cuando x —> — °°, los valores de/(x) son 
negativos y de gran magnitud. Dicho de otra manera, la grafica se dirige hacia abajo cuando 
x — > —°°. De igual modo, la posicion y la direction de la flecha derecha (la flecha derecha 
apunta hacia arriba) indican que la grafica se dirige hacia arriba cuando x — > 


it entero 
positivo impar 


Resumen 
grafico del 
comportamiento 
en los extremos 
de funciones 
polinomiales 


n entero 
positivo par 


\1 / 


b)a n < 0 

n 


c)a n > 0 d)a n < 0 

FIGURA 6.1.5 El comportamiento en los extremos de un polinomio/ 
depende de su grado n y del signo de su primer coeficiente, a n 


■ Comportamiento local Los huecos entre las flechas de la figura 6.1.5 corresponden a 
cierto intervalo en tomo al origen. En esos huecos, la grafica de / tiene comportamiento 
local, en otras palabras, muestra las caracterfsticas de una funcion polinomial de determi- 
nado grado. Este comportamiento local incluye las intersecciones con los ejes coordenados 
de la grafica, el comportamiento de la grafica en las intersecciones con el eje x, los puntos 
crfticos de la grafica y la simetrfa observable de ella (si es que la tiene). En una funcion 
polinomial/un punto critico es un punto (c,/(c)) en el que/cambia de direction; esto es, la 
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funcion/cambia de creciente a decreciente, o viceversa. La grafica de una funcion polinomial 
de grado n puede tener hasta n — 1 puntos crfticos. En calculo, un punto crftico se llama 
extremo relativo o extremo local. Un extremo local puede ser un maximo o un mmimo. Si 
(c,/(c)) es un punto crftico o un extremo local, entonces, en una cercanfa de x = c, la funcion 
/(c) tiene el valor maximo (maximo local) o mmimo (mmimo local). En un maximo local 
(c,/(c)), la grafica de un polinomio/debe cambiar de creciente inmediatamente a la izquierda 
de x = c, a decreciente inmediatamente a la derecha de x = c, mientras que en un mmimo 
local (c,/(c)) la funcion/cambia de decreciente a creciente. Estos conceptos se ilustraran en 
el ejemplo 2. 

■ Simetria Es facil indicar, por inspection, las funciones polinomiales cuyas graficas tienen 
simetrfa con respecto al eje y o al origen. Las palabras par e impar en las funciones tienen 
un significado especial para las funciones polinomiales. Recuerde que una funcion par es 
aquella en la cual/(— x) = fix), y que una funcion impar es una en la que/(— x) = —fix). Estas 
dos condiciones son validas para las funciones polinomiales en las que todas las potencias 
de x son enteros pares y enteros impares, respectivamente. Por ejemplo. 


fix) = 5x 4 - lx 2 fix) = 10x 5 + 7x 3 + Ax fix) = -3x 7 + 2x 4 + x 3 + 2 


Una funcion como/(x) = 3x 6 — x 4 + 6 es par, porque las potencias obvias son enteros pares; 
el termino constante 6 es, en realidad, 6x°, y 0 es entero par no negativo. 



a) Rafz simple 



b) Rafz de multiplicidad 
impar m = 3, 5,... 



(c,0) 

c) Rafz de multiplicidad 
par m = 2, A,... 

FIGURA 6.1.6 Intersecciones de una 
funcion polinomial /(x) con el eje x 
con un coeficiente principal positivo 


■ Intersecciones La grafica de toda funcion polinomial /cruza el eje y, porque x = 0 esta 
en el dominio de la funcion. El punto de cruce con el eje y es (0,/(0)). Recuerde que un 
numero c es una rafz de una funcion /si /(c) = 0. En esta description supondremos que 
c es una rafz real. Si x — c es un factor de una funcion polinomial f es decir, si /(x) = 
(x — cjcfx), donde qfx) es otro polinomio, entonces es claro que /(c) = 0 y que el punto corres- 
pondiente de la grafica es (c, 0). Entonces, las rafces reales de una funcion polinomial son 
las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de su grafica con el eje x. Si (x — cf 1 
es un factor de/, donde m > 1 es un entero positivo, y si (x — c) m + 1 no es un factor de/, 
se dice entonces que es una rafz repetida, o con mayor propiedad, una rafz de multipli- 
cidad m. Por ejemplo, fix) = x 2 — lOx + 25 equivale a/(x) = (x — 5) 2 . Por consiguiente, 
5 es una rafz repetida, o una rafz de multiplicidad 2. Cuando m = 1, c es una rafz simple. 
Por ejemplo, -) y j son rafces simples de/(x) = 6x 2 — x — 1, porque /se puede expre- 
sar como fix) = 6 (x + §)(x — ^). El comportamiento de la grafica de/en un cruce con 
el eje x (c, 0), depende de que c sea una rafz simple o una rafz de multiplicidad m > 1, donde 
m es un entero par o impar. 

• Si c es una rafz simple, la grafica de/atraviesa directamente el eje x en (c, 0). Vease 

la FIGURA 6.1.6a). 

• Si c es una rafz de multiplicidad impar m = 3, 5, . . . , la grafica de/atraviesa el eje x, 
pero esta aplanada en (c, 0). Vease la figura 6.1.6 b). 

• Si c es una rafz de multiplicidad par wt = 2, 4, ..... la grafica de/es tangente al eje 
x, o lo toca, en (c, 0). Vease la figura 6.1.6c). 

En el caso en que c sea una rafz simple, o una rafz de multiplicidad impar, m = 3, 5, . . . 
fix) cambia de signo en (c, 0), mientras que si c es una rafz de multiplicidad par, m = 2, 4, 
. . . ,/(x) no cambia de signo de (c, 0). Observe que, dependiendo del signo del primer coefi- 
ciente de la funcion polinomial, las graficas de la figura 6.1.6 se podrfan reflejar en el eje x. 
Por ejemplo, en una rafz de multiplicidad par la grafica de/podrfa ser tangente al eje x, 
desde abajo de ese eje. 
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M3EEEE0 Grafica de una funcion polinomial 

Graficar fix) = x 3 — 9x. 

Solucion Veamos algo que se debe entender para bosquejar la grafica de/: 
Comportamiento en los extremos : Si no se tienen en cuenta todos los terminos, salvo el 
primero, se ve que la grafica de/se parece a la de y = x 3 para | x | grande. Esto es, la gra- 
fica baja hacia la izquierda cuando x — > — °°, y sube hacia la derecha cuando x — > °°, como 
se ve en la figura 6.1.5a). 

Simetria: Como todas las potencias son enteros impares,/es una funcion impar. La gra- 
fica de/es simetrica respecto al origen. 

Intersecciones : /(0) = 0, y entonces el cruce con el eje y es (0, 0). Al igualar fix) = 0 se 
ve que se debe resolver x 3 — 9x = 0. Esto se factoriza 


ir 

x(x 2 - 9) = 0 o sea x(x — 3)(x + 3) = 0 

se ve que las races de/son x = 0 y x = ±3. Los cruces con el eje x estan en (0, 0), (—3, 0) 
y(3,0). 

Grafica: De izquierda a derecha, la grafica sube (/es creciente) desde el tercer cuadrante 
y pasa por (—3, 0), porque — 3 es una rafz simple. Aunque la grafica sube al pasar por esta 
interseccion, debe regresar hacia abajo (/decreciente) en algun punto del segundo cua- 
drante, para poder atravesar (0, 0). Como la grafica es simetrica con respecto al origen, su 
comportamiento es exactamente el contrario en los cuadrantes primero y cuarto. Vease 
la FIGURA 6.1.7. = 

En el ejemplo 2, la grafica de/tiene dos puntos crfticos. En el intervalo [—3, 0] hay un 
maximo local, y en el intervalo [0, 3] hay un mfnimo local. No tratamos de localizar con 
precision esos puntos; eso es algo que, en general, necesitarfa las tecnicas del calculo. Lo 
mejor que podemos hacer con las matematicas de precalculo, para refinar la grafica, es recu- 
rrir a graficar puntos adicionales en los intervalos de interes. Por cierto,/(x) = x 3 — 9x es la 
funcion del intervalo [—1 000, 1 000] cuya grafica se ve en la figura 6.1.3. 


Grafica de una funcion polinomial 

Graficar fix) = (1 — x)(x + l) 2 . 

Solucion Se hace la multiplication y resulta/(x) = — x 3 — x 2 + x + 1 . 

Comportamiento en los extremos: Vemos, en el renglon anterior, que la grafica de / se 
parece a la grafica de y = — x 3 para | x | grande, justo lo contrario del comportamiento en 
los extremos de la funcion del ejemplo 2. Vease la figura 6.1.5 b). 

Simetria: Como se ve de fix) = — x 3 — x 2 + x + 1, hay potencias pares e impares de x. 
Por consiguiente,/ni es par ni impar; su grafica no posee simetria respecto al eje y o al 
origen. 

Intersecciones: /(0) = 1, y entonces la interseccion con el eje y esta en (0, 1). En la forma 
factorizada de/'(x) del enunciado se ve que las intersecciones con el eje x estan en ( — 1, 0) 
y en (1, 0). 

Grafica : De izquierda a derecha, la grafica baj a (/decreciente) desde el segundo cuadrante 
y luego, como — 1 es una rafz de multiplicidad 2, la grafica es tangente al eje x en (— 1 , 0). 
Entonces la grafica sube (/es creciente) conforme pasa a traves de la interseccion con el 
eje y (0, 1). En algun punto del intervalo [—1, 1], la grafica se va hacia abajo (/decreciente) 
y, como 1 es una rafz simple, atraviesa el eje x en (1, 0), dirigiendose hacia abajo, en el 
cuarto cuadrante. Vease la FIGURA 6.1.8. = 



FIGURA 6.1.7 Grafica de la 
funcion del ejemplo 2 



FIGURA 6.1.8 Grafica de la 
funcion del ejemplo 3 
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y = x 4 -4x 2 + 4 



(-V2, 0) (V2, 0) 

FIGURA 6.1.9 Graficadela 
funcion del ejemplo 4 



FIGURA 6.1.10 Graficadela 
funcion del ejemplo 5 
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En el ejemplo 3 de nuevo hay dos puntos crfticos. Debe quedar en claro que el punto 
(— 1, 0) es un punto crftico (/cambia de decreciente a creciente en este punto) y es un mfnimo 
local de/. Tambien hay un punto crftico (/cambia de creciente a decreciente en ese punto) 
en el intervalo [—1, 1] y el valor de la funcion en este punto es un maximo relativo de/. 

H3E35EZ1 Raices de multiplicidad dos 

Graficar/(x) = x 4 — 4x 2 + 4. 

Solucion Antes de seguir, observese que el lado derecho de/es un cuadrado perfecto. 
Esto es, /(x) = ( x 2 - 2) 2 . Comor 2 — 2 = {x — V2)(x + V2), de acuerdo con las 
leyes de los exponentes se puede escribir 

fix) =(x- V2)\x + V2) 2 . (5) 

Comportamiento en los extremos: A1 inspeccionar/(x) se ve que su grafica se parece a la 
de y = x 4 ante | x | grandes. Esto es, la grafica sube hacia la izquierda cuando x — » — 00 y 
sube hacia la derecha cuando x — > °°, como se ve en la figura 6.1.5c). 

Simetria : Como/(x) solo contiene potencias pares de x, es una funcion par, y entonces su 
grafica es simetrica con respecto al eje y. 

Intersecciones: /( 0) = 4, por lo que la interseccion con el eje y esta en (0, 4). Por inspec- 
cion de (5) se ve que las intersecciones con el eje x estan en ( — V2, 0) y ( V2, 0). 
Grafica-. De izquierda a derecha, la grafica baja desde el segundo cuadrante y enton- 
ces, como — V2 es una rafz de multiplicidad 2, la grafica toca al eje x en (— V2, 0). 
Despues, la grafica sube desde aquf hasta la interseccion con el eje y en (0, 4). Despues, se 
aplica la simetria respecto al eje y para completar la grafica en el primer cuadrante. Vease 
la FIGURA 6.1.9. = 

En el ejemplo 4, la grafica de/tiene tres puntos crfticos. De acuerdo con la multiplicidad 
par de la rafz, y de la simetria respecto al eje y, se puede deducir que las intersecciones con 
el eje x en (- V2, 0) y ( V2, 0) son puntos crfticos, y /(-V 2) = 0 y /(V2) = 0 son 
mfnimos locales, y que la interseccion con el eje y en (0, 4) es un punto crftico y/(0) = 4 es 
un maximo local. 

LOESSES Raiz de multiplicidad tres 

Graficar/(x) = — (x + 4) (x — 2) 3 . 

Solucion 

Comportamiento en los extremos: Por inspeccion de/se ve que su grafica se parece a la 
grafica de y = — x 4 para grandes valores de | x |. Este comportamiento de/en la frontera 
se ve en la figura 6.1.5<s?). 

Simetria: La funcion/no es par ni impar. Se demuestra, en forma directa, que/(— x) A fix), 
y que/(— x) A -fix). 

Intersecciones: fi 0) = (—4) (— 2) 3 = 32, asf que el cruce con el eje y esta en (0, 32). Se ve, 
en la forma factorizada de/(x), que los cruces con el eje x estan en (— 4, 0) y (2, 0). 
Grafica: De izquierda a derecha, la grafica sube desde el tercer cuadrante y entonces, como 
—4 es una rafz simple, atraviesa directamente el ejex en (— 4, 0). En algun lugar del intervalo 
[—4, 0], la funcion/debe cambiar de creciente a decreciente, para que su grafica pase por 
la interseccion con el eje y en (0, 32). Despues de que pasa por ese punto, la grafica de esta 
funcion continua decreciendo, pero como 2 es una rafz de orden tres, la grafica se aplana 
al pasar por (2, 0), y va hacia abajo en el cuarto cuadrante. Vease la FIGURA 6.1 .10. = 

Note que, en el ejemplo 5, como/es de grado 4, su grafica podrfa tener hasta tres puntos 
crfticos. Pero como se ve en la figura 6.1.10, esa grafica solo posee un punto crftico, y ese 
punto es un maximo local de/. 
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LESSEES Rafces de multiplicidad dosytres 

Graficar f(x) = (x - 3) (x - l) 2 (x + 2) 2 . 

Solucion La funcion/es de grado 6, por lo que su comportamiento en los extremos se 
parece a la grafica de y = x 6 para | x | grande. Vease la figura 6.1.5c). Tambien, la funcion 
/ ni es par ni es impar; su grafica no tiene simetrfa respecto al eje y ni al origen. La inter- 
seccion con el eje y esta en (0,/(0)) = (0, —24). De acuerdo con los factores de/se ve que 
las intersecciones con el eje x de la grafica estan en (—2, 0), (1, 0) y (3, 0). Como —2 es 
una rafz de multiplicidad 3, la grafica de/se aplana al pasar por (—2, 0). Debido a que 1 
es una rafz de multiplicidad 2, la grafica de/es tangente al eje x en (1, 0). Como 3 es una 
rafz simple, la grafica de/atraviesa directamente al eje x en (3, 0). Agrupando todas estas 
propiedades se obtiene la grafica de la FIGURA 6.1.11 . = 

En el ejemplo 6, en vista de que la funcion/es de grado 6, su grafica podrfa tener hasta 
cinco puntos crfticos. Pero como se ve en la figura 6.1.1 1, solo hay tres puntos crfticos. Dos 
de ellos son imnimos locales, y el restante, que es (1, 0), el valor de la funcion /(l) = 0 es un 
maximo local. 


y. 




(1,0) 



/*\(3,0) 



(0, -24A 1 


y = (x - 3)(x - 




FIGURA 6.1.11 Grafica de la 
funcion del ejemplo 6 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-16. 


En los problemas 1 a 8 proceda como en el ejemplo 1 y use 
las transformaciones para bosquejar la grafica de la funcion 
polinomial indicada. 

1. y = x 3 — 3 

2. y = -(x + 2) 3 

3. y = (x — 2) 3 + 2 

4. y = 3 - (x + 2) 3 

5. y = (x - 5) 4 

6. y = x 4 - 1 

7. y = 1 - (x - l) 4 

8. y = 4 + (x + l) 4 

En los problemas 9 a 12 determine si la funcion polinomial 
indicada/es par, impar o ni par ni impar. No haga la grafica. 

9. /(x) = — 2x 3 + 4x 

10. /(x) = x 6 - 5x 2 + 7 

11. /(x) = x 5 + 4x 3 + 9x + 1 



FIGURA 6.1.12 Grafica del 
problema 13 



FIGURA 6.1.13 Grafica del 
problema 14 


12. f(x) = Ax + 2)(x - 2) 

En los problemas 13 a 18 indique a que funcion polinomial de 

a ) a/) corresponde cada grafica. 

a) f(x) = x 2 (x - l) 2 

b) fix) = -Ax- 1) 

c) fix) = Ax- l) 3 

d) fix) = -x(x - l) 3 

e) fix) = -x 2 (x - 1) 

/) fix) = x 3 (x - l) 2 



FIGURA 6.1.14 Grafica del 
problema 15 
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FIGURA 6.1.15 Grafica del 
problema 16 



del problema 17 



problema 18 

En los problemas 19 a 40 proceda como en el ejemplo 2 y 
trace la grafica de la funcion polinomial/indicada. 

19. fix) = x 3 - 4x 

20. f(x) =9x - x 3 

21. f(x) = -x 3 + x 2 + 6x 

22. /( x) = x 3 + lx 2 + 12x 

23. f(x ) = (x+ l)(x - 2)(x - 4) 

24. f(x) = (2 - x)ix + 2)ix + 1) 

25. fix) = x 4 - 4x 3 + 3x 2 

26. fix) = x 2 ix - 2) 2 

27. fix) = ix 2 - x)ix 2 -5x + 6) 

28. fix) = x 2 ix 2 + 3x + 2) 

29. fix) = ix 2 - l)(x 2 + 9) 

30. fix) = x 4 + 5x 2 - 6 

31. fix) = -x 4 + 2x 2 - 1 

32. fix) = x 4 -6x 2 + 9 


33. fix) = x 4 + 3x 3 

34. fix) = xix - 2) 3 

35. fix) = x 5 - 4x 3 

36. f(x) = ix- 2) 5 -ix- 2) 3 

37. fix) = 3xix + l) 2 (x - l) 2 

38. fix) = ix+ l) 2 ix - l) 3 

39. fix) = ~kx 2 ix + 2) 3 (x - 2) 2 

40. fix) = xix + l) 2 ix - 2)ix - 3) 

41. La grafica de/(x) = x 3 — 3x se ve en la FIGURA 6.1.18. 

a) Use la figura para obtener la grafica de g(x) = fix) 
+ 2. 

b) Usando solo la grafica que obtuvo en el inciso a), es- 
criba la ecuacion, en forma factorizada, de g(x). 
Entonces compruebe, multiplicando los factores, 
que su ecuacion de g(x) es igual que/(x) + 2 = x 3 — 
3x + 2. 



FIGURA 6.1.18 Grafica del problema 41 


42. Deduzca una funcion polinomial/del menor grado posible, 
cuya grafica sea consistente con la de la FIGURA 6.1.19. 



problema 42 


43. Calcule el valor de k tal que (2, 0) sea un cruce de la gra- 
fica con el eje de las x. La funcion es/(x) = Ax 5 — x 2 + 5x 
+ 8 . 

44. Calcule los valores de k\ y k 2 tales que las intersecciones 
con el eje x de la grafica de/(x) = k\x 4 — k 2 x 3 + x — 4 
estenen(— 1, 0)y (1, 0). 
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45. Calcule el valor de k tal que el cruce con el eje y de la 
grafica de/(x) = x 3 - 2x 2 + 14x — 3k este en (0, 10). 

46. Se tiene la funcion polinomial f(x) = (x — 2) n + \x + 5), 
donde n es un entero positivo. /Para que valores de n la 
grafica de/toca, pero no cruza, al eje x en (2, 0)? 

47. Se tiene la funcion polinomial /(x) = (x — 1)" + 2 (x + 1), 
donde n es un entero positivo. /Para que valores de n la 
grafica de/cruza al eje x en (1, 0)? 

48. Se tiene la funcion polinomial/(x) = (x — 5) 2m (x + 1) 2 "~\ 
donde my n son enteros positivos. 

a) ^Para que valores de m la grafica de/cruza al eje x en 
(5,0)? 

b ) ^Para que valores de n la grafica de/cruza al eje x en 

(- 1 , 0 )? 

= Aplicaciones diversas 

49. Construction de una caja Se puede hacer una caja abierta 
con una pieza rectangular de carton, quitando un cuadrado 
de longitud x de cada esquina, y doblando los lados hacia 
arriba. Vea la FIGURA 6.1.20. Si el carton mide 30 cm por 
40 cm, demuestre que el volumen de la caja resultante se 
determina mediante 

V(x) = x(30 - 2x)(40 - 2x). 

Trace la grafica de V{x] de x > 0. ^Cual es el dominio de 
la funcion V? 


FIGURA 6.1.20 Caja del problema 49 


50. Otra caja Para conservar su forma, la caja del problema 
49 necesita cinta adhesiva, o algun sujetador para las esqui- 


nas. Una caja abierta que se mantiene firme puede hacerse 
sacando un cuadrado de longitud x de cada esquina de una 
pieza rectangular de carton, cortando la lfnea llena y 
doblando en las lfneas interrumpidas, que se ven en la 
FIGURA 6.1.21. Deduzca una funcion polinomial V(x) que 
exprese el volumen de la caja resultante, si el carton ori- 
ginal mide 30 cm por 40 cm. Trace la grafica de V(x) de 
x> 0. 



FIGURA 6.1.21 Caja del problema 50 


= Para la discusion 

51 . Examine la figura 6. 1 .5 . A continuation, explique si pue- 
den existir funciones polinomiales cubicas que no tengan 
rafces reales. 

52. Suponga que una funcion polinomial / tiene tres rafces, 
— 3, 2 y 4, y que el comportamiento en los extremos de su 
grafica baja hacia la izquierda cuando x — > -°°, y baja hacia 
la derecha cuando x — > °°. Explique cuales serfan las ecua- 
ciones posibles de/. 

= Problemas para calculadora o computadora 

En los problemas 53 y 54, use una funcion graficadora para 

examinar la grafica de la funcion polinomial indicada en los 

intervalos que se indican. 

53. f(x) = -(x - 8)(x + 10) 2 ; [-15, 15], 

[- 100 , 100 ], [-1 000 , 1000 ] 

54. fix) = (x - 5) 2 (x + 5) 2 ; [-10,10], 

[- 100 , 100 ], [- 1000 , 1 000 ] 


j | 6.2 Division de funciones polinomiales 

■ Introduction En esta section veremos que el metodo para dividir dos funciones polino- 
micas /(x) y g(x) es muy similar a la division de enteros positivos. Ademas, la division de 
una funcion polinomica /(x) por un polinomio lineal g(x) = x — c es especialmente util, 
porque nos proporciona una forma de evaluar la funcion /en el numero c sin tener que cal- 
cular las potencias de c. 
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Comenzamos con un repaso de la terminologfa de fracciones. 


■ T erminologia Si p > 0 y .s' > 0 son enteros tales que p>s, entonces p/s se llama fraccion 
impropia. Si se divide p entre s se obtienen numeros unicos, q y r, que satisfacen 


donde 0 ££ r < s. El numero p se llama dividendo, s es el divisor, q es el cociente y r es el 
residuo. Por ejemplo, se tiene la fraccion impropia 4!r- A1 hacer la division aritmetica se 
obtiene 


45 <— cociente 

divisor 23 )l 052 dividendo 

92 se resta 

132 

115 

17. ^residuo 


( 2 ) 


El resultado de (2) se puede escribir en la forma 1 2 =45 + §|, donde % es una fraccion 
propia, porque el numerador es menor que el denominador; en otras palabras, la fraccion es 
menor que 1 . Si multiplicamos este resultado por el divisor 23, obtendremos la forma especial 
de escritura del dividendo p, ilustrada en la segunda ecuacion de (1): 

cociente residuo 

4 4 

1 052 = 23 • 45 + 17. (3) 

t 


■ Division de polinomios El metodo para dividir dos funciones polinomiales/(x) y g(x) se 
parece a la division de enteros positivos. Si el grado de un polinomio/fx) es mayor o igual 
que el grado del polinomio g(x), entonces f(x)/g{x) se llama tambien fraccion impropia. Un 
resultado analogo a (1) se llama algoritmo de division de polinomios. 


Teorema 6.2.1 Algoritmo de la division 


Sean fix) y g(x) # 0 polinomios, donde el grado de fix) es mayor o igual al grado de g(x). 
Entonces, existen polinomios unicos, q(x) y r(x) tales que 


/(*) 

Six) 


= qix : 


rjx) 

gix) 


O fix) = gix)qix) + rix). 


en donde r(x) tiene grado menor que el grado de g{x) 


El polinomio /(x) se llama dividendo, g(x) es el divisor, q(x) es el cociente y r(x) es el 
residuo. Como r(x) tiene grado menor que el de g(x), la expresion racional r(x)/g(x) se llama 

fraccion propia. 

Observe, en (4), que cuando r{x) = 0, entonces f(x) = g(x)q(x), por lo que el divisor g(x) 
es un factor de f(x). En este caso se dice que/(x) es divisible entre g(x) o, en terminologfa 
antigua, que g(x) divide exactamente a f(x). 
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Division de dos polinomios 

Usar la division para calcular el cociente de q(x) y el residuo r(x) cuando el polinomio 
f{x) = 3X 3 — x 2 — 2x + 6 entre el polinomio g(x) = x 2 + 1 . 

Solucion Por division, 


3x — 1 


divisor -> X 2 + l)3x 3 — X 2 ~ 2x + 6 
3x 3 + Ox 2 + 3x 

-X 2 - 5x + 6 
-X 2 + Ox - 1 
-5x + 7 


<— cociente 
<— dividendo 


<— residuo 


(5) 


El resultado de la division (5) se puede escribir como sigue: 

3x 3 - x 2 - 2x + 6 — 5x + 7 

— — = 3 *- 1 + ^rr- 

Por lo tanto, el cociente es 3x — 1 y el residuo es — 5x + 7. Si se multiplican ambos lados 
de la ultima ecuacion por el divisor x 2 + 1, se obtiene la segunda forma de (4): 

3x 3 — x 2 — 2x + 6 = (x 2 + l)(3x - 1) + (— 5x + 7). (6) = 


Si el divisor g(x) es un polinomio lineal x — c, entonces, de acuerdo con el algoritmo de 
division, el grado del residuo r es 0; esto es, r es una constante. Asf, (4) se transforma en 

/(x) = (x - c)q(x) + r. (7) 

Cuando se sustituye el numero x = c en (7), se descubre una forma altemativa de evaluar una 
funcion polinomial: 

/(c) = (c - c)q(c) +r = r. 

A1 resultado anterior se le llama teorema del residuo. 


Teorema 6.2.2 Teorema del residuo 

Si un polinomio f(x) se divide entre un polinomio lineal x = c, el residuo r es el valor de 
/(x) en x = c; esto es ,/(c) = r. 


■3E3QEH Calculo del residuo 

Aplicar el teorema del residuo para calcular r cuando fix) = Ax 3 — x 2 + 4 se divide entre 
x- 2. 

Solucion Segun el teorema del residuo, el residuo r es el valor de la funcion/ evaluada 
en x = 2. 

r = /( 2) = 4(2) 3 - (2) 2 + 4 = 32. (8) = 


El ejemplo 2, en donde se determina un residuo r calculando el valor de una funcion /(c), 
es mas interesante que importante. Lo que si es importante es el problema inverso: determi- 
nar el valor de la funcion /(c) calculando el residuo r por division de/ entre x — c. Los dos 
ejemplos que siguen ilustran este concepto. 
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^EnSHEiJ Evaluacion por division 

Aplicar el teorema del residuo para de term inar /(c) para/(x) = x 5 — 4x 3 + 2x — 10, cuando 
c = - 3. 

Solucion El valor /(— 3) es el residuo cuando /(x) = x 5 — 4.x 3 + 2x — 10 se divide entre 
x — (— 3) = x + 3. Para fines de la division, se deben tener en cuenta los terminos faltan- 
tes en x 4 y x 2 , escribiendo el dividendo como sigue: 

f(x) = x 5 + Ox 4 - 4x 3 + Ox 2 + 2x - 10. 


Entonces, 

x 4 - 3x 3 + 5x 2 - 15x + 47 

x + 3)x 5 + Ox 4 - 4x 3 + Ox 2 + 2x — 10 

•y 5 + 3X 4 

* 4x 3 + Ox 2 + 2x — 10 

— 3x 4 - 9x 3 

4- Ox 2 + 2x — 10 

5x 3 + 15X 2 

-HSx 2 + 2x — 10 

-15X 2 - 45x 

47x — 10 

47x + 141 

-151 

El residuo r en la division es el valor de/en x = — 3; esto es,/(— 3) = —151. 


0 ) 


■ Division sintetica Despues de resolver el ejemplo 3 es logico preguntar por que se que- 
rna calcular el valor de una funcion polinomial/por division. La respuesta es: no nos ocu- 
parfamos de hacerlo, si no existiera la division sintetica. La division sintetica es un metodo 
abreviado para dividir un polinomio /(x) entre un polinomio lineal x — c; no se requiere 
escribir las diversas potencias de la variable x, sino solo los coeficientes de esas potencias en 
el dividendo /(x) (que debe incluir todos los coeficientes 0). Tambien es una forma muy efi- 
ciente y rapida de evaluar/(c), porque en el proceso solo se utilizan las operaciones aritme- 
ticas de multiplicacion y suma. No intervienen elevaciones a potencia, como 2 3 ni 2 2 en la 
ecuacion (8). 

Por ejemplo, considere la division larga: 


4 x 2 — 3 x + 7 



( 10 ) 


Podemos hacer varias observaciones sobre (10): 

• Debajo del signo de division larga, cada columna contiene terminos del mismo 
grado. 

• Cada rectangulo contiene terminos identicos. 

• Los coeficientes del cociente y el residuo constante aparecen encerrados en 
crrculos. 

• Cada renglon marcado por (— ) se resta del renglon anterior. 
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Si suprimimos las variables y las repeticiones observadas en (10), tenemos 


-5 


(ID 

14 

Q) <— residuo 

Como indican las flechas en (11), esto se puede escribir de manera mas compacta asf: 


- 2 )® -11 

13 

- 5 



1 “ 8 

6 

-14 


(12) 

1 0> 

© 


residue 



Si bajamos el coeficiente principal 4 del dividendo, como indica la flecha roja en (12), los 
coeficientes del cociente y el residuo quedan en una sola fila. 

— 2 J4 —11 13 — 5 <- primera fila 

( — ) —8 6 —14 <- segunda fila (13) 

4 (^3) © [(§)= T <- tercera fila 

Ahora observe que cada numero de la segunda fila de (13) se puede obtener si se multiplica 
el numero en la tercera fila de la columna precedente por — 2, y que cada numero de la tercera 
fila se obtiene restando cada numero de la segunda fila del numero correspondiente en la 
primera fila. 

Por ultimo, para evitar la resta en (13), multiplicamos por +2 (el inverso aditivo de —2) 
y sumamos la segunda fila a la primera. Esto se ilustra a continuation: 

coeficientes del dividendo }{x) = 4x* — 1 lx 2 + 13* — 5 
divisor: X — 2 2] 4 — 11 13 — 5 primera fila 

( + ) 8 —6 14 <- segunda fila (14) 



coeficientes del cociente q(x) = 4j3 — 3x + 1 

El procedimiento de division sintetica para dividir/(x), un polinomio de grado n > 0, por 
x — c se resume como sigue: 


- 2 — > -2)® -11 13 - 

(-) =_§ t 

0 I 

(-) 6 


GUIA PARA LA DIVISION SINTETICA 


i) Escriba c seguido por los coeficientes de/(x). Asegurese de incluir los coefi- 
cientes que son 0 y el termino constante. 

ii) Baje el coeficiente principal de f(x) a la tercera fila. 

iii) Multiplique este numero por c y escriba el producto directamente debajo del 
segundo coeficiente de/(x). Luego sume los dos numeros de esta columna y 
escriba la suma debajo de ellos en la tercera fila. 

z'v) Multiplique esta suma por c y escriba el producto en la segunda fila de la 
siguiente columna. Luego sume los dos numeros de esta columna y escriba la 
suma debajo de ellos en la tercera fila. 

v) Repita el paso anterior tantas veces como sea posible. 

vi) El ultimo numero de la tercera fila es el residuo constante r; los numeros pre- 
cedentes de la tercera fila son los coeficientes de q(x), el polinomio cociente 
de grado n — 1 . 

V 
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^EEEHEZl Reconsideracion del ejemplo 3 

Use la division sintetica para dividir/(jc) = x 5 — 4x 3 + 2x — 10 cuando x + 3. 

Solucion La division sintetica de/porx + 3 = x — (—3) es 

— 3| 1 0 -4 0 2 -10 

-3 9 -15 45 -141 (15) 

1 -3 5 -15 47 [-151 = r 

El cociente es el polinomio de cuarto grado q(x) = x 4 — 3x 3 + 5x 2 — 15x + 47 y el resi- 
duo constante es r = —151. Ademas, el valor de/en —3 es el residuo/(— 3) = —151. = 


Uso de la division sintetica para evaluar una funcion 

Aplicar el teorema del residuo para determinar/(2), para 


Mediante la division sintetica se 
puede hallar/(2) sin calcular las 
potencias de 2: 2 6 , 2 5 , 2 4 , 2 3 y 2 2 . 


/(*) = ~3x 6 + 4x 5 + x 4 - 8x 3 — 6jc 2 + 9 

Solucion Usaremos division sintetica para determinar el residuo r en la division de/ 
entre x — 2. Comenzaremos escribiendo todos los coeficientes en f(x), incluido 0, el co- 
eficiente de x. En 


2| — 3 4 1 —8 —6 0 9 

-6 -4 -6 -28 -68 -136 

-3 -2 -3 -14 -34 -68 -127 = r 

ve que/(2) = -127. 


Uso de la division sintetica para evaluar una funcion 

Usar division sintetica para evaluar /(x) = x 3 — lx 2 + 13x — 15 en x = 5. 
Solucion Segun la division sintetica 


5] 


-7 13 

5 -10 

-2 3 


-15 


se ve que/(5) = 0. 


El resultado del ejemplo 5,f(5) = 0, muestra que 5 es una ralz de la funcion dada /. Es 
mas, hemos hallado tambien que/es divisible entre el polinomio lineal x — 5. Visto de otra 
forma, x — 5 es un factor de/. La division sintetica muestra que/(x) = x 3 — 7x 2 + 1 3x — 15 
equivale a 


f(x) = (x - 5)(x 2 -2x + 3). 

En la siguiente seccion investigaremos mas el uso del algoritmo de la division y del 
teorema del residuo, como ayuda para determinar ralces y factores de una funcion polino- 
mial. 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-16. 


En los problemas 1 a 10 use la division larga para determinar 
el cociente q(x) y el residuo r{x) cuando el polinomio/(x) se 
divide entre el polinomio indicado g(x). En cada caso, escriba 
la respuesta en la forma /(x) = g(x)q(x) + r(x). 

1. f(x) = 8x 2 + 4x - 7; g(x ) = x 2 

2. f(x) = x 2 + 2x - 3; g(x) = x 2 + 1 

3 - fix) = 5x 3 - lx 2 + 4x + 1; gix) = x 2 + x - 1 

4. /(x) = 14x 3 - 12x 2 + 6; gix) = x 2 - 1 

5. /(x) = 2x 3 + 4x 2 - 3x + 5; g(x) = (x + 2) 2 

6. f{x ) = x 3 + x 2 + x + 1; g{x) = (2x + l) 2 

7. fix) = 27x 3 + x - 2; g(x) = 3x 2 - x 

8 . /(x) = x 4 + 8; gix) = x 3 + 2x - 1 

9. fix) = 6x 5 + 4x 4 + x 3 ; g(x) = x 3 - 2 

10. /(x) = 5x 6 - x 5 + 10x 4 + 3x 2 - 2x + 4; 
gix) = x 2 + x - 1 

En los problemas 1 1 a 16 proceda como en el ejemplo 2 y 
aplique el teorema del residuo para determinar r cuando /(x) 
se divide entre el polinomio lineal indicado. 

11. fix) = 2x 2 - 4x + 6; x - 2 

12. fix) = 3x 2 + 7x - 1; x + 3 

13. fix) = x 3 - 4x 2 + 5x + 2; x - § 

14. fix) = 5x 3 + x 2 - 4x - 6; x + 1 

15. /(x) = x 4 - x 3 + 2x 2 + 3x - 5; x - 3 

16. f(x) = 2x 4 - lx 2 + x - 1; x + | 

En los problemas 17 a 22, proceda como en el ejemplo 3 y 
use el teorema del residuo para calcular/(c) con el valor indi- 
cado de c. 

17. fix) = 4x 2 - lOx + 6; c = 2 

18. f(x) = 6x 2 + 4x - 2; c = | 

19. f(x) = x 3 + 3x 2 + 6x + 6; c = -5 

20. f(x) = 15x 3 + 17x 2 - 30; c = ^ 

21. fix) = 3x 4 — 5x 2 + 20; c = \ 

22. fix) = 14x 4 - 60x 3 + 49x 2 - 21x + 19; c = 1 


En los problemas 23 a 32, use la division sintetica para calcu- 
lar el cociente q{x) y el residuo r(x) cuando se divide /(x) entre 
el polinomio lineal indicado. 

23. fix) = 2x 2 - x + 5; x - 2 

24. fix) = 4x 2 - 8x + 6; x - \ 

25. fix) = x 3 - x 2 + 2; x + 3 

26. fix) = 4x 3 - 3x 2 + 2x + 4; x - 7 

27. fix) = x 4 + 16; x - 2 

28. /(x) = 4x 4 + 3x 3 - x 2 - 5x - 6; x + 3 

29. fix) = x 5 + 56x 2 - 4; x + 4 

30. fix) = 2x 6 + 3x 3 - 4x 2 - 1; x + 1 

31. fix) = x 3 - (2 + V^)x 2 + 3V^x - 3; x - V3 

32. fix) = x s - 3 s ; x - 3 

En los problemas 33 a 38 use la division sintetica y el teo- 
rema del residuo para calcular/(c) para el valor indicado de c. 

33. fix) = 4x 2 - 2x + 9; c = -3 

34. fix) = 3x 4 - 5x 2 + 27; c - | 

35. fix) = 14x 4 - 60x 3 + 49x 2 - 21x + 19; c = 1 

36. fix) = 3x 5 + x 2 - 16; c = -2 

37. fix) = 2x 6 - 3x 5 + x 4 - 2x + 1; c = 4 

38. fix) = x 7 - 3x 5 + 2x 3 - x + 10; c = 5 

En los problemas 39 y 40 use la division larga para determi- 
nar el valor de k tal que/(x) sea divisible entre g(x). 

39. fix) = x 4 + x 3 + 3x 2 + kx - 4; g(x) = x 2 - 1 

40. fix) = x 5 - 3x 4 + 7x 3 + kx 2 + 9x - 5; 
gix) = x 2 - X + 1 

En los problemas 41 y 42 use la division sintetica para calcu- 
lar el valor de k tal que/(x) sea divisible entre g(x). 

41. fix) = kx A + 2x 2 + 9k; gix) = x - 1 

42. fix) = x 3 + Ax 2 - 2kx + 4; gix) = x + 2 

43. Determine el valor de k tal que el residuo de la division de 
fix) = 3x 2 — 4kx + 1 entre g(x) = x + 3 sea r = —20. 

44. Cuando fix) = x 2 — 3x — 1 se divide entre x — c, el residuo 
es r = 3. Determine c. 
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I I 6.3 Raices y factores de funciones polinomiales 


■ Introduction En la section 5. 1 vimos que una rafz (o cero) de una funcion/es un numero 
c para el cual /(c) = 0. Una rafz de una funcion/puede ser un numero real o uno complejo. 
Recuerde que un numero complejo tiene la forma 

z = a + bi, en el que i 2 = — 1 , 

y ay b son numeros reales. A1 numero a se le llama parte real de z, y a b se le llama parte 
imaginaria de z. El sfmbolo i se llama unidad imaginaria y se acostumbra definirlo como 
i = V— 1 . Si z = a + bi es un numero complejo, entonces z = a — bi se llama su conjugado. 
Asf, la sencilla funcion polinomial /(x) = x 2 + 1 tiene dos raices complejas, porque las solu- 
ciones de x 2 + 1 = 0 son ±V— I, esto es, son i y — i. 

En esta section exploraremos la relation entre las raices de una funcion polinomial/, la 
operation de division y los factores de/. 

M3BSSEH Raiz real 

Se tiene la funcion polinomial /(x) = 2X 3 — 9X 2 + 6x — 1 . El numero real \ es una rafz de la 
funcion, ya que 


m = 2(i) 3 - 9(A) 2 + 6(|) - 1 

= 2(g) -4 + 3-1 


wl Rafz compleja 

Para la funcion polinomial /(x) = x 3 — 5X 2 + 8x — 6, el numero complejo 1 + i es una de 
^ sus raices. Para comprobarlo usemos el desarrollo del binomio (a + bf, el hecho que i 2 = — 1 
y que t 3 = — i. 

/(I + i) = (1 + f) 3 - 5(1 + i) 1 + 8(1 +0-6 

= (l 3 + 3 • l 2 • i + 3 • 1 • r + i 3 ) - 5(l 2 + 2 i + i 2 ) + 8(1 + 0 - 6 
= (-2 + 2i) - 5(20 + (2 + 80 

= (-2 + 2) + (10 - 10)t = 0 + Of = 0. = 

■ Teorema del factor Ahora ya podemos relacionar la notion de una rafz de una funcion 
polinomial/, con la division de polinomios. De acuerdo con el teorema del residuo, cuando 
/(x) se divide entre el polinomio lineal x — c, el residuo es r = /(c). Si c es una rafz de f 
entonces/(c) = 0 implica que r = 0. Por la forma del algoritmo de la division que se presento 
en (4), section 6.2, se puede escribir/como 

f(x) = (x - c)q(x). (1) 

Asf, si c es una rafz de una funcion polinomial/, entonces x — c es un factor de/(x). A1 reves, 
si x — c es un factor de /(x), entonces /tiene la forma de la ecuacion (1). En este caso, de 
inmediato se ve que /(c) = (c — c)</c) = 0. Estos resultados se resumen en el siguiente teo- 
rema del factor. 


Teorema 6.3.1 Teorema del factor 


Un numero c es una rafz de una funcion polinomial /si, y solo si, x — c es un factor de 

/(4 
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Si una funcion polinomial/es de grado n, y si (x — cj ", m < n, e.s un factor de/(x), enton- 
ces se dice que c es una raiz de multiplicidad m. Cuando m= 1, c es una raiz simple. Lo 
que es lo mismo, se dice que el numero c es una raiz de multiplicidad in de la ecuacion 
f(x) = 0. Ya hemos examinado el significado grafico de raices reales repetidas de una funcion 
polinomial/, en la seccion 6.1. Vease la figura 6.1.6. 

Factores de un polinomio 

Determinar si 

a) x + 1 es un factor de/(x) = x 4 — 5X 2 + 6x — 1, 

b) x - 2 es un factor de/(x) = x 3 + 3X 2 + 4. 

Solucion Usaremos division sintetica para dividir/(x) entre el termino lineal indicado. 
a) De la division 


-lj 1 0-5 6 -1 

-1 1 4 -10 

1 -1 -4 10 |-11 = r = /(- 1) 


se advierte que/(— 1) = —11, por lo que — 1 no es una raiz de/. La conclusion es que 
x — (— 1) = x + 1 no es un factor de/(x). 
b) De la division 

2J 1 -3 0 4 

2 -2 -4 

1 -1 -2 |Q = r = /( 2) 

se ve que/(2) = 0. Eso quiere decir que 2 es una raiz, y que x — 2 es un factor de/(x). 
En la division se observa tambien que el cociente es cfx) = x 2 — x — 2, y por consi- 
guiente/(x) = (x - 2) (x 2 - x - 2). = 

■ Cantidad de raices En el ejemplo 6 de la seccion 6.1 se grafico la funcion polinomial 
f(x) = (x - 3)(x - l) 2 (x + 2) 3 . (2) 

El numero 3 es una raiz de multiplicidad uno, o una raiz simple de/; el numero 1 es una raiz 
de multiplicidad dos, y —2 es una raiz de multiplicidad tres. Aunque la funcion/tiene tres 
raices distintas (diferentes entre si), es decir, que/tiene seis raices, porque se cuentan las 
multiplicidades de cada raiz. Por consiguiente, para la funcion/en (2), la cantidad de raices 
es 1 + 2 + 3 = 6. La pregunta 

cuantas raices tiene una funcion polinomial f 
se contesta a continuacion. 


Teorema 6.3.2 Teorema fundamental del algebra 

Una funcion polinomial/de grado n > 0 tiene cuando menos una raiz. 


El teorema anterior lo demostro por primera vez el matematico aleman Carl Friedrich 
Gauss (1777-1855), en 1799, y se considera una de las grandes aportaciones en la historia 
de las matematicas. En su primera lectura, este teorema no parece decir mucho, pero cuando 
se combina con el teorema del factor, el teorema fundamental del algebra indica que: 

Toda funcion polinomial f de grado n > 0 tiene exactamente n raices. (3) 
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Naturalmente, si una rafz esta repetida, por tener multiplicidad k, se cuenta k veces esa rafz. 
Para demostrar (3), de acuerdo con el teorema fundamental del algebra/tiene una rafz (11a- 
memoslo Ci). Segun el teorema del factor, se puede escribir 


f(x) = (x- cMx), (4) 

siendo q\ una funcion polinomial de grado n— 1 . Si n — 1 AO, entonces, con un procedimiento 
igual, se sabe que q\ debe tener una rafz (llamemoslo c 2 ), y entonces (4) se convierte en 


fix) =ix~ cf)ix - c 2 )q 2 ix), 

en donde q 2 es una funcion polinomial de grado n — 2. Si n — 2 A 0, se continua y 
llega a 


fix) = ix - cJix - c 2 )ix - c 3 )q 3 ix), 

y asf sucesivamente. A1 final se llega a una factorization de f[x) con n factores lineales, y 
el ultimo factor q n {x) es de grado 0. En otras palabras, qfx) = a n , en donde a n es constante; 
en especffico, a n es el coeficiente principal de/ Hemos llegado a la factorization completa 
defix). 


Teorema 6.3.3 

Teorema de la factorization completa 


Sean c h c 2 , . . . 
grado n > 0: 

, c„ las n rafces (no necesariamente distintas) de la funcion polinomial de 
fix) = a n x" + a,,-!*" -1 + • • ■ + a 2 x 2 + a x x + a 0 . 

Entonces, fix) se puede escribir como un producto de n factores lineales 



fix)=a n ix-c 1 )ix-c 2 )->ix-c n ). 

(6) 


Tenga en cuenta que algunas o todas las rafces C\, ...,c n en (6) pueden ser numeros comple- 
jos a + bi, donde b=£ 0. 

En el caso de una funcion polinomial de segundo grado o cuadratica fix) = ax 2 + bx + c, 
donde los coeficientes a,byc son numeros reales, las rafces C\ y c 2 de/se pueden determi- 
nar con la formula cuadratica o formula general: 


-b - Vb 2 - 4ac 


-b + 


Los resultados en (7) relatan toda la historia acerca de las rafces de la funcion cuadratica: 


• las rafces son reales y distintas cuando b 2 — 4 ac > 0, 

• son reales con multiplicidad dos cuando b 2 — 4 ac = 0, y 

• son complejos y distintos cuando b 2 — 4 ac < 0. 


Como consecuencia de (6), la factorization completa de una funcion polinomial cuadratica 
fix) = ax 2 + bx + c es 


fix) = aix - cf)ix - c 2 ). 


( 8 ) 
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CAPITULO 6 Funciones polinomiales y rationales 


Regreso al ejemplo 1 

En el ejemplo 1 demostramos que \ es una rafz de f{x) = 2x 3 — 9x 2 + 6x — 1. Por consi- 
guiente, x — \ es un factor de/(x), y ahora sabemos que/(x) tiene tres rafces. La division 
sintetica 


il 



demuestra de nuevo que \ es una rafz de f(x) (el residuo 0 es el valor de/(^)) y, ademas, 
nos da el cociente q(x) obtenido en la division de/(x) entre x — |;estoes, f(x) = (x — j) 
(2x~ — 8x + 2). Como se indica en (8), ya se puede factorizar el cociente cuadratico q(x) 
= 2x 2 — 8x + 2, cuyas rafces de 2x 2 — 8x + 2 = 0 se determinan mediante la formula 
cuadratica: 


-(-8) ± V(-8) 2 - 4(2)(2) 
4 


4(2 ± V3) 
4 


= 2 ± V3. 


4 V48 = Vie 7 ! - VMV3 = 4V3 

8 ± V48 8 ± 4V3 _ 


Entonces, las rafces restantes de/(x) son los numeros irracionales 2 + V3 y 2 — V3 . 
Si el primer coeficiente es a 3 = 2, entonces, de acuerdo con (8), la factorization completa 
de/(x) es 


f(x) = 2(x - l)(x - (2 + V3))(jc - (2 - V^)) 
= 2(x - \)(x - 2 - V?>)(x -2 + V3). 


Uso de la division sintetica 

Determinar la factorizacion completa de 

f(x) = x A - 1 2x 3 + 47x 2 - 62x + 26 
si 1 es una rafz de/con multiplicidad 2. 

Solution Sabemos que x — 1 es un factor de/(x); entonces, con la division 


1 


1 -12 47 -62 26 

1 -11 36 -26 

1 -11 36 -26 [0 = r 


se ve que f(x) = (x - l)(x 3 - llx 2 + 36x - 26). 

Debido a que 1 es una rafz de multiplicidad dos, x — 1 debe ser tambien un factor del 
cociente q(x) = x 3 - 1 lx 2 + 36x —26. Con la division 

1] 1 -11 36 -26 

1 -10 26 

1 -10 26 1 0 = r 

la conclusion es que cfx) se puede expresar como q{x) = (x — 1) (x 2 — lOx + 26). Por con- 
siguiente. 


f(x) = (x - l) 2 (x 2 - lOx + 26). 
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Las dos rafces que restan se determinan resolviendo x 2 — 1 Ox + 26 = 0 con la formula 
cuadratica, que son los numeros complejos 5 + i y 5 — i. Como el primer coeficiente es 
a 4 = 1, la factorizacion completa de/(x) es 

f(x) = (x - l) 2 (x - (5 + i))ix - (5 - 0) 

= ix- l) 2 (x - 5 - i)(x - 5 + i). = 

ME2222 Factorizacion lineal completa 

Encontrar una funcion polinomial/de grado tres cuyas rafces sean 1, — 4 y 5, tal que su 
grafica tenga el cruce con el eje de las ordenadas en (0, 5). 

Solucion En razon de que se tienen tres rafces, 1, — 4 y 5, se ve que x — 1 , x + 4 y x — 5 
son factores de/. Sin embargo, la funcion polinomial que se busca no es 

fix) = (x - i)(x + 4)(x - 5). (9) 

La razon es que todo multiplo constante distinto de cero de/es un polinomio diferente 
con las mismas rafces. Tambien observese que la funcion (9) da como resultado /(0) = 20, 
pero lo que se quiere es que/(0) = 5. Por consiguiente, se debe suponer que/tiene la 
forma 


fix) = a 3 ix - l)(x + 4)(x - 5), (10) 

en donde a 3 es una constante real. Con (10), /(0) = 5 resulta 

/(0) = a 3 (0 - 1 ) (0 + 4)(0 - 5) = 20a 3 = 5 

y entonces a 3 = La funcion que se busca es, entonces 

fix) = §(x - l)(x + 4)(x - 5). = 

■ Pares conjugados En la introduccion de esta seccion vimos que i y — i son ceros (o raf- 
ces) complejos de/(x) = x 2 + 1. Asimismo, en el ejemplo 5 demostramos que 5 + i y 5 — i 
son ceros complejos de/(x) = x 4 — 12x 3 + 47X 2 — 62x + 26. En cada uno de estos dos casos 
los ceros complejos de la funcion polinomica son pares conjugados. En otras palabras, un 
cero complejo es el conjugado del otro. No se trata de ninguna coincidencia; los ceros com- 
plejos de los polinomios con coeficientes reales aparecen siempre en pares conjugados. Para 
entender esto, recordemos las propiedades que el conjugado de una suma de numeros com- 
plejos zi y z 2 es la suma de los conjugados Zj y z 2 y el conjugado de una potencia entera no 
negativa de un numero complejo z es la potencia del conjugado z: 

5T5 = zi + z 2 y z" = z" (11) 

Veanse los problemas 80 a 82 en los ejercicios 3.4. 

Sea /(x) = a„x" + a n - 1 x"~ 1 + ■ ■ ■ + a x x + a 0 , donde los coeficientes a,-, i = 0, 1,2, 
. . ., n, son numeros reales. Si z denota un cero complejo de/, entonces tenemos 

a„z" + a*-!/ 1-1 + • • • + atf + a 0 = 0. 

Tomando el conjugado de ambos lados de esta ecuacion nos da 


a n f + fln-iZ" 1 + • • • + a x z + a 0 = 0. 
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Ahora usamos (1 1) y el hecho de que el conjugado de todo numero real a b i = 0, 1, 2, . . n, 
es el mismo, obtenemos 


a n z n + a n -xz n 1 + • • • + a { z + a 0 = 0. 

Esto significa que/fz) = 0 y, por tanto, z es un cero de/(x) siempre que z es un cero. Planteamos 
este resultado como el siguiente teorema. 


Teorema 6.3.4 Teorema de las rai'ces complejas 

Sea/(x) una funcion polinomial de grado n > 1 con coeficientes reales. Si z es una rafz 
compleja de/(x), entonces el conjugado z tambien es una rafz de/(x). 


B Reconsideracion del ejemplo 2 

Obtenga la factorizacion lineal completa de 

fix) = x 3 — 5X 2 + 8x — 6. 


Solucion En el ejemplo 2 se demostro que 1 + i es una rafz compleja de/(x) = x 3 — 5X 2 
+ 8x — 6. Como los coeficientes de/son numeros reales, la conclusion es que otra rafz 
es el conjugado de 1 + i, es decir, 1 — i. Con ello se conocen dos factores de/(x), x — 
(1 + i) y x — (1 — i). A1 multiplicar se obtiene 

(x - 1 - i)(x - 1 + 0 = x 2 - 2x + 2. 

Asf, se puede escribir 

f(x) = (x - 1 - i)(x - 1 + i)qix) = (x 2 - 2x + 2 )q(x). 


La funcion q(x) se determina mediante la division larga de/(x) entre x 2 — 2x + 2. (No se 
puede hacer la division sintetica, porque no se esta dividiendo entre un factor lineal.) 
Entonces, 


x 2 - 2x + 2)x 3 - 5x 2 + 8x - 6 
x 3 - 2x 2 + 2x 
— 3x 2 + 6x - 6 
-3x 2 + 6x - 6 
0 


y se ve que la factorizacion completa de/(x) es 

fix) = (x - 1 - i)ix - 1 + i)ix - 3). 
Las tres rafces de/(x) son 1 + i, 1 — i y 3. 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-16. 


En los problemas 1 a 6 determine si el numero real indicado 
es una rafz de la funcion polinomial/. En caso de serlo, deter- 
mine todas las demas rafces y a continuation presente la fac- 
torization completa de/(x). 

1. 1; /(x ) = 4x 3 - 9x 2 + 6x - 1 

2. h fix) = 2x 3 - x 2 + 32x - 16 

3. 5; fix) = x 3 — 6x 2 + 6x + 5 

4. 3; f(x) = x 3 - 3x 2 + 4* - 12 

5. -§; f{x) = 3x 3 - 10x 2 - 2x + 4 

6. -2; f(x ) = x 3 - 4x 2 - 2x + 20 

En los problemas 7 a 10 compruebe que cada uno de los 
numeros indicados sean rafces de la funcion polinomial/. 
Determine todas las demas rafces y a continuation indique la 
factorization completa de/(x). 

7. -3, 5; fix) = 4x 4 - 8 x 3 - 61x 2 + 2x + 15 

8 . |, |; fix) = 8 x 4 - 30x 3 + 23x 2 + 8 x - 3 

9. 1. (multiplicidad 2); fix) = 9x 4 + 69x 3 - 29x 2 
- 41x - 8 

10 . -V5, V5; fix) = 3x 4 + x 3 - 17x 2 - 5x + 10 

En los problemas 1 1 a 16 use la division sintetica para deter- 
minar si el polinomio lineal indicado es un factor de la fun- 
cion polinomial/. En caso de serlo, determine todas las 
demas rafces, e indique la factorization completa de/(x). 

11 . x - 5; fix) = 2x 2 + 6 x - 25 

12 . x + |; fix) = 10 x 2 - 21 x + 11 

13. x - 1; fix) = x 3 + x - 2 

14. x + \\ fix) = 2x 3 - x 2 + x + 1 

15. x - 3 ; fix) = 3x 3 - 3x 2 + 8 x - 2 

16. x - 2; fix) = x 3 - 6 x 2 - 16x + 48 


En los problemas 21 a 26 verifique que el numero complejo 
indicado sea una rafz de la funcion polinomial/ Proceda 
como en el ejemplo 7 para determinar todas las demas rafces, 
y a continuation indique la factorization completa de/(x). 

21 . 2i; fix) = 3x 3 - 5x 2 + 12x - 20 

22. 1 i; fix) = 12x 3 + 8 x 2 + 3x + 2 

23. -1 + i; fix) = 5x 3 + 12x 2 + 14x + 4 

34. -i; fix) = 4x 4 - 8 x 3 + 9x 2 - 8 x + 5 

35. 1 + 2 i; fix) = x 4 - 2x 3 - 4x 2 + 18x - 45 

36. 1 + i; fix) = 6 x 4 - llx 3 + 9x 2 + 4x - 2 

En los problemas 27 a 32, determine la funcion polinomial/, 
con coeficientes reales, del grado indicado, que posea las raf- 
ces indicadas. 

27. grado 4; 2, 1, -3 (multiplicidad 2) 

28. grado 5; — 4i, — 3 , j (multiplicidad 2) 

29. grado 5; 3 + i, 0 (multiplicidad 3) 

30. grado 4; 5 i, 2 — 3 i 

31. grado 2; 1 - 6 i 

32. grado 2; 4 + 3 i 

En los problemas 33 a 36 determine las rafces de la funcion 
polinomial/ Indique la multiplicidad de cada rafz. 

33. fix) = x(4x - 5) 2 (2x - l) 3 

34. fix) = x 4 + 6 x 3 + 9x 2 

35. fix) = (9x 2 - 4 ) 2 

36. fix) = (x 2 + 25)(x 2 - 5x + 4 ) 2 


En los problemas 17 a 20 use la division para demostrar que 
el polinomio indicado es un factor de la funcion polinomial/ 
Calcule todas las demas rafces e indique la factorization 
completa de/(x). 

17. (x - l)(x - 2); fix) = x 4 - 3x 3 + 6 x 2 - 12x + 8 

18. x(3x - 1); fix) = 3x 4 - 7x 3 + 5x 2 - x 

19. (x - l) 2 ; fix) = 2x 4 + x 3 - 5x 2 - x + 3 

20 . (x + 3) 2 ; fix) = x 4 - 4x 3 - 22x 2 + 84x + 261 


En los problemas 37 y 38 determine el o los valores de k tales 
que el numero indicado sea una rafz de/(x). A continuation 
indique la factorization completa de/(x). 

37. 3 ;/(x) = 2x 3 — 2x 2 + k 

38. 1; fix) = x 3 + 5x 2 - k 2 x + k 

En los problemas 39 y 40 deduzca la funcion polinomial/ 
que tenga el grado indicado y cuya grafica esta en la figura. 
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39. grado 3 


= Para la discusion 



FIGURA 6.3.1 Grafica del problema 39 
40. grado 5 



FIGURA 6.3.2 Grafica del problema 40 


41. Explique lo siguiente: 

a ) ^.Para cuales valores enteros positivos de n es x — 1 
un factor de/(x) = x n - 1? 

b ) ^Para cuales valores enteros positivos de n es x + 1 
un factor de/(x) = x n + 1? 

42. Suponga que / es una funcion polinomial de grado tres, 
con coeficientes reales. (l Por que/(x) no puede tener tres 
rafces complejas? Dicho de otro modo, ^por que al menos 
una rafz de una funcion polinomial cubica debe ser un 
numero real? <;Se puede generalizar este resultado? 

43. ^Cual es el grado mas pequeno que puede tener una funcion 
polinomial / con coeficientes reales, para que 1 + i sea 
una rafz compleja de multiplicidad dos? fY de multiplici- 
dad tres? 

44. Sea z = a + bi. Demuestre que z + z y que zz son nume- 
ros reales. 

45. Sea z = a + bi. Con los resultados del problema 44 
demuestre que 

f(x) = (x- z)(x - z) 

es un funcion polinomial con coeficientes reales. 

46. Trate de comprobar o refutar la siguiente proposition. 

Sifes una funcion polinomial impar, entonces la grafica 
defpasa por el origen. 


| | 6.4 Raices reales de funciones polinomiales 

■ Introduction En la section anterior vimos que, como consecuencia del teorema funda- 
mental del algebra, una funcion polinomial/de grado n tiene n rafces cuando se cuentan las 
multiplicidades de las rafces. Tambien vimos que una rafz de una funcion polinomial puede 
ser un numero real o un numero complejo. En esta section limitaremos nuestra atencion a las 
raices reales de funciones polinomiales con coeficientes reales. 

■ Raices reales Si una funcion polinomial/de grado n > 0 tiene m rafces reales C|, c 2 , 
... , c m (no necesariamente diferentes), entonces, por el teorema del factor, cada uno de los 
polinomios lineales x — C\,x — c 2 , ■ ■ ■ x — c m son factores de/(x). Esto es, 

/(*) - (* “ Cl )ix - c 2 )- ■ <x - c m )q{x), 

en donde q[x) es un polinomio. Entonces n, el grado de/, debe ser mayor que, o quizas igual 
a m, (m ^ n) la cantidad de rafces reales, cuando cada uno se cuenta de acuerdo con su mul- 
tiplicidad. En palabras un poco diferentes, esto se dice asf: 


Teorema 6.4.1 Cantidad de rafces reales 

Una funcion polinomial/de grado n > 0 tiene cuando mucho n rafces reales (no necesa- 
riamente distintas). 


6.4 Raices reales de funciones polinomiales 


Ahora resumiremos algo de lo que se refiere a las rafces reales de una funcion polinomial 
/ de grado n: 

• f puede no tener rafces reales. 

Por ejemplo, la funcion polinomial de cuarto grado /(x) = x 4 + 9 no tiene rafces reales, por- 
que no existe numero real alguno x que satisfaga x 4 + 9 = 0, es decir, x 4 = —9. 

• /puede tener m rafces reales, donde m<n. 

Por ejemplo, la funcion polinomial de tercer grado /(x) = (x — 1) (x 2 + 1) tiene una rafz 
real. 
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• /puede tener n rafces reales. 

Por citar un caso, al factorizar la funcion polinomial de tercer grado/(x) = x 3 — x en la forma 
fix) = x(x 2 - 1) = x(x + 1) (x - 1), se ve que tiene tres rafces reales. 

• /tiene cuando menos una rafz real cuando n es impar. 

Es una consecuencia de que las rafces complejas de una funcion polinomial /con coeficien- 
tes reales deban aparecer como pares conjugados. Asf, si hubiera que escribir una funcion 
polinomial cubica arbitraria, como/(x) = x 3 + x + 1, ya sabrfamos que/no puede tener tan 
solo una rafz compleja, ni puede tener tres rafces complejas. Esto es ,f{x) = x 3 + x + 1 tiene 
exactamente una rafz real, o tiene exactamente tres rafces reales. Tal vez tenga que pensar en 
la siguiente propiedad: 

• Si los coeficientes de/(x) son positivos, y el termino constante a 0 + 0, entonces todas 
las rafces reales de/deben ser negativas. 

■ Determinacion de raices reales Una cosa es hablar de la existencia de rafces reales y 
complejas de una funcion polinomial, y un problema totalmente diferente es determinar esas 
rafces. El problema de encontrar una formula que exprese las rafces de una funcion polinomial 
/general, de grado n, en terminos de sus coeficientes ha confundido a los matematicos durante 
siglos. En las secciones 3.3 y 5.3 vimos que, en el caso de una funcion polinomial de segundo 
grado /(x) = ax 2 + bx + c, en la que los coeficientes a,byc son numeros reales, se pueden 
determinar las rafces Ci y c 2 aplicando la formula cuadratica. 

El problema de determinar rafces de funciones polinomiales de tercer grado, o cubicas, 
fue resuelto en el siglo xvi, por el trabajo pionero de Niccolo Fontana, matematico italiano 
(1499-1557), llamado Tartaglia, “el tartamudo”. Alrededor de 1540, otro matematico italiano, 
Lodovico Ferrari (1522-1565), descubrio una formula algebraica para determinar las rafces 
de funciones polinomiales de cuarto grado, o cuarticas. Como esas formulas son complicadas 
y diffciles de usar, casi nunca se describen en los cursos elementales. 

En 1824, a los 22 anos, Niels Henrik Abel, matematico noruego (1802-1829), demostro 
que es imposible llegar a esas formulas que definan las rafces de todos los polinomios gene- 
rales de grados n s 5, en terminos de sus coeficientes. 

■ Raices racionales Las rafces reales de una funcion polinomial son numeros racionales 
o irracionales. Un numero rational es un numero que tiene la forma p/s, donde p y s son 
enteros, y s + 0. Un numero irracional es uno que no es rational. Por ejemplo, \ y — 9 
son numeros racionales, pero V2 y tt son irracionales; esto es, ni V2 ni 77 se pueden escribir 
en forma de una fraction p/s, donde py s son enteros. Entonces, ^como se determinan rafces 
reales de funciones polinomiales de grado n > 2? Las malas noticias son que en el caso de 
rafces reales irracionales podriamos tener que contentarnos con usar una grafica exacta para 
de un “vistazo” indicar su lugar en el eje x, y a continuation usar uno de los muchos y com- 
plicados metodos para aproximar la rafz, que se han inventado a lo largo de los anos. La 
buena noticia es que siempre se pueden determinar las rafces reales racionales de cualquier 
funcion polinomial con coeficientes racionales. Ya vimos que la division sintetica es un 
metodo adecuado para determinar si cierto numero c es una rafz de una funcion polinomial 
/(x). Cuando el residuo, en la division de/(x) entre x — c, e.s r = 0, se ha encontrado una rafz 
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de la funcion polinomial/, porque r = fie) = 0. Por citar un caso entre otros, § es una rafz de 
fix) = 18x 3 - 15* 2 + 14x - 8, porque 

|| 18 -15 14 -8 

12 -2 8 



Asf, de acuerdo con el teorema del factor, tanto x — § como el cociente 1 8x 2 — 3x + 12 son 
factores de/, y se puede escribir la funcion polinomial como el producto 

f(x ) = (x — |)(l8x 2 — 3x + 12) «- Se saca 3 como factor comun de una 

_ _ ?)(3)(6;c 2 — x + 4) funcion polinomial cuadratica 

= (3x - 2)(6x 2 - x + 4). 

Como se describio en la section anterior, si se puede factorizar el polinomio hasta que el 
factor restante sea un polinomio cuadratico, se pueden entonces determinar las rafces restan- 
tes con la formula cuadratica. En este ejemplo, la factorization de las ecuaciones (1) es todo 
lo que se puede avanzar empleando numeros reales, porque las rafces del factor cuadratico 
6x“ -x + 4 son complejos (veriffquelo). Pero la multiplication indicada en (1) ilustra algo 
importante acerca de las rafces reales. El primer coeficiente, 18, y el termino constante, —8, 
de/(x) se obtienen con los productos 


i ; 

(3x - 2)(6x 2 - x + 4). 
t t 


Vemos entonces que el denominador 3 de la rafz rational § es un/actor del primer coeficiente, 
18, de/(x) = 18x 3 — 15X 2 + 14x — 8, y que el numerador 2 de la rafz racional es un factor 
del termino constante —8. 

Este ejemplo ilustra el siguiente principio general para determinar las rafces rationales 
de una funcion polinomial. Lea con cuidado el siguiente teorema; los coeficientes de/no solo 
son numeros reales; deben ser enteros. 


Teorema 6.4.2 Teorema de las rafces racionales 

Sea p/s un numero racional en sus terminos mas simples, y ademas una rafz de la funcion 
polinomial 

/(x) = a n x n + a n -ix n ~ l + • ■ ■ + a 2 x 2 + a x x + a 0 , 

en donde los coeficientes a n , a n _ 1; . . . , a 2 , a h a 0 son enteros, y a n ¥= 0. Entonces, p es un 
factor entero del termino constante a 0 y s es un factor entero del primer coeficiente a n . 


El teorema de las rafces racionales merece ser lefdo varias veces. Notese que el teorema 
no asegura que una funcion polinomial/, con coeficientes enteros, deba tener una rafz racio- 
nal; mas bien afirma que si una funcion polinomial /con coeficientes enteros tiene una rafz 
racional p/s, entonces necesariamente 

p <— es un factor entero del termino constante a 0 


Formando todos los cocientes posibles de cada factor entero a 0 con cada factor entero de a n 
se puede formar una lista de rafces racionales potenciales de/. 
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Rafces racionales 

Determinar todas las rafces racionales de/(x) = 3x 4 — 10x 3 — 3x 2 + 8x — 2. 

Solution Se identifican el termino constante a 0 = — 2 y el primer coeficiente a 4 — 3, y a 
continuation se hace una lista de todos los factores enteros de a 0 y a 4 , respectivamente: 

p: ±1, ±2, 

5: ±1, ±3. 

Ahora se forma una lista de todas las rafces racionales posibles p/s, dividiendo todos los 
factores de p entre ±1 y ±3: 

±l,±2,±i±t. (2) 

s J J 

Sabemos que la funcion polinomial/dada, de cuarto grado, tiene cuatro rafces; si alguno 
de ellos es un numero real y es racional, debe estar en la lista (2). 

Para determinar cual de los numeros en (2) son rafces, si es que las hay, podrfamos hacer 
una sustitucion directa en/(x). Sin embargo, la division sintetica suele ser un metodo mas 
eficiente para evaluar/(x). Comenzaremos probando — 1 : 

-fj 3 -10 -3 8 -2 

-3 13 -10 2 (3) 

3 -13 10 -2 [0 = r . 

El residuo cero indica que r = f[— 1) = 0, y asf — 1 es una rafz de/. Por consiguiente, x — 
(— 1) = x + 1 es un factor de/. Usando el cociente determinado en (3) se puede escribir 

/(x) = (x + l)(3x 3 - 13x 2 + lOx - 2). ( 4 ) 

En la ecuacion (4) se ve que cualquier otra rafz racional de/debe ser una rafz del cociente 
3X 3 — 13X 2 + lOx — 2. Como este ultimo polinomio tiene grado menor, sera mas facil 
aplicar la division sintetica en el que en/(x) para llegar a la siguiente rafz racional. En este 
punto del proceso, el lector deberfa comprobar si la rafz que se acaba de encontrar es una 
rafz repetida. Eso se hace determinando si la rafz que se encontro tambien es una rafz del 
cociente. Una comprobacion rapida, usando division sintetica, demuestra que — 1 no es 
una rafz repetida de/, porque no es una rafz de 3x 3 — 1 3x 2 + lOx — 2. Entonces se pro- 
sigue determinando si el numero 1 es una rafz racional de/ En realidad no lo es, porque 
la division 


I 


3 —13 10 —2 — coe i icientes del cociente 



indica que el residuo es r = — 2 A 0. A1 revisar | se tiene que 


(5) 


U 3 -13 10 -2 

1 -4 2 (6) 

3 -12 6 [O = r . 

Por consiguiente, 5 sf es una rafz. En este momento podemos dejar de usar la division 
sintetica, porque (6) indica que el factor que resta de/es el polinomio cuadratico 3X 2 — 
12x + 6. De acuerdo con la formula cuadratica se llega a que las rafces reales que restan 
son 2 + V2 y 2 — V2. Por consiguiente, el polinomio dado/tiene dos rafces raciona- 
les, — 1 y 5, y dos rafces irracionales, 2 + V2 y 2 — V2. = 


Si el lector tiene acceso a computadoras, su selection de los numeros racionales que se 
van a probar en el ejemplo 1 podra motivarse con una grafica de la funcion /(x) = 3x 4 — lOx 3 
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— 3x 2 + 8x — 2. Con ayuda de una funcion graficadora se obtienen las graficas de la FIGURA 
6.4.1. En la figura 6.4.1a), parece que/tiene al menos tres rafces reales. Pero al “acercarse” a 
la grafica en el intervalo [0, 1], figura 6.4.1b), se ve que en realidad/tiene cuatro rafces reales: 
una negativa y tres positivas. Asf, una vez determinada una rafz racional negativa de/, se pue- 
den desechar todos los demas numeros negativos de la primera lista como rafces potenciales. 



a) Grafica de /en el intervalo [-1 , 4] b) Acercamiento de la grafica, en el intervalo [0,1] 

FIGURA 6.4.1 Grafica de la funcion/del ejemplo 1 


HEH2EEB Factorization completa 

Como la funcion/del ejemplo 1 es de grado 4, y hemos determinado cuatro rafces reales, 
se puede indicar su factorizacion completa. Usando el primer coeficiente a 4 = 3, entonces, 
de (6) en la section 6.3, 

fix) = 3(x + 1)U - DU - (2 - V2))U - (2 + VD) 

« 3(jc + DU - |)U - 2 # V 2 )U - 2 - vf). = 


MGE22233 Rafces rationales 

Determinar todas las rafces racionales de/(x) = x 4 + 4x 3 + 5x 2 + 4x + 4. 

Solution En este caso, el termino constante es a 0 = 4, y el primer coeficiente es a 4 = 1. 
Los factores enteros de a 0 y a 4 son, respectivamente: 
p : ±1, ±2, ±4, 
s: ±1. 

La lista de todas las rafces racionales posibles p/s es: 

-: ±1, ±2, ±4. 

Como todos los coeficientes de/son positivos, la sustitucion de un numero positivo de la 
lista anterior en f{x) no podra hacer que/(;c) = 0. Asf, los unicos numeros que son rafces 
racionales potenciales son — 1, — 2 y —4. Mediante la division sintetica 


— 1| 1 4 5 4 4 

-1 —3 ~2 -2 

1 3 2 2 [2 = r 

comprueba que — 1 no es una rafz. Sin embargo, de 

— 2| 1 4 5 4 4 

-2 -4 -2 -4 

12 12 |0 = r 
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se ve que — 2 es una rafz. Ahora se investiga si — 2 es una rafz repetida. Usando los coefi- 
cientes del cociente, 


^2J 


12 12 
-2 0 -2 
1 0 1 |0 = r 


entonces —2 es una rafz de multiplicidad 2. Hasta ahora se ha demostrado que 
f(x) = (x + 2)V + 1). 

Como las rafces de xr + 1 son los complejos conjugados i y —i, se puede llegar a la con- 
clusion que — 2 es la unica raiz real de/(x). = 



ejemplo 4 


MHHSHSsZI Sin raices racionales 

Se tiene la funcion polinomial f{x) = x 5 — 4x — 1. Las unicas rafces racionales posibles 
son — 1 y 1, y es facil ver que ni/(— 1) ni/(l) son rafces. Entonces, /tiene rafces no racio- 
nales. Como/tiene grado impar, tiene al menos una rafz real, y entonces esa rafz debe ser 
un numero irracional. Con ayuda de una funcion graficadora se obtuvo la grafica de la 
FIGURA 6.4.2. Note que, en la figura, la grafica a la derecha de x = 2 no puede regresar hacia 
abajo, asi como tampoco la grafica a la izquierda de x = —2 no puede regresar hacia arriba 
y entonces cruzar al eje x cinco veces, porque esa forma de la grafica serfa inconsistente 
con el comportamiento de/en los extremos. Por lo tanto, se puede decir que la funcion/ 
posee tres rafces reales irracionales y dos rafces complejas conjugadas. Lo mejor que se 
puede hacer en este caso es aproximar esas rafces. Con un programa computarizado de 
algebra, como Mathematica, se pueden aproximar las rafces reales y complejas. Se ve que 
esas aproximaciones son —1.34, -0.25, 1.47, 0.061 + 1.42/ y 0.061 - 1 .42*. = 


Aunque en el teorema de las rafces racionales se requiere que los coeficientes de una 
funcion pohnomial/sean enteros, en algunos casos ese teorema se puede aphcar a una funcion 
polinomial con algunos coeficientes reales no enteros. En el siguiente ejemplo se ilustra este 
concepto. 


MESII2EI3 Coeficientes no enteros 

Determinar las rafces racionales de fix) = |x 4 — + fr 2 — 3x — 

Solucion Si se multiplica /por el mfnimo comun denominador 12, de todos los coefi- 
cientes racionales, se obtiene una nueva funcion g, con coeficientes enteros: 

g(x) = 10x 4 - 23x 3 + 40x 2 - 36x - 9. 

En otras palabras, g(x) = 12 ,f{x). Si c es una rafz de la funcion g, entonces c tambien es una 
rafz de/, porque g{c) = 1 2 /'(c) = 0 impbca que /(c) = 0. Despues de hacer las operaciones 
numericas en la lista de las rafces racionales potenciales, 

± 1, ± 3 , ± 9, ± |, ± |, ± §, ± I, ± f, ± |, ± a, ± ||, ± To’ 

se ve que — j y | son rafces de g, y por consiguiente son rafces de/. = 


294 


CAPITULO 6 Funciones polinomiales y racionales 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-17. 


En los problemas 1 a 20 determine todas las rafces racionales 
del polinomio/. 

1. /(x ) = 5 jc 3 - 3x 2 + 8x + 4 

2. /( Jt) = 2x 3 + 3x 2 - x + 2 

3. f(x) = x 3 - 8x - 3 

4. /(x) = 2x 3 - lx 2 - \lx + 10 

5. f(x) = 4x 4 - 7x 2 + 5x - 1 

6. f{x) = 8x 4 - 2x 3 + 15x 2 - 4x - 2 

7. f(x) = x 4 + 2x 3 + 10x 2 + 14x + 21 

8 . f(x ) = 3x 4 + 5x 2 + 1 

9. fix) = 6x 4 - 5x 3 — 2x 2 — 8x + 3 

10. fix) = x 4 + 2x 3 - 2x 2 — 6x — 3 

11. fix) = x 4 + 6x 3 - lx 

12. fix) = x 5 - 2x 2 - 12x 

13. fix) = x 5 + x 4 - 5x 3 + x 2 - 6x 

14. fix) = 128x 6 - 2 

15. fix) = ix 3 - |x 2 + l ix - 3 

16. fix) = 0.2x 3 - x + 0.8 

17. fix) = 2.5x 3 + x 2 + 0.6x + 0.1 

18. fix) = fx 3 + lx 2 + fx + § 

19. fix) = 6x 4 + 2x 3 -^x?-\x+\ 

20. fix) = x 4 + fx 3 + |x 2 - jx - \ 

En los problemas 21 a 30, determine todas las rafces reales 
del polinomio/. A continuacion factorice/(x) usando solo 
numeros reales. 

21. fix) = 8x 3 + 5x 2 - llx + 3 

22. fix) = 6x 3 + 23 x 2 + 3x - 14 

23. fix) = 10x 4 - 33x 3 + 66x - 40 

24. fix) = x 4 - 2x 3 - 23x 2 + 24x + 144 

25. fix) = x 5 + 4x 4 - 6x 3 - 24x 2 + 5x + 20 

26. fix) = 18x 5 + 75x 4 + 47x 3 — 52x 2 - llx + 3 

27 - fix) = 4x 5 - 8x 4 - 24x 3 + 40x 2 - 12x 

28. fix) = 6x 5 + llx 4 - 3x 3 - 2x 2 

29. fix) = 16x 5 - 24x 4 + 25x 3 + 39x 2 - 23x + 3 

30. fix) = x 6 - 12x 4 + 48x 2 - 64 


En los problemas 3 1 a 36, encuentre todas las soluciones rea- 
les de la ecuacion. 

31. 2x 3 + 3x 2 + 5x + 2 = 0 

32. x 3 - 3x 2 = -4 

33. 2x 4 + lx 3 - 8x 2 - 25x - 6 = 0 

34. 9x 4 + 21x 3 + 22x 2 + 2x - 4 = 0 

35. x 5 - 2x 4 + 2x 3 - 4x 2 + 5x - 2 = 0 

36. 8x 4 - 6x 3 - lx 2 + 6x - 1 = 0 

En los problemas 37 y 38, deduzca una funcion polinomial/, 
del grado indicado, con coeficientes enteros y que tenga las 
rafces racionales indicadas. 

37. grado 4; -4, 1, 3 

38. grado 5; —2, — §, 1 (multiplicidad dos) 

En los problemas 39 y 40, obtenga una funcion polinomica 
cubica/que satisfaga las condiciones dadas. 

39. ceros racionales 1 y 2,/(0) = 1 y/(— 1) = 4 

40. cero racional ceros irracionales 1 + V3 y 1 — V3, el 
coeficiente de x es 2 


= Aplicaciones diversas 

41. Construccion de una caja Sevaahacerunacajasintapa 
a partir de una pieza cuadrada de carton, cortando piezas 
cuadradas en cada esquina, y despues doblando los lados 
hacia arriba. Vea la FIGURA 6.4.3. La longitud de un lado 
del carton es 10 pulgadas. Calcule la longitud del lado de 
los cuadrados que se quitaron en las esquinas, si el volumen 
de la caja debe ser de 48 pulg 3 . 

Saque 


Doblez 


a) b ) 

FIGURA 6.4.3 Caja del problema 41 



42. Flexion de una viga Una viga en voladizo tiene 20 pies 
de longitud, y se carga con 600 lb en su extremo derecho; 
seflexionaunacantidad d(x) = ,6ooo (60x 2 — x 3 ),donde 
d se expresa en pulgadas y x en pies. Vease la FIGURA 6.4.4. 
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Calcule x cuando la flexion es de 0.1215 pulg. Tambien 
cuando la flexion es de 1 pulgada. 



problema 42 


= Para la discusion 

43. Argumente: ^Cual es la maxima cantidad de veces que las 
graficas de las funciones polinomicas 


44. Considere la funcion polinomial f{x) = x n + a n _ , x n ~ 1 

+ • • • + a,x + a 0 , donde los coeficientes a n a , , 

a 0 son enteros pares distintos de cero. Explique por que 
— 1 y 1 no pueden ser rafces de/(x). 

45. Una funcion polinomial es una funcion continua; es decir, 
la grafica de una funcion polinomial no tiene interrupcio- 
nes. Si/(x) = 4x 3 - 1 lx 2 + 14x — 6, muestre que/(0)/'(l) 
< 0. Explique por que esto demuestra que /(x) tiene un 
cero en el intervalo [0, 1], Obtenga el cero. 

46. Si el coeficiente principal de una funcion polinomial/con 
coeficientes mtegros es 1, ^que se puede decir sobre los 
posibles ceros reales de/? 

47. Si k es un numero primo* tal como k> 2, ^cuales son los 
posibles ceros racionales de/(x) = 6x 4 - 9X 2 + kl 

48. Demuestre que -tyj es un cero de la funcion polinomial 
fix) = x 3 — 7. Explique por que esto prueba que x/7 es un 
numero irrational. 


/(x) = a 3 x 3 + a 2 x 2 + ci\X + a 0 y g(x) = b 2 x 2 + b\X + b 0 
pueden entrecruzarse? 


*Un numero primo es un entero positivo mayor que 1 cuyos unicos factores 
enteros positivos son el propio numero y el numero 1 . Los primeros cinco 
numeros primos son 2, 3, 5, 7 y 11. 


j | 6.5 Aproximacion de los ceros reales 

■ Introduction Una funcion polinomica o polinomial/es una funcion continua. Recuerdese 
que en la section 5.4 senalamos que esto significa que la grafica de y = fix) no tiene inte- 
rrupciones, hoy os o huecos. El resultado presentado en seguida es una consecuencia directa 
de la continuidad. 



FIGURA 6.5.1 fix) adopta todos los 
valores entre f(a) y fib) 


Teorema 6.5.1 Teorema del valor intermedio 

Supongase que y = fix) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b]. Si fia) ^ fib ) 
para a < b, y si N es cualquier numero entre fia) y fib), entonces hay un numero c en el 
intervalo abierto (a, b) para el que fic) = N. 


Como se muestra en la FIGURA 6.5.1 , el teorema del valor intermedio simplemente expresa 
que una funcion continua fix) adopta todos los valores entre los numeros fia) y fib). En par- 
ticular, si los valores de la funcion /(a) y fib) tienen signos contrarios, entonces al identificar 
N = 0 podemos afirmar que hay al menos un numero en el intervalo abierto (a, b) para el que 
fic) = 0. En otras palabras: 


Si fia) > 0 ,fib) < 0 ofia) < 0,fib) > 0, entonces fix) tiene al menos un cero c 

en el intervalo (a, b). (1 ) 


La veracidad de esta conclusion se ilustra en la FIGURA 6.5.2. 
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^EEEEEXl Aplicacion del teorema de valor intermedio 

Considere la funcion polinomial/(x) = x 3 — 3x — 1. Con base en los datos mostrados en 
la tabla de abajo podemos concluir de (1) que/tiene un cero real en cada uno de los inter- 
valos [-2, -1], [-1,0] y [1,2]. 



-2 

-1 

0 

1 

2 

fix) 

-3 

1 

-1 

-3 

1 


signos contrarios 


Sin embargo, al aplicar el teorema 6.4.2 puede comprobarse que/no tiene ceros raciona- 
les y, por tanto, sus tres ceros reales son numeros irracionales. Como se observa en la 
FIGURA 6.5.3, la grafica de/interseca la recta y = 0 (el eje x) tres veces. = 


En el ejemplo que sigue se obtendra una aproximacion a uno de los ceros irracionales 
del ejemplo 1 mediante una tecnica denominada metodo de la biseccion. 

■ Metodo de la biseccion La idea basica de este metodo parte del supuesto de que una 
funcion/es continua yfta) y fib) tienen signos contrarios. Con esto se sabe que hay un numero 
c en (a, b) para el cual/(cj = 0. Luego, el punto medio m = (a + b)/2 del intervalo [a, b] es 
una aproximacion a c. Si m = (a + b)l2 no es un cero de/, entonces hay un cero c en un 
intervalo [en el intervalo abierto ( a , m) o en el intervalo (m, b), tambien abierto] que tiene la 
mitad de la longitud del intervalo original [a, b]. Si c se halla, por ejemplo, en (m, b) como 
se muestra en la FIGURA 6.5.4, se divide este intervalo mas pequeno por la mitad: el nuevo 
punto medio es un cero o el cero c se encuentra en el intervalo que mide una cuarta parte de 
la longitud del intervalo original [a, b ] . Al continuar de esta forma es posible localizar el cero 
c de/en intervalos sucesivamente mas pequenos. Despues se toman los puntos medios de 
esos intervalos como aproximaciones al cero c. Usando este metodo, en la figura 6.5.4 se 
advierte que el error de una aproximacion a un cero en el intervalo es menor que la mitad de 
la longitud de ese intervalo. 

En seguida se resume lo anterior. 


GUIA PARA APROXI MAR UN CERO 


Sea/una funcion polinomica tal que f(a) yf(b) tienen signos contrarios. 

t) Divida el intervalo [a, b] a la mitad hallando su punto medio m = (a + b)/2. 

ii) Obtenga /(m). 

iii) Si f(a) y f(m) tienen signos contrarios, entonces /tiene un cero en el intervalo 
[a, m\. 

Si/(m) yf(b) tienen signos contrarios, entonces /tiene un cero en el intervalo 
[m, b]. 

Si f(m) = 0, entonces m es un cero de/. 



FIGURA 6.5.3 Grafica de la funcion 
del ejemplo 1 


jib -a) 


a m c b 

t t 

Una aproximacidn a c Un cero de/ 

FIGURA 6.5.4 Si J{a) yf(b) tienen 
signos contrarios, entonces debe 
haber un cero c de/en [a, m] o en 
[m, bl 


6.5 Aproximacion de los ceros reales 


297 




^EEEHEH Aplicacion del metodo de la biseccion 

Obtenga una aproximacion al cero de fix) = x 3 — 3x — 1 en el intervalo [1,2], con una 
precision de hasta tres lugares decimales. 

Solucion Recuerdese del ejemplo 1 que/(l) < 0 y/(2) > 0. Ahora, para lograr la pre- 
cision indicada el error debe ser menor de 0.0005.* La primera aproximacion al cero en 
[1, 2] es 


1+2 . 

m 1 = — - — = 1.5 con error < j(2 - 1) = 0.5. 

Como/(1.5) = —2.15 < 0, el cero se halla en [1.5, 2]. 

La segunda aproximacion al cero es 

1.5 + 2 , 

m 2 = = 1.75 con error < |(2 — 1.5) = 0.25. 



FIGURA 6.5.5 f(a) y f(b) son 
positivas; no obstante, hay dos ceros 
en [a, b] 


Puesto que/(1.75) = -0.89065 < 0, el cero se ubica en [1.75, 2]. 

La tercera aproximacion al cero es 

m 3 = L75 2 + 2 = 1.875 con error < |(2 - 1.75) = 0.125. 

Si se continua de esta forma a la postre se llegara a 

mu ~ L879395 con error < 0.0005. 

Por tanto, el numero 1.879 es una aproximacion al cero de/en [1, 2] precisa hasta tres 
lugares decimales. = 


En el ejemplo 2 dejamos la aproximacion a los ceros de/(x) = x 3 — 3x — 1 en los inter- 
vals [-2, -1] y [-1, 0] como ejercicios. 

► Aunque/(a) yf(b) tengan el mismo signo, la funcion/podria tener uno o mas ceros en 
el intervalo [a, b], como se muestra en la FIGURA 6.5.5. 


* Si se quiere una aproximacion precisa hasta dos lugares decimales se calculan los puntos medios m,, con i = 1 , 
2 n hasta que el error es menor de 0.005. 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-17. 


En los problemas 1 y 2, obtenga una aproximacion con exacti- 
tud de tres lugares decimales al cero deflx) = x 3 — 3x — 1 en 
el intervalo dado. 

1 . [- 2 ,- 1 ] 

2 . [- 1 , 0 ] 

En los problemas 3 a 6, use el metodo de la biseccion para 
aproximar el o los ceros indicados por la grafica de la funcion 
dada, con una exactitud de tres lugares decimales. 

FIGURA 6.5.6 Grafica para el 

3. f{x) = x 3 — x 2 + 4 problema 3 
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FI GURA 6.5.7 Grafica para el problema 4 
5. f{x) = x 4 - 4X 3 + 10 





FI GURA 6.5.8 Grafica para el problema 5 


6. fix) = 3x 5 - 5X 3 + 1 


y. 



FI GURA 6.5.9 Grafica para el problema 6 


En los problemas 7 y 8, aplique el metodo de la bisection 
para aproximar las coordenadas x del punto (o puntos) de 
intersection de las graficas dadas, con una precision de tres 
lugares decimales. 





FIGURA 6.5.10 Grafica para el problema 7 


= Aplicaciones diversas 

9. Bola flotante de madera Se pone en agua una esfera de 
madera de radio r. Para determinar la profundidad h a la 
que se hunde, igualamos el peso del agua desplazada y el 
de la bola (principio de Arqufmedes): 

y P w h\3r - h) = yW 3 , 

donde p w y p b son, respectivamente, la densidad del agua 
y la de la madera (FIGURA 6.5.12). Supongase que p b = 0.4p w 
yr=2 pulg. Use el metodo de la bisection para aproximar 
la profundidad h a la que se hunde la bola, con una preci- 
sion de dos lugares decimales. 



FIGURA 6.5.12 Bola flotante para el problema 9 

10. Comba de un cable La longitud L de un cable unido a 
dos suportes verticales de un puente colgante se expresa 
mediante 



donde r es la inclination de los soportes y s la comba del 
cable unido a ellos (FIGURA 6.5.13). Sea r = 400 pies y L = 
404 pies. Use el metodo de la bisection para aproximar la 
comba s del cable con una precision de dos lugares deci- 
males. [Pista: considere el intervalo [20, 30]]. 



FIGURA 6.5.13 Puente colgante para el problema 10 


6.5 Aproximacion de los ceros reales 


6.6 Funciones racionales 


■ Introduccion Muchas funciones se forman a partir de funciones polinomiales, con ope- 
raciones aritmeticas y composition de funciones (vease la seccion 5.5). En esta seccion se 
formara una clase de funciones, con el cociente de dos funciones polinomiales. 

En virtud de que los numeros racionales se forman de enteros, asf tambien una funcion 
racional se forma de funciones polinomicas. 


Definicion 6.6.1 Funcion racional 


Una funcion racional y — f(x) es una funcion que tiene la forma 


/M - 

n ' cur 


en donde P y Q son funciones polinomiales. 


( 1 ) 


Por ejemplo, las siguientes funciones son racionales: 


y = 


x 2 + 5’ 


polinomio 



t 


La funcion 



no es una funcion racional. En (1), no se puede permitir que el denominador sea cero. Entonces, 
el dominio de una funcion racional f(x) = P(x)/Q(x) es el conjunto de todos los numeros 
reales, excepto aquellos numeros en los cuales el denominador Q(pc) sea cero. Por ejemplo, 
el dominio de la funcion racional f(x ) = (2x 3 - 1 )/( jc 2 - 9) es {x\x # -3, x # 3}, o 
bien (-oo, -3) u (-3, 3) U (3, °°). No es necesario decir que tampoco se permite que el 
denominador sea el polinomio nulo, Q(x) = 0. 

■ Graficas Es un poco mas complicado graficar una funcion racional /que una funcion 
polinomial, porque ademas de poner atencion en 

• las intersecciones con los ejes, 

• la simetrfa y 

• el desplazamiento o reflexion o estiramiento de graficas conocidas, tambien se deben 
vigilar el dominio de/y 

• los grados de P(x) y Q(x). 

Estos dos ultimos temas son importantes para determinar si una grafica de una funcion racio- 
nal tiene asintotas. 

La interseccion con el eje y esta en el punto (0, /(0)), siempre que el numero 0 este en el 
dominio de/. Por ejemplo, la grafica de la funcion racional f(x) = (1 — x)/x no cruza el eje y, 
porque /(O) no esta definida. Si los polinomios l\x) y Q(x) no tienen factores comunes, enton- 
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ces las intersecciones con el eje x en la grafica de la funcion rational /(x) = P(x)/ Q(x) son los 
puntos cuyas abscisas son las rafces reales del numerador P(x). En otras palabras, la unica 
forma en que/(x) = P(x)/Q(x) = 0 es hacer que P{x) = 0. La grafica de una funcion rational 
/es simetrica con respecto al eje y si/(— x) = f(x), y simetrica con respecto al origen si f(~x) 
= — f(x). Como es facil localizar una funcion polinomial par o impar, una forma facil de 
determinar la simetrfa de la grafica de una funcion rational es la siguiente. Se considera que 
P(x) y Q(x) no tienen factores comunes. 

• El cociente de dos funciones pares es par. (2) 

• El cociente de dos funciones impares es par. (3) 

• El cociente de una funcion par y una impar es impar. (4) 

Vease el problema 48, en los ejercicios 6.6. 

Y a hemos visto las graficas de dos funciones rationales simples, y— l/x y y = \lxr, en las 
figuras 5.2. le) y 5.2.1/). Se pide al lector que repase ahora esas graficas. Note que I\x) = 1 es 
una funcion par, y que Q(x) = x es una funcion impar, por lo que y = 1 lx es una funcion 
impar, de acuerdo con (4). Por otra parte, P{x) = 1 es una funcion par, asf como Q(x) = x 2 , 
por lo que y = l/x 2 es una funcion impar, de acuerdo con (2). 


Funcion reciproca desplazada 


Graficar la funcion fix) = 

x - 1 

Solution La grafica no tiene simetrfa, porque Q(x) — x — 1 no es funcion par ni impar. 
Como /(0) = —2, la intersection con el eje y esta en (0, —2). Como P(x) = 2 nunca es 0, 
no hay intersecciones con el eje x. Tambien, el lector debe reconocer que la grafica de esta 
funcion rational es la de la funcion reciproca y = l/x, estirada verticalmente en un factor 
de 2, y trasladada 1 unidad hacia la derecha. El punto (1, 1) esta en la grafica de y — l/x; 
en la FIGURA 6.6.1, despues del estiramiento vertical y el desplazamiento horizontal, el 
punto correspondiente en la grafica de y = 2/(x — 1) es (2, 2). 

La recta vertical x = 1 , y la recta horizontal y = 0 (la ecuacion del eje x) tienen especial 
importancia en esta grafica. 

La linea interrumpida vertical x = 1 de la figura 6.6.1, es el eje y de la figura 5.2. le), 
desplazado 1 unidad hacia la derecha. Aunque el numero 1 no esta en el dominio de la 
funcion dada, se puede evaluar/en valores de x cercanos a 1. Por ejemplo, se puede veri- 
ficar que 


X 

0.999 

1.001 

fix) 

-2 000 

2 000 


Esta tabla muestra que en el caso de valores de x cercanos a 1, los valores correspondien- 
tes de la funcion f(x) tienen valor absoluto grande. Por otra parte, en el de valores de x 
cuando x | es grande, los valores correspondientes de la funcion /(x) son cercanos a cero. 
Por ejemplo, el lector puede comprobar que 


X 

-999 

1001 

fix) 

-0.002 

0.002 


Desde el punto de vista geometrico, cuando x tiende a 1, la grafica de la funcion tiende a 
la recta vertical x = 1, y cuando | x | aumenta sin limite, la grafica de la funcion tiende a la 
recta horizontal y = 0. = 



FIGURA 6.6.1 Grafica de la funcion 
del ejemplo 1 
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■ Notacion Para indicar que x se aproxima a un numero a se usa la notation 

• x — > a ~, para decir que x tiende a a desde la izquierda, esto es, a traves de numeros 
que son menores que a; 

• x — > a + , para decir que x tiende a a desde la derecha, esto es, a traves de numeros que 
son mayores que a, y 

• x — > a, para decir que x tiende a a desde la izquierda y tambien desde la derecha. 
Tambien se usan los sfmbolos de infinito, asf como la notacion 

• x— > — 00 para indicar que x se vuelve no acotado en la direccion negativa, y 

• x — > °° para indicar que x se vuelve no acotado en la direccion positiva. 

^ Se dan interpretaciones parecidas a los simbolos/(x) — > — °° y f(x) — > oo. Estas notaciones son 
una forma comoda de describir el comportamiento de una funcion ya sea cerca de un numero 
x = a, o cuando x aumenta hacia la derecha o disminuye hacia la izquierda. Asf, en el ejem- 
plo 1 se ve que, de acuerdo con (5) y la figura 6.5.1, 

f(x) — > — oo cuando x — > 1“ y f(x) —> °° cuando x — > 1 + . 

En palabras, la notacion del renglon anterior quiere decir que los valores de la funcion decre- 
cen sin lfmite cuando x tiende a 1 desde la izquierda, y que los valores de la funcion crecen 
sin lfmite cuando x tiende a 1 desde la derecha. De acuerdo con (6) y la figura 6.6.1, tambien 
debe quedar claro que 

f(x) — > 0 cuando x — 00 y f(x) — > 0 cuando x — > °°. 


■ As int ota s En la figura 6.6.1, la recta vertical cuya ecuacion es x = 1 se denomina asfn- 
tota vertical de la grafica de /, y la recta horizontal cuya ecuacion es y — 0 se llama 
asfntota horizontal de la grafica de/. 

En esta section examinaremos tres tipos de asfntotas, que corresponden a los tres tipos de 
rectas que estudiamos en la section 4.3: rectas verticales, rectas horizontales y rectas incli- 
nadas (u oblicuas). La caracterfstica de cualquier asfntota es que la grafica de una funcion/ 
debe acercarse, o tender, a la recta. 


Definition 6.6.2 Asfntota vertical 

Se dice que una recta x — a es una asfntota vertical de la grafica de una funcion/, si 
cumple al menos una de las seis condiciones siguientes: 



cuando x — > a~, 

/(*)-»“ 

cuando x — > a~, 


/(*)--“ 

cuando x — > a + . 

/(*)-►“ 

cuando x — > a + . 

(7) 


' cuando x — > a. 

/(*)-►“ 

cuando x — > a. 



La FIGURA 6.6.2 ilustra cuatro de las posibilidades que indica (7) sobre el comportamiento 
no acotado de una funcion/cerca de una asfntota vertical x = a. Si la funcion tiene la misma 
clase de comportamiento no acotado desde ambos lados de x = a, se expresa ya sea como 

f(x) — > oo cuando x — > a, (8) 

obiencomo f{ x ) cuando x->a. (9) 

En la figura 6.6.2 d) se ve que/(x) — > oo cuando x — » a~ y que/(x) — » °o cuando x — > a + \ por 
consiguiente, se escribe /(x) — > oo cuando x — » a. 
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a) fix) -¥ 00 cuando x — > a b)f(x) — > cuando x —> a + c)f(x) — > °° cuando x — > a , d)f{x) — » °° cuando x 

fix) — > -oo cuando x — > a + 


FIGURA 6.6.2 La recta x = a es una asmtota vertical 


Si x = a es una asmtota vertical de la grafica de una funcion rational f(x) = P(x)/Q(x), 
entonces, los valores de la funcion f(x) se vuelven no acotados cuando x tiende a a desde 
ambos lados, esto es, desde la derecha ( x — > a + ) y tambien desde la izquierda (x — > a~). Las 
graficas de las figuras 6.6.2c) y 6.6.2 d) (o la reflexion de esas graficas en el eje x) son graficas 
tfpicas de una funcion racional con una sola asmtota vertical. Como se ve en esas figuras, una 
funcion racional con una asmtota vertical es una funcion discontinua. Hay una interrupcion 
infinita en cada grafica, en x = a. Como se ve en las figuras 6.6.2c) y 6.6.2 d), una sola asm- 
tota vertical divide al piano xy en dos regiones, y dentro de cada region hay una sola parte, o 
rama, de la grafica de la funcion racional /. 


Definicion 6.6.3 Asmtota horizontal 

Se dice que una recta y = c es una asmtota horizontal de la grafica de una funcion/, si 
f(x) — > c cuando x — > — 00 o si f(x) — » c cuando x — » 00 . (10) 


En la FIGURA 6.6.3 hemos ilustrado algunas asfntotas horizontales tfpicas. Se ve que, junto 
con la figura 6.6.3 d), en general la grafica de una funcion puede tener cuando mucho dos 
asfntotas horizontales, pero que la grafica de una funcion rational (f(x) = f\x)KQ{x) puede ^ Recuerde esto. 
tener una, cuando mucho. Si la grafica de una funcion racional/tiene una asmtota horizontal 
y = c, entonces, como se ve en la figura 6.6.3c), 

f(x) — > c cuando x — > — 00 y f(x) —> c cuando x —> °°. 

El ultimo renglon es una descripcion matematica del comportamiento en los extremos de 
la grafica de una funcion racional con asmtota horizontal. Tambien, la grafica de una funcion 
nunca puede cruzar una asmtota vertical; pero, como se ve en la figura 6.6.3a), una grafica 
sf puede cruzar una asmtota horizontal. 
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Definition 6.6.4 

Asmtota oblicua 


Se dice que una recta y = mx + b, m + 0, es una asmtota inclinada, o asmtota oblicua. 

de la grafica de 

una funcion/, si 


o bien 

/(x) — > mx + b cuando x — > — 00 
/(x) — > mx + b cuando x — > 

(ID 



FIGURA 6.6.4 La asmtota oblicua es 
y = mx + b 


La notation en (11) quiere decir que la grafica de/tiene una asmtota oblicua siempre 
que los valores de la funcion f(x) se aproximan cada vez mas a los valores de y en la recta 
y = mx + b, cuando el valor absolute de x crece. Otra forma de enunciar (11) es esta: una 
recta y = mx + b es una asmtota oblicua de la grafica de/, si la distancia vertical d(x) entre 
los puntos con la misma abscisa, en las dos graficas, satisface 

d(x) = f(x) — (mx + b) — > 0 cuando x — > — °° o cuando x — > °°. 

Vease la FIGURA 6.6.4. Se nota que si una grafica de una funcion rational /(x) = P(x)/Q(x) posee 
una asmtota oblicua, puede tener asmtotas verticales, pero no puede tener una asmtota hori- 
zontal. 

Desde el punto de vista practico, las asmtotas verticales y horizontales de la grafica de 
una funcion racional / se pueden determinar por inspection. Entonces, para fines de esta 
description, supongamos que 


/(*) = 


P(x) 

Q(x) 


a n x n + a„- 1 x n 1 + • • • + a { x + a 0 
b m x m + b m _ 1 x m_1 + • • • + bix + b 0 ’ 


*0,b m * 0 , 


( 12 ) 


representa una funcion racional general. 


■ Determination de asmtotas verticales Supongamos que los polinomios P(x) y Q(x) en 
(12) no tienen factores comunes. En ese caso: 

• Si a es un numero real tal que Q(a) = 0, la recta x = a es una asmtota vertical de la 
grafica de/. 

Debido a que Q(x) es un polinomio de grado m, puede tener hasta m races reales, y entonces 
la grafica de una funcion racional /puede tener hasta m asmtotas verticales. Si la grafica de 
una funcion racional/tiene, por ejemplo, k asmtotas verticales ( k < m), entonces las k rectas 
verticales dividen al piano xy en k + 1 regiones. Por tanto, la grafica de esta funcion racional 
tendrfa k + 1 ramas. 


MEIISHIsH Asmtotas verticales 

, , 2x + 1 

a) Por inspection de la funcion racional f(x) = 2 — se observa que el denominador 

Q(x) = x 2 — 4 = (x + 2) (je — 2) = 0 en x = — 2 y en x = 2. Son las ecuaciones de las 
asmtotas verticales de la grafica de/ Esta grafica tiene tres ramas: una a la izquierda 
de la recta x = —2, una entre las rectas x = — 2 y x = 2, y una a la derecha de la recta 
x = 2. 

b ) La grafica de la funcion racional /(x) = 2 + — no tiene asmtotas verticales, 

porque Q(x) = x 2 + x + 4=40 para todos los numeros reales. = 

■ Determination de las asintotas horizontales Cuando describimos el comportamiento 
en los extremos de un polinomio P(x) de grado n hicimos notar que P(x) se comporta como 
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y = a n x n , esto es, P(x) ~ a„x", para valores absolutos grandes de x. En consecuencia, 
ve en 


1 


a n x n I + a n - x x n 1 + • ■ ■ + a x x + a 0 | 
/(*) = 

b m x m | + b m -iX m + ■ ■ • + b\X + &p| 


que /(x) se comporta como y = - — x" m porque fix) ~ — = - x" m para x ->-±00. 

Portanto: b " 


Si n = m, 


Si n < m. 


0 


/(*)« 




a„ 


cuando x — > ± 00. 



0 cuando x — > 


±00. 


( 13 ) 


( 14 ) 


Si 



cuando * — » ± 


( 15 ) 


De acuerdo con (13), (14) y (15), sacamos en claro las tres propiedades siguientes de las 
aslntotas horizontales de la grafica de/(jc) = P(x)/Q(x): 

• Si el grado de P(x) = grado de Q(x), entonces y = a n /b m (el cociente de 

los primeros coeficientes) es una aslntota horizontal. (16) 

• Si el grado de P(x) < grado de Q(x), entonces y = 0 es una asintota horizontal. (17) 

• Si el grado de P(x) > grado de Q(x), entonces la grafica de/no tiene 

aslntota horizontal. (18) 


H3S3QEEI Asmtotas horizontales 

Determinar si la grafica de cada una de las funciones racionales tiene una aslntota hori- 
zontal 


a) f(x) = 


3x 2 + 4x - 1 
8x 2 + x 


b) f(x) = 


4x 3 + 7x + 8 
2x 4 + 3jc 2 - x + 6 


c) f(x) = 


5x 3 + x 2 + 1 
2x + 3 


Solucion 

a ) Como el grado del numerador 3X 2 + 4x — 1 es igual al grado del denominador 8X 2 + x 
(ambos grados son 2), de acuerdo con (13): 

fix) « \x 1 ~ 1 = | cuando x ->• ± 
o o 

Como se resume en (16), y = | es una aslntota horizontal de la grafica de/. 

b ) En vista de que el grado del numerador 4x 3 + 7x + 8 es 3, y que el grado del deno- 
minador 2x 4 + 3X 2 — x + 6 es 4 (y 3 < 4), de acuerdo con (14), 

4 2 

fix) 5=3 2'*' 3 4 = x ~ > ^ cuando x — > ± °°. 

Como se resume en (17), y = 0 (el eje x) es una aslntota horizontal de la grafica de/. 


6.6 Funciones racionales 


305 


c) Como el grado del numerador 5x 3 + x 2 — 1 es 3 y el del denominador 2x + 3 es 1 
(y 3 > 1), de acuerdo con (15): 

fix) ~ 00 cuando * -> ± 

Como se indica en (18), la grafica d e/no tiene asmtota horizontal. = 


En los ejemplos de graficado que siguen supondremos que l\x) y Q(x) en (12) no tienen 
factores comunes. 


Grafica de una funcion racional 

3 - x 

Graficar la funcion f(x) = — — — . 

Solucion Algo de lo que se debe buscar para trazar la grafica de/es lo siguiente: 
Simetria : No tiene simetrfa. P(x) = 3 — x y Q(x) = x + 2 no son pares ni impares. 

Intersecciones : /( 0) = § y entonces la interseccion con el eje y esta en (0, §). A1 igualar 
P(x) = 0, o 3 — x = 0, se ve que 3 es una raiz de P. La unica interseccion con el eje x esta 
en (3, 0). 

Asintotas verticales: A1 igualar (fix) = 0 o x + 2 = 0, se obtiene x = —2. La recta x = —2 
es una asmtota vertical. 



del ejemplo 4 


Ramas: Como solo hay una sola asmtota vertical, la grafica de/consiste en dos ramas 
distintas, una a la izquierda de x = — 2 y una a la derecha de x = —2. 

Asmtota horizontal. El grado de P y el grado de Q son iguales (a 1), y entonces la grafica de/ 
tiene una asmtota horizontal. A1 reacomodar a/en la forma f(x) = — X + ^ se ve que la 

relacion de los primeros coeficientes es — 1/1 = — 1 . 

De acuerdo con (16), la recta y = — 1 es una asmtota horizontal. 


Grafica: Se trazan las asintotas vertical y horizontal usando lineas interrumpidas. La 
rama derecha de la grafica de/se traza pasando por las intersecciones con los ejes (0, |) 
y (3, 0), de tal manera que tienda a ambas asintotas. La rama izquierda se traza abajo de 
la asmtota horizontal y — — 1. Si la dibujaramos arriba de la asmtota horizontal, deberia 
estar cerca de la asmtota horizontal desde arriba y cerca de la asmtota vertical desde la 
izquierda. Para hacerlo, la rama de la grafica deberia cruzar el eje x, pero como no hay 
mas intersecciones con el eje x, eso es imposible. Vease la FIGURA 6.6.5. = 


_ Ejemplo 4 con transformaciones 

A veces pueden ser utiles la division entre polinomios y las transformaciones rfgidas para 
graficar funciones racionales. Notese que si se hace la division en la funcion/del ejemplo 
4, se ve que 

fix ) = 3 + 2 es lo mismo que f(x) = -1 + 2 ~ 

Entonces, comenzando con la grafica de y = 1/x, la estiramos verticalmente en un factor 
de 5. A continuacion, desplazamos la grafica de y = 5/x dos unidades hacia la izquierda. 
Por ultimo, desplazamos y = 5/(x + 2) una unidad verticalmente hacia abajo. El lector 
debe verificar que el resultado neto es la grafica de la figura 6.6.5. = 
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H3EEEE0 Grafica de una funcion racional 


Graficar la funcion f{x) = y 2 . 

Solution 


Simetria : Ya que P{x) = x es impar, y fix) = 1 — x 2 es par, el cociente P(x)/fix) es impar. 
La grafica de/es simetrica con respecto al origen. 

Intersecciones : /(0) = 0, y entonces la interseccion con el eje y esta en (0, 0). Al igualar 
P{x) = x = 0 se obtiene x = 0. Por lo anterior, las unicas intersecciones con los ejes estan 
en (0, 0). 

Asintotas verticales: Al igualar fix) = 0, o 1 — x 2 = 0, se obtienen x = — 1 y x = 1. Las 
rectas x = — 1 y x = 1 son asintotas verticales. 


Ramas : Como hay dos asintotas verticales, la grafica de/consiste en tres ramas distintas, 
una a la izquierda de la recta x = - 1 , una entre las rectas x = — 1 y x = 1 , y una a la de- 
recha de la recta x = 1. 


Asmtota horizontal : Como el grado del numerador x es 1, y el grado del denominador 
1 — x 2 es 2 (y 1 < 2), de acuerdo con (14) y (17), y = 0 es una asmtota horizontal de la 
grafica de/. 

La grafica: Se puede trazar la grafica de x > 0 y a continuacion aplicar la simetria para 
obtener la parte restante de la grafica de x < 0. Comenzaremos trazando las asintotas ver- 
ticales con lrneas interrumpidas. El medio ramal de la grafica de/en el intervalo [0, 1) se 
traza comenzando en (0, 0). La funcion /debe crecer, porque P(x) = x > 0, y Q(x) = 1 — 
x 2 > 0 indican que/(x) > 0 para 0 < x < 1. Eso implica que cerca de la asmtota vertical 
x = 1, /(x) —> 00 cuando x — > 1 _ . La rama de la grafica para x > 1 se traza abajo de la 
asmtota horizontal y = 0, porque P{x) = x > 0 y (fix) = 1 — x 2 < 0 implica que/(x) < 0. 
Entonces, /(x) — > — cuandox — > l + y/(x) — > 0 cuando x — > °°. El restode la grafica, 
para x < 0, se obtiene reflejando la grafica para x < 0 en el origen. Vease la FIGURA 6.6.6. = 



del ejemplo 6 


LESSEES Grafica de una funcion racional 

Graficar la funcion /(x) = ^ ^ — 2 . 

Solucion La funcion/se parece a la funcion del ejemplo 6, porque/es una funcion impar, 
(0, 0) es el unico cruce de esta grafica con los ejes, y su grafica tiene la asmtota horizontal. Sin 
embargo, observese que como 1 + x 2 > 0 para todos los numeros reales, no hay asintotas 
verticales, y entonces no hay ramas; la grafica es una curva continua. Para x ^ 0, la grafica 
pasa por (0, 0) y entonces debe crecer, porque/(x) > 0 para x > 0. Tambien,/debe llegar a un 
maximo local para luego decrecer, a fin de satisfacer la condition /(x) — > 0 cuando x — > °°. 
Como se vio en la section 6. 1, el lugar exacto de este maximo local se puede obtener con 
las tecnicas del calculo. Por ultimo, se refleja la parte de la grafica para x > 0 respecto al 
origen. Esa grafica debe verse algo asf como la de la FIGURA 6.6.7. = 



del ejemplo 7 


■ Determination de asintotas oblicuas Supongamos de nuevo que los polinomios P{x) y 
(fix) en (1 1) no tienen factores comunes. En ese caso, se puede reconocer la existencia de una 
asmtota oblicua como sigue: 

• Si el grado de P(x) es precisamente uno mas que el grado de fix); esto es, si el grado 
de fix) es m y el grado de P(x) es n = m + 1 , entonces la grafica de/tiene una asmtota 
oblicua o inclinada. 

La asmtota oblicua se determina por simple division entre polinomios. Al dividir P(x) entre 
fix) se obtiene un cociente que es un polinomio lineal mx + b, y un polinomio residuo 

m 
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( 19 ) 


/(*) = 


P(xY 

Q(x) 


= mx + b + 


*(*) 

fi(x)* 


Como el grado de R(x) debe ser menor que el grado del divisor Q(x), entonces R{x)lQ{x) — » 0 
cuando x — > y cuando x — > y en consecuencia 

/(x) — ► mx + b cuando x — > — 00 y /(x) —> mx + b cuando x — > 00 . 

En otras palabras, una ecuacion de la asintota oblicua es y = mx + b, donde mx + b es el 
cociente de (19). 

Si el denominador Q(x) es un polinomio lineal, se puede aplicar entonces la division 
sintetica. 


| Grafica con una asintota oblicua 


Graficar la funcion f(x) = - 

Solucion 


Simetria : No hay simetrfa. P{x) = x 2 — x — 6 y Q(x) = x — 5 no son pares ni son impares. 

Intersecciones : /( 0) = j , y entonces la interseccion con el eje y esta en (0, f ) . A1 igualar 
P(x) = 0, es decir, x 2 — x — 6 = 0, o (x + 2) (x — 3) = 0 se ve que — 2 y 3 son raices de 
P(x). Las intersecciones con el eje x estan en (—2, 0) y en (3, 0). 

Asmtotas verticales : Si se iguala Q{x) = 0, o x — 5 = 0, el resultado es x = 5. La recta 
x = 5 es una asintota vertical. 


Ramas : La grafica de/consta de dos ramas, una a la izquierda de x = 5 y una a la derecha 
dex = 5. 


Asintota horizontal: No hay. 

Asintota oblicua: Como el grado de P(x) = x 2 — x — 6 (que es 2) es exactamente una 
unidad mas grande que el grado de Q(x) = x — 5 (que es 1), la grafica de/(x) tiene una asin- 
tota oblicua. Para determinarla se divide P(x) entre <2(x). Debido a que <2(x) es un polinomio 
lineal, se puede aplicar la division sintetica: 


5 J 1 -1 -6 

5 20 

1 4 [14. 



FI GURA 6.6.8 Grafica de la funcion 
del ejemplo 8 


Recuerde que esta notacion quiere decir que 


x 2 - x - 6 

7^5 


+ 4 + 


14 

x - 5' 


Notese de nuevo que 14/ (x — 5) — >0 cuandox — > ± °°. Por consiguiente, la recta 
y = x + 4 es una asintota inclinada. 

La grafica: Con la informacion anterior se obtiene la grafica de la FIGURA 6.6.8. Las asmtotas 
son las lineas interrumpidas de la figura. = 
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THTSCT Grafica con una asfntota oblicua 


Por inspeccion debe verse que la grafica de la funcion racional f(x) = - 


tiene una asfntota oblicua, pero no tiene asmtotas verticales. Como el denominador es un 
polinomio cuadratico, recurrimos a la division, para obtener 


La asfntota oblicua es la recta y = x. La grafica no tiene simetrfa. La interseccion con el 
eje y esta en (0, 12). La carencia de asfntotas verticales indica que la funcion/es continua; 
su grafica consiste en una curva ininterrumpida. Como el numerador es un polinomio de 
grado impar, al menos tiene una rafz real. Ya que x 3 — 8x + 12 = 0 no tiene rafces racio- 
nales, se usan tecnicas de aproximacion, o de graficacion, para demostrar que la ecuacion 
solo tiene una rafz irracional real. Por lo anterior, la interseccion con el eje x esta aproxi- 
madamente en (—3.4, 0). La grafica de/se ve en la FIGURA 6.6.9. Observe que la grafica de 
/ cruza a la asfntota oblicua. = 



del ejemplo 9 


■ Grafica con un agujero En la description de las asmtotas de funciones rationales supu- 
simos que los polinomios P(x) y Q(x) en (1) no tienen factores comunes. Ahora sabemos que 
si a es un numero real tal que Q(a) = 0 y P(x) y Q(x) no tienen factores comunes, entonces la 
recta x = a es una asfntota vertical de la grafica de/. Como Q es un polinomio, entonces, de 
acuerdo con el teorema del factor, Q(x) = (x — a) q(x). La hipotesis de que el numerador P y 
el denominador Q no tienen factores comunes indica que x — a no es un factor de P, y enton- 
ces P{a) =h 0. Cuando P(d) = 0y Q(a) = 0, entonces x = a podria no ser una asfntota vertical. 
Por ejemplo, cuando a es una raiz simple tanto de P como de Q, entonces x = a no es una 
asfntota vertical de la grafica de f(x) = !\x)/Q(x). Para verlo, de acuerdo con el teorema del 
factor, si P{a) = 0 y Q[a) = 0, entonces x — a es un factor comun de P y Q: 

P{x) = (x - a)p(x) y Q(x) = (x - a)q(x), 


donde p y q son polinomios tales que p{a) + 0 y q[a) A 0. Despues de simplificar 


f( wa ftPfr) = X*— -t*? PM = PW 

Q{x) lpc-—Tf)q{x) q(x)’ 

se ve que/(x) es indefinida en a, pero los valores de la funcion /(x) no crecen o decrecen sin 
lfmite cuando x — > a - o cuando x — > a + , porque q(x) no tiende a 0. Por ejemplo, en la seccion 
5.4 vimos que la grafica de la funcion racional 


f(x) = 


2 - 4 (x- 2)(jc + 2) 


+ 2, x + 2, 


basicamente es una recta. Pero como/(2) no esta definida, no hay punto (2,/(2)) en la curva. 
En su lugar, hay un agujero en la grafica en el punto (2, 4). Vease la figura 5.4.5a). 


| Grafica con un agujero 


Graficar la funcion /(x) = - 


Solution Aunque x 2 — 1 = 0 para x = — 1 y x = 1, solo x = 1 es una asfntota vertical. 
Notese que el numerador P(x) y el denominador Q(x) tienen el factor comun x + 1, que se 
anula siempre que x A — 1 : 


la igualdad es cierta para x # — 1 
4 


fix) = 


- 3) 

iJ^tJix - 1 ) 


x - 3 
x - f 


( 20 ) 


6.6 Funciones racionales 



del ejemplo 10 



Asf vemos que, de acuerdo con (20), no hay interruption infinita en la grafica en x — — 1 . 
x — 3 

Se hace la grafica de y = -,x t- — 1, observando que la intersection con el ejeyesta 


en (0, 3), una intersection con el eje x es (3, 0), una asmtota vertical e.s x = 1 y una 
asmtota horizontal es y = 1. La grafica de esta funcion tiene dos ramas, pero la rama a 
la izquierda de la asintota vertical x = 1 tiene un agujero en ella, que corresponde al punto 
(-1, 2). Vease la FIGURA 6.6.10. = 


Notas para el salon de closes 

Cuando se les pregunta si alguna vez han oido la afirmacion “ una asmtota es una recta a 
la que la grafica se aproxima, pero no corta ”, una cantidad sorprendente de alumnos 
levanta la mano. Primero, debemos aclarar que la afirmacion es falsa, una grafica puede 
cruzar una asintota horizontal y tambien una asintota oblicua. Una grafica nunca puede cru- 
zar una asintota vertical x = a, porque en forma inherente la funcion es indefinida en 
x = a. Hasta se pueden determinar los puntos donde una grafica cruza a una asmtota 

horizontal o una oblicua. Por ejemplo, la funcion racional fix) = — y — tiene la asm- 

tota horizontal y = 1 . La determination de si la grafica de/corta la recta horizontal y = 1 , 
equivale a preguntar si y = 1 esta en el contradominio de la funcion/. Si se iguala/(x) a 
1, esto es. 


x 2 -|- 2x 

— — = 1 implicaque x 2 + 2x = x 2 — 1 y x = — 

Como x = —\ esta en el dominio de/, la grafica de/interseca la asmtota horizontal en 
( — 2, /( — 2)) = ( — j, l). Observese, en el ejemplo 9, que se puede determinar el punto 
en el que la asmtota inclinada cruza a la grafica de y = x, resolviendo/(x) = x. El lector dehe 
verificar que el punto de intersection es (5, |). Veanse los problemas 31 a 36 de los ejer- 
cicios 6.6. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-17. 


En los problemas 1 y 2 use una calculadora para llenar la 
tabla de la funcion racional 



1. x = 3 es una asmtota vertical de la grafica de/ 


X 

3.1 

3.01 

3.001 

3.0001 

3.00001 

fix ) 






X 

2.9 

2.99 

2.999 

2.9999 

2.99999 

fix ) 







2. y = 2 es una asmtota horizontal de la grafica de/ 


X 

10 

100 

1000 

10 000 

100 000 

fix ) 






X 

-10 

-100 

-1 000 

-10000 

-100000 

fix ) 







En los problemas 3 a 22 determine las asmtotas verticales y 
horizontales de la grafica de la funcion racional indicada. 
Determine las intersecciones con los ejes de la grafica. Trace 
un bosquejo de la grafica de/ 
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3 . /(*) = 

4- fix) = ~ 

5- fix) = - 

6- fix) = 
r fix) = 

8- fix) = 

9- fix) = 

10 . fix) = 

11. fix) = 

12. fix) = 


x-2 

4 


2x - 5 
4x — 9 
2x + 3 
2x + 4 
x-2 
1 - x 
x + 1 
2x - 3 


(x - l) 2 


(x + 2) 3 


13. fix) = -3 
x 

14- /(x) = J 
IB- fix) = ^ 

16. fix) =-^ 

17. /(x) = 


>(x - 2) 


18. /(x) = 

19. /(x) = 

20. /(x) = - 

21. fix) = ' 


x 2 - 2x - 8 
1 -x 2 


fix) = 


ix - l) 2 
xjx - 5) 


23. fix) = - 

24. fix) = - 

25. fix) = - 

26. /(x) = 

27. /(x) = 

28. fix) = 

29. /(x) = 

30. fix) 


x + 2 
x 2 - 2x 
x + 2 

x 2 - 2x - 3 
x - 1 
-ix - l) 2 


5x(x + l)(x - 4) 


En los problemas 3 1 a 34, determine el punto donde la gra- 
fica de/cruza su asmtota horizontal. Trace la grafica de/. 


31- fix) = 

32- fix) = 

33. fix) = 

34. fix) « 


x 2 + 3 
ix ~ 3) 2 
x 2 — 5x 
4x(x - 2) 

(x - 3)(x + 4) 
2x 2 

x 2 + X + 1 


En los problemas 35 y 36 determine el punto donde la grafica 
de/cruza su asmtota oblicua. Use una funcion de graficacion 
para obtener la grafica de/y la asmtota oblicua, en el mismo 
piano coordenado. 


35. fix) = 

36. fix) = 


3 - 3x 2 + 2x 
x 2 + 1 
3 + 2x - 4 


En los problemas 23 a 30, determine las asmtotas verticales y 
oblicuas de la grafica de la funcion rational indicada. 
Determine las intersecciones con los ejes de la grafica. Trace 
esa grafica. 


En los problemas 37 a 40, determine una funcion racional 
que satisfaga las condiciones indicadas. No hay una respuesta 
unica. 

37. asmtota vertical: x = 2 
asmtota horizontal: y = 1 
intersection con el eje x en (5, 0) 

38. asmtota vertical: x = 1 
asmtota horizontal: y = — 2 
intersection con el eje y en (0, -1) 


6.6 Funciones rationales 
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39. asmtotas verticales: x = — 1, x = 2 
asmtota horizontal: y = 3 
intersection con el eje x en: (3, 0) 

40. asmtota vertical: x = 4 
asmtota inclinada: y = x + 2 


46. Potencia La potencia electrica P producida por cierta 
fuente se determina con 


P = 


E 2 r 

R 2 + 2Pr + r 2 ’ 


En los problemas 41 a 44, determine las asmtotas y todos los 
agujeros que haya en la grafica de la funcion racional indi- 
cada. Determine las intersecciones con los ejes de la grafica. 
Trace esa grafica. 


41. 


/(*) = 


x 2 - 1 

x - 1 


42. f(x) = ~ 


43. fix) = 


x(x 2 + Ax + 3) 


44. 


/(*) = 


x 3 + 8 
x + 2 


en donde E es el voltaje de la fuente, R es la resistencia de 
la fuente y r es la resistencia en el circuito. Trace la grafica 
de P en funcion de r, empleando los valores E = 5 volts 
y R = 1 ohm. 

47. Intensidad de iluminacion La intensidad de iluminacion 
debida a una fuente luminosa, en cualquier punto, es direc- 
tamente proporcional a la intensidad de la fuente e inversa- 
mente proporcional al cuadrado de la distancia a la fuente. 
Si hay dos fuentes con intensidades de 16 unidades y 2 
unidades, y estan a 100 cm de distancia, como se ve en la 
FIGURA 6.6.12, la intensidad de iluminacion 7 en cualquier 
punto p entre ellas se calcula con 

, . _ 16 2 
7 x ~^ + (100 - x) 2 ’ 


= Aplicaciones diversas 

45. Resistores en paralelo Un resistor de 5 ohms yun resis- 
tor variable se conectan en paralelo como se ve en la 
FIGURA 6.6.11. La resistencia R que resulta (en ohms) se 
relaciona con la resistencia r (en ohms) del resistor varia- 
ble, mediante la ecuacion 



Trace la grafica de R en funcion de r, para r > 0. ^Cual es 
la resistencia R que resulta cuando r se vuelve muy 
grande? 


en donde x es la distancia a la fuente de 16 unidades. 
Trace la grafica de 7(x) para 0 < x < 100. Describa el 
comportamiento de 7(x) cuando x — > 0 + . Descrfbalo 
cuando x — > 100 - . 


fuente de 
16 unidades 


fuente de 
2 unidades 



FIGURA 6.6.12 Dos fuentes luminosas del problema 47 


5 ohms 





FIGURA 6.6.11 Resistores paralelos 
del problema 45 


= Para la discusion 

48. Suponga que /(x) = P(x)/Q(x). Demuestre las reglas de 
simetrfa (2), (3) y (4) en el caso de funciones racionales. 

49. Forme una funcion racional /(x) = P(x)/Q(x) cuya grafica 
cruce dos veces su asmtota oblicua. Suponga que P(x) y 
Q(x) no tienen factores comunes. 

50. Construya una funcion racional /(x) = P(x)/Q(x) cuyas 
graficas tengan dos discontinuidades. 
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- 


Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Funcion polinomial: 
grado 

termino principal 
termino constante 
Graficas: 
simetna 
intersecciones 
punto de inflexion 
comportamiento extremo 
Cero de una funcion polinomica: 
simple 

de multiplicidad m 


Fraccion propia 
Fraccion impropia 
Algoritmo de la division 
Teorema del residuo 
Division sintetica 
Teorema del factor 
Teorema fundamental del algebra 
Factorization lineal completa 
Teorema de ceros conjugados 
Teorema de las rafces racionales 
Funcion continua 
Teorema del valor intermedio 


Metodo de la bisection 
Funcion racional: 

ramas de una grafica 
Asmtotas: 

asmtota vertical 
asmtota horizontal 
asmtota oblicua 
Discontinuidad en una grafica 


raSmaaEjercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pagina RESP-18. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 18, responda verdadero o falso: 

1. fix) 0 2x 3 - 8x” 2 + 5 no es un polinomio. 

2. fix) = x H — es una funcion racional. 

3. La grafica de una funcion polinomica no puede tener dis- 

continuidades. 

4. Una funcion polinomica de cuarto grado tiene exactamente 

cuatro ceros reales. 

5. Cuando un polinomio de grado mayor que 1 se divide por 

x + 2, el residuo siempre es una constante. 

6. Si los coeficientes a,b,cydde la funcion polin6mica/(x) 

= ax' + bx 1 + cx + d son enteros positivos, entonces f 
no tiene ceros reales positivos. 

7. La ecuacion polinomica 2x 7 = 1 — x tiene una solution 

en el intervalo [0, 1]. 

8. La grafica de la funcion racional /(x) = (x 2 + l)/x tiene 

una asmtota oblicua. 

9. La grafica de la funcion polinomica /(x) = 4x 6 + 3X 2 es 

simetrica con respecto al eje y. 

10. La grafica de una funcion polinomica que es una puncion 

impar debe pasar por el origen. 

11. Una asmtota es una recta que se acerca a la grafica de una 

funcion sin nunca cruzarla. 


12. El punto (|, |) esta en la grafica de fix) = . 

13. La grafica de una funcion racional /(x) = Pix)/Qix) tiene 

una asmtota oblicua cuando el grado de P es mayor que el 
grado de Q. 

14. Si 3 — 4 i es un cero de una funcion polinomica /(x) con 

coeficientes reales, entonces 3 + 4 i tambien es un cero de 
fix). 

15. Una funcion polinomica debe tener cuando menos un cero 

racional. 

16. Si 1 + i es un cero de/(x) = x 3 — 6x 2 + lOx — 8, enton- 
ces 4 tambien es un cero de/ 

17. La funcion continua /(x) = x 6 + 2X 5 — x 2 + 1 tiene un 

cero real dentro del intervalo [—1, 1]. 

18. Cuando /(x) = x 50 + 1 se divide por g(x) — x — 1, el 

residuo es/(l) = 2. 

= B. Llenar los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 12, llene los espacios en bianco. 

1. El grafico de la funcion polinomica/(x) = x 3 (x — l) 2 (x — 
5) es tangente al eje x en y pasa por el eje x en 


2. Una funcion polinomica de tercer grado con ceros 1 y 3 i 
es . 


Ejercicios de repaso 
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3. El comportamiento extremo de la grafica de/(x) = x~(x + 
3)(x — 5) se parece a la grafica de la funcion potencial/(x) 

4. La funcion polin6mica/(jc) = x 4 — 3x? + 17x 2 — 2x + 2 

tiene (cuantos) ceros racionales posibles. 

5. Para /(x) = kx\x - 2)(x - 3), /(- 1) = 8 si k = 


6 . La interseccion con y de la grafica de la funcion racional 

2x + 8 

/W = *>-5, + 4 “ ' 

7. Las asfntotas verticales de la grafica de la funcion racional 


fix) = 


2x + 8 


x 2 — 5x + 4 

8 . Las intersecciones con x de la grafica de la funcion racio- 

x 3 - x 

nal fix') = „ son 

J w 4 — 2x 3 

9. La asmtota horizontal de la grafica de la funcion racional 

• 

10. Una funcion racional cuya grafica tiene la asmtota hori- 
zontal y = 1 e interseccion con x (3, 0) es . 


11. La grafica de la funcion racional /(x) = 3 + donde n 

es un entero no negativo, tiene la asmtota horizontal y = 
0 cuando n = . 


12. La grafica de la funcion polinomica/(x) = 3x 5 — 4X 2 + 

5x — 2 tiene cuando mucho puntos de 

inflexion. 


= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 y 2, use la division larga para dividir/(x) 
por gix). 

1. f(x) = 6X 5 - 4X 3 + 2X 2 + 4, g(x) = 2X 2 - 1 

2. f(x) = 15x 4 - 2X 3 + 8x + 6, gix) = 5x 3 + x + 2 

En los problemas 3 y 4, use la division sintetica para dividir 
fix) por g(x). 

3. fix) = lx 4 - 6X 2 + 9x + 3, gix) = x - 2 

4. fix) = 4x 3 + 7X 2 - 8x, gix) = x + 1 

5. Sin realizar la division, determine el residuo cuando/(x) = 
5x 3 - 4X 2 + 6x - 9 se divide entre g(x) = x + 3. 

6 . Use la division sintetica y el teorema del residuo para 
obtener/(c) para 

fix) = x 6 — 3x 5 + 2x 4 + 3x 3 — x 2 + 5x ■ 1 


7. Determine los valores del entero positivo n de tal modo 
que/(x) = x" + c” sea divisible por g(x) = x + c. 

8. Suponga que 

fix) = 36x 98 — 40X 25 + 18x 14 — 3x 7 + 40x 4 
+ 5xf — x + 2 

se divide por gix) = x — 1. /,Que residuo tiene? 

9. Escriba, pero no pruebe, todos los ceros racionales posibles 
de 

fix) = 8x 4 + 19X 3 + 3 lx 2 + 38x - 15. 

10. Obtenga la factorizacion completa de/(x) = I2xf + 16X 2 
+ lx + 1. 


En los problemas 1 1 y 12, verifique que cada uno de los 
numeros indicados sea un cero de la funcion polinomica/(x) 
dada. Encuentre todos los demas ceros y luego haga la facto- 
rizacion completa de/(x). 

11. 2- fix) = (x - 3) 3 + 1 

12. l;/(x) = (x + 2) 4 - 1 


En los problemas 13 a 16, obtenga el valor real de k que satis- 
face la condicion dada. 

13. El residuo de la division de/(x) =x 4 — 3 x 3 — x 2 + fex — 1 
por gix) = x — 4 es r = 5. 

14. x + 2 es factor de/(x) = 8X 2 - 4 kx + 9. 

15. x - k es factor de/(x) = 2x 3 + x 2 + 2x - 12. 


16. La grafica de /(x) = 
dad en x = k. 


- tiene una discontinui- 


En los problemas 17 y 18, encuentre una funcion polinomica 
/ del grado indicado cuya grafica esta dada en la figura. 

17. quinto grado. 



cuando c = 2. 


FIGURA 6.R.1 Grafica del problema 17 
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18. sexto grado. 



En los problemas 19 a 28, relacione la funcion racional dada 
con una de las graficas a)-j). 


g) y 


3 



FIGURA 6.R.9 

0 y\ 


2 



-2 


FIGURA 6.R.11 


h) y. 



-3 | 3 

I 

FIGURA 6.R.10 

j) 



FIGURA 6.R.12 



FIGURA 6.R.3 


FIGURA 6.R.4 


2x 

19 ‘ /W = 7TT 

20 - /to = 

21. /M=^ 

22. f{x) = 2 - ^ 


c) 



FIGURA 6.R.5 


e) yx 



jy* 

3- 

: )f' 



y 

ii 


FIGURA 6.R.7 



FIGURA 6.R.8 


23. fix) 

24. fix) 

25. /(x) 

26. /(x) 

27. /(x) 

28. /(x) 


(Jc - 2) 2 
(* ~ l ) 2 

x - 2 
x 2 - 10 
2x - 4 

-x 2 + 5x - 5 
x - 2 
2x 

x 3 + 1 
3 

x 2 + 1 


En los problemas 29 y 30, obtenga las asmtotas de la grafica 
de la funcion racional dada. Encuentre las intersecciones con 
x y y de la grafica. Dibuje la grafica de/ 


29 . fix) = 


x + 2 

x 2 + 2x - 8 


30. fix) = 


-x 3 + 2X 2 + 9 
x 2 


Ejercicios de repaso 
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31 . Explique: sin trazar la grafica ni tratar de encontrarlos, 
£por que la funcion polinomial 

fix) = 4x'° + 9x 6 + 5x 4 + 13x 2 + 3 

no tiene ceros reales? 

32 . Dibuje la grafica de fix) = — — . Con la grafica de 

x(x - 4) 

/obtenga la solution de la desigualdad 


33 . a) Demuestre que el numero V2 + V3 es un cero de la 

funcion polinomial f{x) = xt 1 Ox 2 + 1. 
b) Explique: <;Por que a) prueba que V2 + V3 es un 
numero irracional? 

34 . Considere la funcion polinomica fix) = x 3 — i, donde 

i = v= i. 

a) Compruebe que cada uno de los tres numeros — z, 

^2 + + \i es un cero de la funcion/ 

b) Tenga en cuenta en el inciso b) que cada cero no es el 
conjugado de ninguno de los otros dos ceros. Explique 
por que esto no infringe el teorema de ceros conjuga- 
dos de la seccion 6.3. 
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FUNCIONES EXPONENCIALES 



Y LOGARITMICAS 


| En este capi'tulo 

7 1 Funciones exponenciales 

72 Funciones logaritmicas 

73 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas 

74 Modelos exponenciales y logarftmicos 

75 Funciones hiperbolicas 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia En este capitulo estudiaremos dos tipos de funciones 
que aparecen a menudo en aplicaciones: las funciones exponenciales y las 
logaritmicas. 

En la actualidad recordamos a John Napier (1550-1617), el acaudalado 
polemista politico y religioso de Inglaterra, principalmente por una de sus 
digresiones matematicas: el logaritmo. En la seccion 7.2 veremos que, en 
esencia, los logaritmos son exponentes y que hay dos tipos importantes. La 
invencion del logaritmo natural se atribuye a Napier. Su amigo y colaborador, 
el matematico ingles Henry Briggs (1561-1631), ideo los logaritmos comunes 
o de base diez (decimales). El vocablo logaritmo se formo de dos palabras 
griegas: logos, que significa razon o relation, y arithmos, que significa numero. 
Por consiguiente, logaritmo es la “relation entre numeros”. Durante varios 
siglos los logaritmos se utilizaron sobre todo como auxiliares para realizar 
calculos aritmeticos complejos y tediosos. Una calculadora anterior a 1967 
era un instrumento analogico llamado “regia de calculo”. Las operaciones 
realizadas con una regia de calculo se basaban por completo en las propieda- 
des de los logaritmos. Con la invention de la calculadora electronica de mano 
en 1966 y la evolution de la computadora personal, la regia de calculo y el 
uso de los logaritmos como metodo de calculo con papel y lapiz corrieron la 
misma suerte de los dinosaurios. 


7 



■ 


La curva que 
describe la forma 
adoptada por un 
cable que cuelga 
de dos postes 
corresponde a una 
funcion 
hiperbolica 



I I 71 Funciones exponenciales 

■ Introduccion En los capitulos anteriores estudiamos funciones como f(x) = x 2 \ esto es, 
una funcion con una base variable x y una potencia o exponente constante 2. Ahora exami- 
naremos funciones como /(jc) = 2 X \ en este caso tiene una base constante 2 y un exponente 
variable x. 


Definicion 7.1.1 Funcion exponencial 

Si b > 0 y b A 1, una funcion exponencial y = f(x) tiene la forma 

f{x)=b x . (1) 

El numero b se llama base y x se llama exponente. 


El dominio de una exponencial /definida en (1) es el conjunto de todos los numeros reales 

(- 00 , 00 ). 

En (1), la base b se restringe a numeros positivos, para garantizar que b x siempre sea un 
numero real. Por ejemplo, con esta restriction se evitan numeros complejos, como (—4 )‘ /2 . 
Tambien, cuando la base b = 1, tiene poco interes para nosotros, porque (1) es la funcion 
constante /(x) = 1* = 1. Ademas, para b > 0, tenemos/(0) = b° = 1 . 

■ Exponentes Como acabamos de mencionar, el dominio de una funcion exponencial (1) 
es el conjunto de todos los numeros reales. Eso quiere decir que el exponente x puede ser un 
numero racional o irracional. Por ejemplo, si la base es b = 3 y el exponente x es un numero 
racional, por ejemplo, x = j y x = 1.4, entonces 

= y 3 1 - 4 = 3 14 / 10 = 3 7/5 = 

Para un exponente x que sea un numero irracional, b x esta definida, pero su definicion precisa 
sale del alcance de este libro. Sin embargo, se puede sugerir un procedimiento para definir 
un numero como 3^ 2 . En la representacion decimal de V2 = 1.414213562 ... se ve que 
los numeros racionales 


1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, 

se aproximan sucesivamente cada vez mas a \/2. Si se usan estos numeros racionales como 
exponentes, cabe esperar que los numeros 


gl g 1.4 g 1-41 g 1.414 g 1.4142 g 1.41421 


La definicion precisa de b 1 cuando ^ 
4 es un numero irracional requiere 
el concepto de limite. La idea de 
lrmite de una funcion es el funda- 
mento central del cdlculo diferen- 
cial e integral. 


Sean aproximaciones cada vez mejores a 3^. En realidad, se puede demostrar que esto es 
cierto, con una definicion precisa de b x para un valor irracional de x. De manera practica, 
se puede usar la tecla de una calculadora cientifica para obtener la aproximacion a 3^ 2 
= 4.728804388. 

■ Leyes de los exponentes En la mayor parte de los textos de algebra se enuncian primero 
las leyes de los exponentes enteros y despues las de los exponentes racionales. Debido a que 
se puede definir a b x para todos los numeros reales x cuando b > 0, se puede demostrar 
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que estas mismas leyes de los exponentes rigen a todos los exponentes que son numeros 
reales. 


Teorema 7.1 .1 Leyes de los exponentes 

Si a > 0, b > 0 y x, X\ y x 2 son numeros reales, entonces: 

i) b x ' ■ b x > = b x ' +x > 


m h =b " 

iv) ib x = b X ^ 

v) iab) x = a x b x 

II 


DEESES Reformulacion de una funcion 

A veces usaremos las leyes de los exponentes para reformular una funcion, en forma 
distinta. Por ejemplo, ni /(x) = 2 3x ni g(x) = 4 -2x tienen la forma precisa de la funcion 
exponencial definida en (1). Sin embargo, segun las leyes de los exponentes, / puede 
reformularse como /(x ) = 8* {b = 8 en (1)), y g se puede expresar como 
g(x) = (,' 6 ) x ( b = en ( 1 ) ). Los detalles se ven a continuacion: 

por iv) la forma es ahora b* 

l i 

f(x) = 2 3x = (2 3 ) x = 8 X , 

P l P la forma es ahora b 


■ Graficas Distinguiremos dos tipos de graficas para (1), que dependeran de si la base b 
satisface a b> 1, o si 0 < & < 1. Los dos ejemplos que siguen ilustran, una a una, las grafi- 
cas defix) = 3 X y de f{x) = {\) x . Antes de trazarlas, podemos hacer algunas observaciones 
intuitivas acerca de ambas funciones. En razon de que las bases b = 3 y b = \ son positi- 
vas, los valores de 3 X y de (j)* son positivos para todo numero real x. Ademas, ni 3 X ni (j)* 
pueden ser cero para alguna x, por lo que las graficas de/(x) = 3 x y f(x) = (j)* no interse- 
can el eje x. Tambien, 3° = 1 y (g)° = 1, por lo que/(0) = 1 en cada caso. Eso quiere decir 
que las graficas de/(x) = 3* y fix) — (3)* tienen la misma interseccion con el eje y, en 
( 0 , 1 ). 

HESSES Grafica para b > 1 

Graficar la funcion /(x) = 3 X . 

Solucion Primero se hace una tabla de algunos valores de la funcion que correspondan 
a valores preseleccionados de x. Como se ve en la FIGURA 7.1.1, se graficaron los puntos 
correspondientes que se obtuvieron de la tabla, y se unieron con una curva continua. La 
grafica muestra que/es una funcion creciente en el intervalo °°). 



del ejemplo 2 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

fix ) 

n 

1 

I 

1 

3 

9 


H3SSEB Grafica de 0 < b < 1 

Graficar la funcion fix) = (|) x . 
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del ejemplo 3 


En el caso de reflexiones en un eje ^ 
coordenado, vease el teorema 5.2.3 
en la section 5.2 


Solucion Procedemos como en el ejemplo anterior 2, y formamos una tabla de algunos 
valores de la funcion que correspondan a valores preseleccionados de x. Por ejemplo, 
notese que, segun las leyes de los exponentes, 

/(— 2) = Ci)“ 2 = (3- 1 )- 2 = 3 2 = 9. 

Como se ve en la FIGURA 7.1.2, se graficaron los puntos correspondientes que se sacaron 
de la tabla, y se unieron con una curva continua. En este caso, la grafica muestra que/es 
una funcion decreciente en el intervalo (— °°, °°). 



-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

fix) 

27 

9 

3 

1 

1 

1 


■ Reflexiones A menudo, las funciones exponenciales con bases que satisfagan 0 < b < 1, 
como cuando b = \, se escriben en una forma altemativa. Se ve que y = (5)* es lo mismo 
que y = 3~ x . De este ultimo resultado se desprende que la grafica de y = 3 X solo es la grafica 
de y = 3 X reflejada en el eje y. 


y, 



7=0 y = 0 


Asmtota Asmtota 

horizontal horizontal 

FIGURA 7.1.3 /creciente para 
b > 1; /decreciente para 0 < b < 1 


■ As lilt ota horizontal La FIGURA 7.1.3 ilustra las dos formas generales que puede tener la 
grafica de una funcion exponencial f{x) = b x . Sin embargo, hay otro aspecto importante en 
todas esas graficas. Observese, en la figura 7.1.3, que para b > 1, 

f(x) = » 0 cuando x— > — 00 , <- grafica en azul 

mientras que para 0 < b < 1, 

f(x) = b X 0 cuando X — > °°. <- grafica en rojo 

En otras palabras, la lfnea y = 0 (el eje x) es una asfntota horizontal en ambos tipos de gra- 
ficas exponenciales. 

■ Propiedades La lista siguiente resume algunas de las propiedades importantes de la 
funcion exponencial /con base b. Vuelva a examinar las graficas de las figuras 7.1.1 a 7. 1 .3 
cuando lea esta lista. 


PROPIEDADES DE UNA FUNCION EXPONENCIAL 


0 El dominio de/es el conjunto de los mimeros reales, esto es, (— °°, °°). 
it) El contradominio de/es el conjunto de los mimeros reales positivos, esto es, 
( 0 , 0 °). 

iii) La interseccion con el eje y de/esta en (0, 1). La grafica de/no tiene inter- 
seccion con el eje x. 

iv) La funcion/es creciente para b > 1 y es decreciente para 0 < b < 1. 

v) El eje x, esto es, y = 0, es una asmtota horizontal en la grafica de/. 

vi) La funcion/es continua en (— °°, °°). 

vii) La funcion/es uno a uno. 


Aunque las graficas de y = b x en el caso, por ejemplo, cuando b > 1, comparten la misma 
forma, y todas pasan por el mismo punto (0, 1), hay algunas diferencias sutiles. Mientras 
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mayor sea la base b la grafica sube con mas pendiente cuando x aumenta. En la FIGURA 7.1.4 
se comparan las graficas de y = 5*, y = 3*, y = 2* y y = (1.2)*, que se trazan en verde, azul, 
amarillo y rojo, respectivamente, en los mismos ejes coordenados. Vemos en esta grafica que 
los valores de y = (1.2)* aumentan con lentitud cuando x crece. Por ejemplo, para y = (1.2)*, 
f{ 3) = (1.2) 3 = 1.728, mientras que paray = 5*,/(3) = 5 3 = 125. 

El hecho que (1) sea funcion uno a uno es consecuencia de la prueba de la recta horizon- 
tal descrita en la seccion 5.6. Note que en las figuras 7. 1 . 1 a 7. 1 .4, una lrnea horizontal puede 
cruzar una grafica exponential cuando mucho en un punto. 

Naturalmente, se pueden obtener otras clases de graficas, mediante transformaciones 
rfgidas y no rfgidas, o cuando se combina una funcion exponential con otras funciones, en 
una operation aritmetica o en composition de funciones. En los siguientes ejemplos exami- 
naremos las variaciones de la grafica exponential. 

LESSEES Grafica desplazada horizontalmente 

Graficar la funcion /(x) = 3* + 2 . 

Solution Segun la description de la seccion 5.2, se debe reconocer que la grafica de 
f{x) = 3* + 2 es la grafica de y = 3* desplazada 2 unidades hacia la izquierda. Recordemos 
que como el desplazamiento es una transformation rfgida, en este caso a la izquierda, los 
puntos en la grafica de/(x) = 3* + 2 son los puntos de la grafica de y = 3* movidos hori- 
zontalmente 2 unidades hacia la izquierda. Eso quiere decir que las ordenadas de los 
puntos (x, y) de la grafica de y = 3* permanecen inalterados, pero de todas las abscisas de 
los puntos se resta 2. Entonces, en la FIGURA 7.1.5 se observa que los puntos (0, 1) y (2, 9) 
de la grafica de y = 3* se mueven, respectivamente, a los puntos (—2, 1) y (0, 9) de la gra- 
fica def(x) = 3* + 2 = 

La funcion /(x) = 3* + 2 del ejemplo 4 se puede reformular, como/(x) = 9 -3*. Mediante 
i) de las leyes de los exponentes, 3* + 2 = 3 2 3* = 9 -3*. De este modo, podemos reinterpretar 
la grafica de/(x) = 3* + 2 como un estiramiento vertical de la grafica de y = 3* por un factor 
de 9. Por ejemplo, (1, 3) esta en la grafica de y — 3*, en tanto que (1, 9 ■ 3) = (1, 27) esta en 
la grafica de/(x) = 3* + 2 

■ El numero e Casi todo estudiante de matematicas ha ofdo y probablemente ha trabajado 
con el famoso numero irrational v = 3.141592654 . . . Recuerde que un numero irrational 
tiene decimales no repetitivos y que no terminan. En calculo y en matematicas aplicadas, el 
numero irrational 


e = 2.718281828459 . . . 

puede decirse que tiene un papel mas importante que el numero v. La definition usual del 
numero e es el numero al cual tiende la funcion /(x) = (1 + 1/x)* cuando x crece sin lhnite 
en direction positiva, esto es, 

^1 + — > e como x — > °°. 

Veanse los problemas 39 y 40, en los ejercicios 5.1. 

■ La funcion exponential natural Cuando se escoge que la base en (1) sea b = e, la fun- 
cion 


fix) = e* (2) 

se denomina funcion exponential natural. Como b = e > 1 y b = 1/e < 1, las graficas de 
y = e x y y = e~ x (o y = (1/e)*) se ven en la FIGURA 7.1.6. 
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FIGURA 7.1.4 Graficas de y = b* 
para b = 1.2, 2, 3 y 5. 



FIGURA 7.1.5 Grafica desplazada 
del ejemplo 4 




FIGURA 7.1.6 Funcion exponential natural (parte a), y su retiproca (parte b) 


A1 verla, la funcion exponencial (2) no posee alguna caracterfstica grafica notable que 
la distinga, por ejemplo, de la funcion f{x) = 3 X , y no tiene propiedades especiales ademas 
que las de la lista i)-vii). Como se menciono, las dudas acerca de las razones por las cuales 
(2) es una funcion “natural” y la funcion exponencial mas importante, solo pueden aclararse 
totalmente en los cursos de calculo y posteriores. Exploraremos aquf algo de la importancia 
del numero e en las secciones 7.3 y 7.4. 


H3EEHEH Grafica desplazada verticalmente 

Graficar la funcion /(x) = 2 — e x . Indicar el contradominio. 

Solution Primero se traza la grafica de y = e~ x , como se indica en el inciso a) de la 
FIGURA 7.1.7. Luego se refleja la primera grafica en el eje x para obtener la de y = —e x en 
el inciso b) de la figura 7.1.7. Por ultimo, la grafica del inciso c) de la figura 7.1.7 se ob- 
tiene desplazando la grafica del inciso b) 2 unidades hacia arriba. 

La intersection con el eje y (0, — 1) de y = —e~ x cuando se desplaza 2 unidades hacia 
arriba nos regresa a la ordenada original al origen del inciso a), de la figura 7.1.7. Por ultimo, 
la asmtota horizontal y = 0 en los incisos a) y b ) de la figura se traslada a y = 2 en el inciso 
c) de la figura 7.1.7. De acuerdo con esta ultima grafica, se puede llegar a la conclusion 
de que el contradominio de la funcion j\x) = 2 — e x es el conjunto de los numeros reales 
definido por y <2; esto es, el intervalo (— °°, 2) en el eje y. 




c ) Grafica b ) desplazada 2 unidades hacia arriba 
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En el ejemplo se grafica la composicion de la funcion exponential natural y = e x con la 
funcion polinomial cuadratica simple y = — x 2 . 


^EEEEE0 Composicion de funciones 

Graficar la funcion /(x) = e~ x . 

Solution Como/(0) = e~° = e° = 1, la interseccion con el eje y de las graficas esta en 
(0, 1). Tambien,/(x) =h 0, porque e~ x =h 0 para todo numero real x. Eso quiere decir que 
la grafica de/no tiene interseccion con el eje x. Entonces, de 


f(~x) = e ( xV = e x * = f{x) 


se desprende que/es una funcion par, por lo que su grafica es simetrica con respecto al 
eje y. Por ultimo, se observa que 

fix) = -> 0 cuando x -> °°. 

Tambien, por simetrfa se puede decir que f(x) — > 0 cuando x — > — °°. Esto demuestra 
que y = 0 es una asintota horizontal de la grafica de /. La grafica de / se muestra en la 

FIGURA 7.1.8. = 


' (0, 1) 



-l i 


FIGURA 7.1.8 Grafica de la funcion 
del ejemplo 6 


Las graficas con forma de campana, como la de la figura 7.1.8, son muy importantes 
cuando se estudia probabilidad y estadfstica. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-18. 


En los problemas 1 a 12, trace la grafica de la funcion/. 
Determine la interseccion con el eje y y la asintota horizon- 
tal de la grafica. Indique si la funcion es creciente o decre- 
ciente. 

1- fix) = (D* 

2. fix) = (!)* 

3. fix) = ~2 X 

4. fix) = ~2~ x 

5. fix)=2 x+1 

6. f{x)=2 1 ~ x 

7- /(*) = -5 + 3" 

8. fix) = 2 + 

9. fix) = 3 — {f)* 

10. fix) =9 -e x 

11. fix) = -1 + e x “ 3 

12. fix) = -3 - e* +5 


En los problemas 13 a 16, deduzca una funcion exponential 
f(x) = b x tal que la grafica de/pase por el punto dado. 

13. (3,216) 14. (-1,5) 

15. ( — 1, e 2 ) 16. (2, e) 

En los problemas 17 y 18 determine el contradominio de la 
funcion. 

17. fix) = 5 + e~ x 18. fix) =4-2~ x 

En los problemas 19 y 20, determine las coordenadas de las 
intersecciones de la grafica de la funcion con los ejes xyy. 
No trace las graficas. 

19. fix) = xe x + I0e x 20. fix) = x 2 2 x - 2 X 

En los problemas 21 a 24, use una grafica para resolver la 
desigualdad. 

21 . 2* > 16 22 . e* < 1 

23. e x ~ 2 < 1 24. i\) x > 8 

En los problemas 25 y 26 use la grafica de la figura 7.1.8 
para trazar la grafica de la funcion/. 

25. fix) = <T ( *“ 3)2 26. fix) = 3 - e~ U+l) * 
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38. Calcule el area total de la region sombreada de la FIGURA 
7.1.10. 


= Problemas para calculadora o computadora 

Use una calculadora para llenar la tabla respectiva. 

39. 


X 

10 

too 

1000 

10 000 

100 000 

1 000 000 

(1 + 1/xY 








En los problemas 27 y 28, use/(— x) = f(x) para demostrar 
que la funcion es par. Trace la grafica de/. 

27. f(x) = e * 2 

28. /(*) = e~ W 

En los problemas 29 a 32, use las graficas que obtuvo en los 
problemas 27 y 28 como ayuda para trazar la grafica de la 
funcion/indicada. 

29. f(x) = 1 - e* 2 

30. f(x) =2 + 3e UI 

31. f(x) = -e U “ 31 

32. f(x) = 

33. Demuestre que/(x) = 2 X + 2~ x es una funcion par. Trace 
la grafica de/. 

34. Demuestre que/(x) = 2 X — 2~ x es una funcion impar. Trace 
la grafica de/. 

En los problemas 35 y 36, trace la grafica de la funcion/defi- 
nida por partes. 



37. Encuentre la ecuacion de la lrnea roja de la FIGURA 7.1.9. 



el problema 37 para el problema 38 


40. a) Utilice una graficadora para graficar las funciones 

f(x) = (1 + l/x) x y g(x) = e, en el mismo conjunto de 
ejes coordenados. Use los intervalos (0, 10], (0, 100] 
y (0, 1 000]. Describa el comportamiento de/para gran- 
des valores de x. Graficamente, /.que es g(x) = el 
b ) Trace la grafica de la funcion/del inciso a), en el in- 
tervalo [— 10, 0). Sobreponga esta grafica con la gra- 
fica de/en (0, 10] que obtuvo en el inciso a). ^Es/una 
funcion continua? 

En los problemas 41 y 42 use una graficadora para ayudarse a 

determinar las abscisas al origen de las graficas de las funcio- 

nes/y g. 

41. f{x) = x 2 ,g{x) = 2 x 

42. f(x) = x\ g(x)=3 x 

= Para la discusion 

43. Suponga que 2* = a, y que 6 f = b. Conteste lo siguiente, 
usando las leyes de los exponentes que se presentaron en 
esta seccion. 

a) que es igual 1 2'? 

b ) que es igual 3'? 

c) que es igual 6 ~*2 

d) iA que es igual 6 3t ? 

e ) iA que es igual 2~ 3, 2 ll l 

f) iA que es igual 1 8'? 

Analice: <jComo se vera la grafica de y = e e l No use 
graficadora. 


| | 72 Funciones logaritmicas 

■ Introduccion Debido a que una funcion exponencial y = b x e s uno a uno, debe tener una 
funcion inversa. Para determinar esta inversa se intercambian las variables x y y, y se obtiene 
x = b y . Esta ultima formula define a y en funcion de x: 

y es el exponente de la base b que da como resultado x. 

Al sustituir la palabra exponente por la palabra logaritmo, se puede reformular este ultimo 
renglon como sigue: 

y es el logaritmo de la base b que da como resultado x. 
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Este ultimo renglon se abrevia con la notation y = log* x y se llama funcion logaritmica. 


Definition 7.2.1 Funcion logaritmica 

La funcion logaritmica con la base b> 0,b =h 1, se define por 

y = log;,* si y solo si x = b y . (1) 


Para b > 0, no hay numero real y para el cual b y pueda ser 0 o negativo. Por consiguiente, de 
acuerdo con x = b y , se ve que x > 0. En otras palabras, el dominio de una funcion logaritmica 
y = log b x es el conjunto de los numeros reales positivos (0, °°). 

Para subrayar todo lo que se dijo en las frases anteriores: 

La expresion logaritmica y = \og b xy la expresion exponencial x = b y son equiva- 
lentes, 

esto es, quieren decir lo mismo. Como consecuencia, dentro de un contexto espetifico como 
en la solution de un problema, se puede usar la forma que sea mas comoda. La tabla siguiente 
muestra algunos ejemplos de proposiciones equivalentes, exponenciales y logaritmicas. 


Forma logaritmica 

Forma exponencial 

log 3 9 = 2 
log 8 2 = 5 
log 10 0.001 = — 3 
log*5 = -1 

9 = 3 2 
2 = 8 1/3 
0.001 = 10“ 3 
5 = b~ l 


■ Graficas Vimos en la section 5.6 que la grafica de una funcion inversa puede obtenerse 
reflejando la grafica de la funcion original en la recta y = x. Se uso esta tecnica para obtener 
graficas rojas a partir de graficas azules en la FIGURA 7.2.1 . Si el lector revisa las dos graficas, 
en la figura 7.2.1a) y 7.2.1 b), recuerde que el dominio (— °°, °°) y el contradominio (0, °°) de 
y = b x se transforman, respectivamente, en el contradominio (— °°, °°) y el dominio (0, °°) de y = 
\og b x. Tambien, observe que la interseccion con el eje y (0, 1) de la funcion exponencial 
(graficas azules) se transforma en el corte con el eje x (1, 0) en la funcion logaritmica (graficas 
rojas). 



asmtota 

vertical 



asmtota 

vertical 


a) Base b > 1 b) Base 0 < b < 1 

FIGURA 7.2.1 Graficas de funciones logaritmicas 


7.2 Funciones logaritmicas 
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■ As int ota vertical Cuando la funcion exponencial se refleja en la recta y — x, la asmtota 
horizontal y = 0 de la grafica de y = b x se transforma en una asmtota vertical de la grafica 
de y = \og h x. En la figura 7.2.1 se ve que para b > 1, 

log b X~ 00 CUando X — ► 0 + , <- grafica rojaen a) 

mientras que para 0 < b < 1, 

log b X — > 00 cuando X — » 0 + . «- grafica roja en b 

De acuerdo con (7) de la section 6.6, se llega a la conclusion de que x = 0, que es la ecuacion 
del eje y, es una asmtota vertical de la grafica de y = log^x. 

■ Propiedades La lista que sigue resume algunas de las propiedades importantes de la 
funcion logantmica f(x) = \og b x. 


PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMICA 


0 El dominio de/es el conjunto de los numeros reales positivos, esto es, (0, °°). 

ii) El contradominio de/es el conjunto de los numeros reales, esto es, (— °°, °°). 

iii) La intersection de/con el eje x esta en (1, 0). La grafica de/no tiene inter- 
section con el eje y. 

iv) La funcion/es creciente para b > 1 y decreciente para 0 < b < 1. 

v) El eje y, esto es, x = 0, es asmtota vertical de la grafica de/. 

vi) La funcion/es continua en (0, °°). 

vii) La funcion/es uno a uno. 


Deseamos llamar la atencion al tercer punto de la lista anterior: 

log^l = 0 yaque b° = 1. (2) 

Tambien log h b =1 ya que b' = b. (3) 

Asf, ademas de (1, 0), la grafica de toda funcion logantmica (1) con base b tambien contiene 
al punto ( b , 1). La equivalencia de y = \og b x y x = b y tambien llega a dos identidades, que 
a veces son utiles. Al sustituir y = \og b x en x = b y , y despues x = b y eny = log^x, se 
ob tiene: 


x = b'° s ^ y y = \og h b y . (4) 

Porejemplo, de (4), 8 logsl ° = 10 y log 10 10 5 = 5. 


H3EESE1I Grafica logantmica para b> 1 

Graficar/(x) = log 10 (x + 10). 

Solucion Es la grafica de y = logi 0 x, que tiene la forma que muestra la figura 7.2.1a), 
desplazada 10 unidades hacia la izquierda. Para subray ar el hecho que el dominio de una 
funcion logantmica es el conjunto de los numeros reales positivos, se puede obtener el 
dominio de/(x) = log 10 (x + 10), con el requisite que se debe cumplir x + 10 > 0 o que 
x > — 10. En notacion de intervalos, el dominio de/es (— 10, °°). En la tabla siguiente se 
eligieron valores adecuados de x para graficar algunos puntos. 
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X 

-9 

0 

90 

fix) 

0 

1 

2 


Notese que 


/(-9) = log 10 l = 0 ^por(2) 

/( 0) = log 10 10 = 1 <-por (3) 


y = logioC* + 10) 



La asmtota vertical x = 0 de la grafica de y = log l0 x se transforma en x = - 10 de la piqura 7.2.2 Grafica de la funcion 
grafica desplazada. Esta asmtota es la recta vertical interrumpida en la FIGURA 7.2.2. = ^el e j em pi 0 i 


■ Logaritmo natural Los logaritmos con base b = 10 se llaman logaritmos base 10 o 
logaritmos comunes, y a los logaritmos con base b = e se les llama logaritmos naturales. 
Ademas se acostumbra escribir el logaritmo natural 

log e x como Inx. 

Se acostumbra decir que el sfmbolo “In x” es “ele ene x”. Como b = e > 1,1a grafica de y = 
lnx tiene la forma caracterfstica logantmica que se ve en la figura 7.2. la). Vea la FIGURA 7.2.3. 
En el caso de la base b = e, la ecuacion (1) se transforma en 


y = Inx si y solo si x = e y . 

(5) 

Las ecuaciones analogas a (2) y (3) del logaritmo natural son: 


lnl = 0 yaque e° = 1. 

(6) 

lne = 1 yaque e 1 = e. 

(7) 

Las identidades (4) se transforman en 


x = e toj: y y = lne y . 

(8) 



ritmo natural aparece en rojo 


Por ejemplo, de acuerdo con (8), e ln 13 = 13. 

Los logaritmos base 10 y naturales se pueden encontrar en todas las calculadoras. 


■ Leyes de los logaritmos Se pueden modificar las leyes de los exponentes del teorema 
7.1.1 para indicar en forma equivalente las leyes de los logaritmos. Para visualizarlo, supon- 
gamos que se escribe M = b x ' y N = b Xl . Entonces, de acuerdo con (1), x\ = log b M y x 2 = 
log b N. 

Producto: Segun i) del teorema 7. 1.1, MN = b Xl+Xl . Expresado como logaritmo, esto es 
jti + x 2 = log b MN. Se sustituyen x\ y x 2 para llegar a 

logjM + log b N = log b MN. 

Cociente: De acuerdo con it) del teorema 7.1.1, MIN = b Xl ~ Xl . Expresado como loga- 
ritmo, esto es X\ — x 2 = log^M/N). Se sustituyen x t y x 2 para obtener 

log h M - log b N = log fc ( M/N ). 

Potencia: Segun iv) del teorema 7.1.1, M c = b cx \ Expresado como logaritmo, esto es 
cx i = log fe M c . Se sustituye X\ para obtener 

c\og b M = log b M c . 

Para comodidad, y como futura referencia, resumiremos a continuacion estas leyes de pro- 
ducto, cociente y potencia de los logaritmos. 
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Teorema 7.2.1 Leycs de los logaritmos 

Para toda base b > 0, b + 1, y para los numeros positivos My N, 
i) log* MAT = log^M + log,, A' 

H) logs 0^ = log b M - \og h N 
Hi) log b M c = c\og b M, para cualquier numero real c. 


H2E3HEH Leyes de los logaritmos 

Simplificar y escribir como un solo logaritmo 

|ln36 + 21n4 — ln4. 

Solucion Hay varias formas de atacar este problema. Por ejemplo, observese que el se- 
gundo y el tercer terminos se pueden combinar aritmeticamente como sigue: 

21n4 - ln4 = ln4. <- analogo a 2x - x = * 

Tambien se puede aplicar la ley iii ) y despues la ley ii), para combinar estos terminos: 

21n4 - In 4 = ln4 2 - ln4 
= lnl6 - ln4 
= Inf 
= ln4. 

Por consiguiente |ln36 + 21n4 - ln4 = ln(36) I/2 + ln4 por iii) del teorema 7.2.1 
= ln6 + ln4 

= In 24. <— por i) del teorema 7.2.1 = 

H0JJ2IIID Reformulacion de expresiones logaritmicas 

Usar las leyes de los logaritmos para reformular cada expresion, y evaluarla. 

a) In Ve b) ln5e c) ln- 

Solucion 

a) Como \Te = e 1/2 , entonces de acuerdo con iii) de las leyes de los logaritmos, 

InVe = lne 1/2 = ^lne = 2 ^ de acuerdo con (7), In e = 1 

b) De i) de las leyes de los logaritmos, y con una calculadora: 

ln5e = ln5 + lne = ln5 + 1 « 2.6094. 

c) Segun ii) de las leyes de los logaritmos, 

In— = lnl — lne = 0 — 1 = —1. <- de acuerdo con (6) y (7) 

e 

Notese que aquf tambien se pudo haber usado iii) de las leyes de los logaritmos: 

ln^ = lne -1 = ( — l)lne = — 1. <-ine = i = 
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Valor de un logaritmo 

Si log fe 2 = 0.4307 y log fe 3 = 0.6826, encuentre log^^TS. 

Solucion Para empezar, reescribimos X/Ts como (18) 1/3 . Entonces, por las leyes de los 
logaritmos. 


log(,(18) 1/3 = 


5log fc 18 
slo&(2 • 3 2 ) 

3 [logi,2 + log fc 3 2 ] 

3 [l°gfc2 + 2 log 6 3] 

| [0.4307 + 2(0.6826)] 

0.5986. 


<— por iii ) del teorema 7.2,1 


<— por i) del teorema 7.2.1 
<- por iii) del teorema 7.2.1 


Notas del aula 


i ) Con frecuencia los alumnos batallan con el concepto de logaritmo. Puede ser que les 
ayude repetir algunas docenas de veces “un logaritmo es un exponente”. Tambien puede 
ayudarse leyendo una declaracion como 3 = log 10 l 000 en la forma “3 es el exponente al 
que hay que elevar 10 para...”. 

ii ) Tenga mucho cuidado al aplicar las leyes de los logaritmos. El logaritmo no se distribuye 
sobre la suma, 


log b (M + N) * log fc M + \og h N. 

En otras palabras, el exponente de una suma no es la suma de los exponentes. 
log*M 


Tambien, 


log b N 


+ log 6 M - log,, A'. 


En general, no hay manera de reformular ya sea 

log*(M + N) o 1 °^. 

log b N 

iii ) En calculo, el primer paso de un procedimiento llamado diferenciacion logaritmica 
requiere sacar el logaritmo natural de ambos lados de una funcion complicada como 

+ ^ -. La idea es usar las leyes de los logaritmos para transformar potencias a 


V 8x 3 + 2 

multiplos constantes, productos en sumas y cocientes en diferencias. Veanse los problemas 
61 a 64 de los ejercicios 7.2. 

tv) Al avanzar en cursos superiores de matematicas, ciencias e ingenierfa, vera diferentes 
notaciones de la funcion exponencial natural, asf como del logaritmo natural. Por ejemplo, 
en algunas calculadoras se puede ver y = exp x y no y = e x . En el sistema Mathematica, de 
algebra computacional, la funcion exponencial natural se escribe Exp[x] y el logaritmo 
natural se escribe Log[x]. 



Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-19. 


En los problemas 1 a 6 reformule la expresion exponencial en 
forma de una expresion logaritmica equivalente. 

1. 4 -1 / 2 = | 

2. 9° = 1 

3. 10 4 = 10 000 


4. lO 0 - 3010 = 2 

5. r s = v 

6. ( a + b) 2 = a 2 + 2 ab + b 2 

En los problemas 7 a 12 reformule la expresion logaritmica 
en forma de una expresion exponencial equivalente. 
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7. log 2 128 = 7 
8- log 5 ^ = -2 
9. logV 581 = 8 

10. log 16 2 = \ 

11. log b u = v 

12. \og b b 2 = 2 

En los problemas 13 a 18 determine el valor exacto del loga- 
ritmo. 

13. log 10 (0.0000001) 

14. log 4 64 

15. log 2 (2 2 + 2 2 ) 

16. log 9 5 

17. lne c 

18. ln(eV) 

En los problemas 19 a 22 determine el valor exacto de la 
expresion indicada. 

19. 1 0 logl " 62 

20 . 25 log58 

21. e~ lnl 

22. <>* 

En los problemas 23 y 24 deduzca una funcion logantmica 
fix) = log b x tal que la grafica de/pase por el punto indicado. 

23. (49,2) 

24- (4,1) 

En los problemas 25 a 32, determine el dominio de la funcion 
/. Determine la interseccion con el eje x y la asintota vertical 
de la grafica. Trace la grafica de/. 

25. /(x ) = log 2 x 

26. f{x) = -log 2 (x + 1 ) 

27. f{x) = log 2 (-x) 

28. fix) = log 2 (3 - x) 

29. fix) = 3 - log 2 (x + 3) 

30. fix) = 1 - 21og 4 (x - 4) 

31. fix) = -1 + lnx 

32. fix) = 1 + ln(x - 2) 


En los problemas 33 y 34, resuelva la desigualdad con una 
grafica. 

33. ln(x + 1) < 0 

34. log 10 (x + 3) > 1 

35. Demuestre que/(x) = In | x | es una funcion par. Trace la 
grafica de /. Determine las intersecciones con el eje x y 
la asmtota vertical de la grafica. 

36. Use la grafica que obtuvo en el problema 35 para trazar la 
grafica de y = In | x — 2 1. Determine la interseccion con 
el eje x y la asmtota vertical de la grafica. 

En los problemas 37 y 38, trace la grafica de la funcion /res- 
pectiva. 

37. fix) = | lnx | 

38. fix) = |ln(x + 1)| 

En los problemas 39 a 42, describa el dominio de la funcion/. 

39. fix) = ln(2x - 3) 

40. fix) = In (3 - x) 

41. fix) = In (9 - x 2 ) 

42. fix) = ln(x 2 - 2x) 

En los problemas 43 a 48, use las leyes de los logaritmos para 
reescribir la expresion dada como logaritmo. 

43. log 10 2 + 21og 10 5 

44. jlog 5 49 — 5 log 5 8 + 131og 5 l 

45. ln(x 4 - 4) - ln(x 2 + 2) 

46. — 21nx 3 - 41ny 

47. In 5 + ln5 2 + ln5 3 - ln5 6 

48. 51n2 + 21n3 - 31n4 

En los problemas 49 a 60, para evaluar el logaritmo dado, use 
log fe 4 = 0.6021 y log fc 5 = 0.6990. Redondee sus respuestas a 
cuatro decimales. 

49. log fe 2 

50. log fe 20 

51. log fe 64 

52. log fe 625 
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53. lo gi V5 

54. logfc5/4 

55. log^ 




57. log^O.8 

58. lo gi 3.2 

59. log A b 


1 1 — ►lnx 

FIGURA 7.2.4 Grafica 
del problema 65 


60. log 5 5ft 


En los problemas 61 a 64 aplique las leyes de los logarit- 
mos de modo que In y no contenga productos, cocientes ni 
potencias. 


I(2x + 1)(3* + 2) 

62 ‘ J = V 

M _ (x 3 - 3) 5 (x 4 + 3x 2 + l) 8 
61 y ’\Zx{lx + 5)’ 

64. y = 64x 6 Vjc + l^x 2 + 2 


= Para la discusion 

65. A veces, en ciencias, es util mostrar datos usando coorde- 
nadas logarftmicas. ^Cuales de las siguientes ecuaciones 
determina la grafica que muestra la FIGURA 7.2.4? 

i) y = 2x + 1 

ii) y = e + x 2 
Hi) y = ex 2 
iv) x 2 y = e 


66. a) Use un programa de graficas para obtener la grafica 

de la funcion f(x) = ln(x + Vx 2 + 1 ) ■ 
b ) Demuestre que/es una funcion impar, es decir,/( —x) = 
-fix). 

67. Si a > 0 y b > 0, a + b, entonces log a x es un multiplo cons- 
tante de \og b x. Esto es, log„x = k \og b x. Determine k. 

68. Demuestre que (log 10 e) (log,, 10) = 1 . ( ',Se puede generalizar 
este resultado? 


69. Explique: ^como pueden obtenerse las graficas de las fun- 
ciones indicadas a partir de la grafica de f(x) = In x 
mediante una transformation rfgida (un desplazamiento o 
una reflexion)? 

a) y = ln5x 

b ) y = ln^ 

c) y = lnx -1 

d) y = ln(-x) 

70. Encuentre las asmtotas verticales de la grafica de f(x) = 
ln^ X ^ Trace la grafica de/ No use calculadora. 

71 . Use la notation matematica correcta para reescribir la ase- 


c es el exponente de 5 que da el numero n, 
de dos maneras equivalentes. 

72. Obtenga los ceros de la funcion /(x) = 5 — log 2 l— x + 41. 
Compruebe sus respuestas. 


| | 7.3 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas 

■ Introduction En vista de que las funciones exponenciales y logaritmicas aparecen den- 
tro del contexto de muchas aplicaciones, a menudo es necesario resolver ecuaciones que se 
relacionan con estas funciones. Aunque pospondremos las aplicaciones hasta la section 7.4, 
en la presente section examinaremos algunos de los mejores metodos que pueden usarse para 
resolver una amplia variedad de ecuaciones exponenciales y logarftmicas. 

■ Resolution de ecuaciones A continuation se presenta una lista breve de estrategias para 
resolver ecuaciones. 
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A 



i) Reescriba una expresion exponential como expresion logaritmica. 

ii ) Reescriba una expresion logaritmica como expresion exponential. 

iii) Use las propiedades uno a uno de b x y log^c. 

iv ) Para las ecuaciones de la forma a x \ = b x 2 , donde a¥= b, obtenga el logaritmo 
natural de ambos lados de la igualdad y simplifique usando iii ) de las leyes de 
los logaritmos presentadas en la section 7.2. 

V J 

Por supuesto, esta lista no es exhaustiva ni refleja el hecho de que para resolver ecuacio- 
nes que incluyen funciones exponenciales y logarftmicas es muy probable que tambien 
debamos emplear procedimientos algebraicos habituales, como factorization, y utilizar la 
formula cuadratica. 

En los primeros dos ejemplos, usamos la equivalencia 


para altemar entre expresiones logantmicas y exponenciales. 

^BUSHED Reescribir una expresion exponential 

Resuelva e 10k = 7 para k. 

Solution Usamos (1) con b = e, para reescribir la expresion exponencial dada como 
expresion logaritmica: 


Reescribir una expresion logaritmica 

Resuelva log 2 x = 5 para x. 

Solution Usamos (1), con b = 2, para reescribir la expresion logaritmica en su forma 
exponencial equivalente: 


■ Propiedades uno a uno Recuerde que en (1) de la section 5.6 vimos que una funcion 
uno a uno/tiene la propiedad que si/(X|) = f(x 2 ), entonces, necesariamente, x, = x 2 . Hemos 
visto en las secciones 7.1 y 7.2 que tanto la funcion exponencial y = b x , b > 0, b ^ 1, y la 
funcion logaritmica y = log^x son uno a uno. En consecuencia, tenemos: 


y = log bX si y solo si x = b y 


( 1 ) 


e wk = 7 significa que \0k = ln7. 


Por tanto, con ayuda de una calculadora, 


1 

k= — In 7 ~ 0.1946. 


x = 2 5 = 32. 


Si b x i = b x 2 , entonces x x = x 2 . 

Si log^x, = log^, entonces x t = x 2 . 


( 2 ) 

(3) 


Usar la propiedad uno a uno (2) 


Resuelva 2 X 


para x. 
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Solucion Observe en el lado derecho de la igualdad que 8 puede escribirse como una 
potencia de 2, es decir, 8 = 2 3 . Ademas, por iv ) de las leyes de los exponentes presentadas 
en el teorema 7.1.1, 


multiplicar exponentes 
l l 

8 JC+1 = (2 3 ) x+1 = 2 3x+3 . 

Por consiguiente, la ecuacion es lo mismo que 

2* - 3 _ 2 3x + 3 

Se desprende de la propiedad uno a uno de (2) que los exponentes son iguales, es decir, 
x — 3 = 3x + 3. A1 despejar x obtenemos 2x = — 6 o x = — 3. Lo invitamos a sustituir x 
por — 3 en la ecuacion original para comprobar esta respuesta. = 


M i ' Usar la propiedad uno a uno (2) 

Resuelva 7 2(x + b = 343 p ara x . 

Solucion Si tomamos en cuenta que 343 = 7 3 , tendremos la misma base en ambos lados 
de la igualdad: 


rj2(x + 1) _ 


Por tanto, por (2), podemos igualar los exponentes y despejar x: 

2(x + 1) = 3 
2x + 2 = 3 
2x = 1 
_ 1 
X ~2' 


HUISQSiB Usar la propiedad uno a uno (3) 

Resuelva ln2 + ln(4x - 1) = ln(2x + 5) para x. 

Solucion Por i) de las leyes de los logaritmos del teorema 7.2.1, el lado izquierdo de la 
ecuacion se puede escribir asi: 

ln2 + ln(4x - 1) = ln2(4x - 1) = ln(8x - 2). 

Asi pues, la ecuacion original es 

ln(8x - 2) = ln(2x + 5). 

Puesto que los dos logaritmos de la misma base son iguales, de inmediato se desprende 
de la propiedad uno a uno de (3) que 

6 

8x — 2 = 2x + 5o6x = 7ox = — . = 

En las ecuaciones logarftmicas, en especial las del tipo del ejemplo 5, debe acostumbrarse 
a sustituir su respuesta en la ecuacion original para comprobarla. Es posible que una ecuacion 
logarftmica tenga una solucion extrana. 
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^EEEHEO Una solucion extrana 

Resuelva log 2 x - log 2 (x - 2) = 3. 

Solucion Para empezar, nos basamos de nuevo en que la suma de los logaritmos del lado 
izquierdo de la ecuacion es igual al logaritmo de un producto: 

log 2 x(x - 2) = 3. 

Con b = 2, usamos (1) para reescribir la ultima ecuacion en la forma exponencial equi- 
valente: 


x(x - 2) = 2 3 . 

Por calculos algebraicos comunes y corrientes, tenemos entonces que 

x 2 — 2x = 8 
x 2 - 2x - 8 = 0 
(x - 4)(x + 2) = 0. 

Por la ultima ecuacion concluimos que x = 4ox = —2. Sin embargo, debemos descartar 
x = — 2 como solucion. En otras palabras, el numero x = — 2 es una solucion extrana 
porque, al sustituirlo en la ecuacion original, el primer termino log 2 (— 2) es indefinido. 
Por tanto, la unica solucion de la ecuacion dada es x = 4. 

Comprobacion log 2 4 + log 2 2 = log 2 2 2 + log 2 2 

= log 2 2 3 = 31og 2 2 = 31=3. = 

Cuando empleemos la frase “obtenga el logaritmo de ambos lados de una igualdad” lo 
que hacemos en realidad es usar la propiedad que si M y N son dos numeros positivos tales 
que M = N, entonces \og h M = log b N. 


Obtener el logaritmo natural de ambos lados (miembros) 

Resuelva e 2x = 3 X ~ 4 . 

Solucion En virtud de que las bases de la expresion exponencial de cada lado de la 
igualdad son diferentes, una forma de proceder consiste en obtener el logaritmo natural 
(tambien se puede usar el logaritmo comun) de ambos lados. Por la igualdad 

lne 2 * = ln3* - 4 

y iii ) de las leyes de los logaritmos del teorema 7.2.1, obtenemos 
2x1 ne = (x — 4)ln3. 

A continuacion usamos lne = 1 y la ley distributiva para que la ultima ecuacion se con- 
vierta en 


2x = xln3 - 41n3. 


Reunimos los terminos que incluyen el simbolo x en un lado de la igualdad y obtenemos 

factorizar x en 
estos terminos 

2x - xln3 = — 41n3 o (2 - ln3)x = -41n3 o x = . 

2 — m3 

Lo exhortamos a comprobar que x ~ —4.8752. = 
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^EEEEEEl Usar la formula cuadratica 

Resuelva 5* - 5~* = 2. 


Solucion En vista de que 5 * = 1/5*, la ecuacion es 



Multiplicamos ambos lados de la ecuacion anterior por 5* y obtenemos 
(5*) 2 - 1 = 2(5*) o (5*) 2 - 2(5*) -1=0. 


Si X = 5*, entonces la ecuacion anterior puede interpretarse como una ecuacion cuadratica 
X 2 — 2X — 1 = 0. Usamos la formula cuadratica para resolver X y obtenemos: 

2 ± V4T4 ^ 

Z = = 1 ± V2 o 5* = 1 ± V2. 

Como 1 — V2 es un numero negativo, no existen soluciones reales de 5* = 1 — V2 y, 
por tanto, 

5* = 1 + V2. (4) 


Ahora obtenemos los logaritmos naturales de ambos lados de la igualdad para obtener 

In 5* = ln(l + V2) 
xln5 = ln(l + V2) 
ln(l + V2) 

* ~~ ta5 ' ( 

Usando la tecla I In I de una calculadora, el resultado de la division es x ~ 0.548. 


■ Cambio de base En (4) del ejemplo 8, se desprende de (1) que una solucion perfectamente 
valida de la ecuacion 5* — 5 * = 2 es x = log 5 (l + V2). Sin embargo, desde el punto de 
vista del calculo (es decir, expresando x como un numero), esta ultima respuesta no es desea- 
ble porque ninguna calculadora tiene una funcion logantmica de base 5. No obstante, si 
igualamos x = log 5 (l + V2) con el resultado de (5), descubriremos que el logaritmo de base 
5 puede expresarse en funcion del logaritmo natural: 


log 5 (l + V2) = 


ln(l + V2) 


El resultado de (6) es solo un caso especial de un resultado mas general conocido como la 

formula de cambio de base. 


Teorema 7.3.1 Formula de cambio de base 

Si a A 1 , Z> A 1 , y /W son numeros positivos, entonces 
logfrA/ 


log fl M = 


log* a' 


(7) 


Comprobacion Siy = log a M, entonces, por (1), a v = M. Entonces, 


log b a y 
ylog h a 

y 

log a M 


log b M 
log b M 
log b M 
log b a 
log bM 
log b a ' 


<— por iii :) del teorema 7.2.1 
<— suponiendo que y = log a M 
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Para obtener el valor numerico del logaritmo con una calculadora, por lo general se elige 
b = 10 o b = e en (7): 


log a M = - 


( 8 ) 


■ Cambio debase 

Obtenga el valor numerico de log 2 50. 


Solucion Podemos usar cualquiera de las dos formulas de (8). Si elegimos la primera 
formula de (8) con M = 50 y a = 2, tenemos 


log 2 50 = 


logip50 

logi 0 2 ' 


Usamos la tecla | log | para calcular los dos logaritmos comunes y luego los dividimos 
para obtener la aproximacion 


log 2 50 » 5.6439. 

Por otra parte, la segunda formula de (8) da el mismo resultado: 

In 50 

lo g 2 50 = — - « 5.6439. = 

Para comprobar la respuesta del ejemplo 9 en una calculadora, usamos la tecla \y x \ . 
Compruebe que 2 5 6439 = 50. 

^EE3I3EIl!l Cambio de base 

Obtenga el valor de x en el dominio de/(x) = 6 X en el cual/(x) = 73. 

Solucion Debemos encontrar una solucion de la ecuacion 6 X = 73. Una forma de proce- 
der consiste en reescribir la expresion exponencial como una expresion logarftmica equi- 
valente: 


^ = log 6 73. 


Entonces, con la identificacion a = 6, se desprende de la segunda ecuacion de (8) y la 
ayuda de una calculadora que 

x = log 6 73 = ^ ~ 2.3946. 

Debe comprobar que/(2.3946) = 6 23946 ~ 73. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-19. 


En los problema 1 a 20, resuelva la ecuacion exponencial 
dada. 


1 . 

2. 

3. 


5* ~ 2 = 1 
3* = 27 x2 

10 _2t = — - — 

10 000 


4. 2T 


9 2x ~ l 

3* 


5. e 5 *~ 2 = 30 


er 
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7. 2* ■ 3* = 36 



9. 2* 2 = 8 21-3 

10. A(10 -2 *) = 25(10*) 

11 . 5 - 10 2 * = 0 

12. 7“* = 9 

13. 3 2( * _1) = 72 

14. = 8(2* -1 ) 3 

15. | = (2 W - 2 - I)’ 1 

16. (5)* = 9 1-2 * 

17. 5 W_1 = 25 

18. (e 2 )* 2 - = 0 

e 

19. 4* = 5 2i+1 

20. 3 X+4 = 2*“ 16 

En los problemas 21 a 40, resuelva la ecuacion logarftmica 
dada. 

21. log 3 5x = log 3 160 

22. ln(10 + x) = ln(3 + 4x) 

23. lnx = In 5 + ln9 

24. 3 loggx = log 8 36 + log 8 12 - log 8 2 

25. logio^ = 2 

26. log 3 Vx 2 + 17 = 2 

27. log 2 (log 3 x) = 2 

28. logs 1 1 ~*l = 1 

29. log 3 81* - log^ 2 * = 3 

logo 8* 1 

30. — ^-r = 

log 2 i 2 

31. log 10 x = 1 + log 10 Vx 

32. log 2 (x - 3) - log 2 (2x + 1) = -log 2 4 

33. log 2 x + log 2 (10 - x) = 4 

34. log 8 x + loggX 2 = 1 

35. log 6 2x - log 6 (x + 1) = 0 

36. log 10 54 - log 10 2 = 21og 10 x - log 10 Vx 

37. log 9 Vl0x + 5 - - = log 9 Vx + 1 


38. log 10 x 2 + log 10 x 3 + log 10 x 4 - log^x 5 = log 10 16 

39. In 3 + ln(2x - 1) = In 4 + ln(x + 1) 

40. ln(x + 3) + ln(x - 4) - lnx = ln3 

En los problemas 41 a 50, factorice o use la formula cuadra- 
tica para resolver la ecuacion dada. 

41. (5*) 2 - 26(5*) + 25 = 0 

42. 64* - 10(8*) + 16 = 0 

43. log 4 x 2 = (log 4 x) 2 

44. (log 10 x) 2 + log 10 x = 2 

45. (5*) 2 - 2(5*) -1=0 

46. 2^ - 12(2*) + 35 = 0 

47. (lnx) 2 + lnx = 2 

48. (log 10 2x) 2 = log 10 (2x) 2 

49. 2* + 2~* = 2 

50. 10 2 * - 103(10*) + 300 = 0 


En los problemas 5 1 a 56, encuentre las intersecciones con x 
en la grafica de la funcion dada. 

51. /(x) = e* +4 - e 

52. f(x) = 1 - |(0.1)* 

53. fix) = 4*- 1 - 3 

54. fix) = -3* + 5 


. fix) = x 3 8* + 5x 2 8* + 6x8* 
2 * - 6 + 2 3 ~* 
k + 2 


■ fix) = - 


En los problemas 57 a 62, trace la grafica de las funciones 
dadas. Determine las coordenadas x aproximadas de los pun- 
tos de interseccion en las graficas. 

57. fix) = 4e x , gix) = 3~ x 

58. fix) = 2*, gix) =3-2* 

59. fix) = 3* 2 , gix) = 2(3*) 

60. fix) = ^ • 2* 2 , g(x)=2* 2 -l 

10 

61. fix) = log 10 — , g(x) = log 10 x 

62. fix) = logic —, gix) = log 2 x 

En los problemas 63 a 66, resuelva la ecuacion dada. 

63. x 111 * = e 9 
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= Para la discusion 


65. log^l = 2 

66. log 5 125* = -2 

En los problemas 67 y 68, use el logaritmo natural para obte- 
ner x en el dominio de la funcion dada, en la cual/asume el 
valor indicado. 

67. f(x) = 6 X ; fix) = 51 

68. f(x) = (t'J(.x) = 7 


69. Explique: £c6mo encontrarfa las intersecciones con x en 
la grafica de la funcion /(x) = e 2x — 5e x + 4? 

70. Una curiosidad En realidad, el logaritmo obtenido por 
John Napier fue 



Exprese este logaritmo en terminos del logaritmo 
natural. 


j | 74 Modelos exponenciales y logaritmicos 

■ Introduction En esta seccion se examinaran algunos modelos matematicos. Hablando 
con generalidad, un modelo matematico es una description matematica de algo que se llama 
sistema. Para construir un modelo matematico se comienza con un conjunto de hipotesis 
razonables acerca del sistema que se este tratando de describir. En estas hipotesis se incluyen 
todas las leyes empfricas que sean aplicables al sistema. El resultado final podrfa ser una 
description tan simple como lo es una funcion. 

■ Modelos exponenciales En ciencias ffsicas aparece con frecuencia la expresion expo- 
nential Ce kt , donde C y k son constantes de modelos matematicos de sistemas que cambian 
con el tiempo t. En consecuencia, los modelos matematicos se suelen usar para predecir un 
estado futuro de un sistema. Por ejemplo, se usan modelos matematicos extremadamente 
complicados para pronosticar el tiempo en diversas regiones de un pais durante, por ejemplo, 
la semana proxima. 

■ Crecimiento demografico En un modelo de una poblacion en crecimiento, se supone que 
la tasa de crecimiento de la poblacion es proportional a la cantidad presente en el momenta 
t. Si P{i) representa la poblacion, es decir, el numero o la cantidad presente cuando el tiempo 
es t, entonces, con ayuda del calculo, se puede demostrar que esta hipotesis determina que 

P(t) = P 0 e k ‘,k> 0, (D 

en donde t es el tiempo y P 0 y k son constantes. La funcion (1) se usa para describir el creci- 
miento de poblaciones de bacterias, animales pequenos y, en algunos casos raros, de los 
humanos. Si t = 0, se obtiene P{ 0) = P 0 , por lo que a P 0 se le llama poblacion initial. La 
constante k > 0 se llama constante de crecimiento o tasa de crecimiento. Como e kt , k > 0 
es una funcion creciente en el intervalo [0, °°), el modelo de (1) describe un crecimiento no 
inhibido. 



Bacterias E. coli 


Crecimiento bacteriano 

Se sabe que el tiempo de duplication* de bacterias E. coli que residen en el intestino grueso 
de las personas saludables, tan solo es de 20 minutos. Usar el modelo de crecimiento 
exponential (1) para calcular la cantidad de bacterias de E. coli en un cultivo, despues de 
6 horas. 

Solution Se usaran horas como unidad de tiempo, y entonces 20 min = |h. Como no se 
especifica la cantidad initial de E. coli en el cultivo, solo representaremos por P 0 el tama- 

* El tiempo de duplication en biologia a veces se conoce como tiempo de generacion. 
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no inicial del cultivo. Entonces, usando (1), una interpretation de la primera frase en este 
ejemplo, en forma de funcion, es P(j) = 2 P 0 . Eso quiere decir que E 0 e m = 2 P 0 , o bien que 
e m = 2. A1 despejar k de esta ultima ecuacion se obtiene la constante de crecimiento 

- = ln2 o k = 31n2 « 2.0794. 

3 

Asl, un modelo del tamano del cultivo despues de 6 horas es P(t) = P 0 e 2 0194 '. Si t = 6, 
entonces P(6) = P 0 e 2 0194 ® ~ 262 144/ J 0 . Dicho de otra manera, si el cultivo solo consiste 
en una bacteria cuando t = 0 (entonces P 0 = 1), el modelo indica que habra 262 144 bac- 
terias 6 horas despues. = 

A principios del siglo xix, el clerigo y economista ingles Thomas R. Malthus uso el 
modelo de crecimiento (1) para pronosticar la poblacion en el mundo. Para valores especffi- 
cos de P 0 y k, sucedio que los valores de la funcion Pit) eran en realidad aproximaciones 
razonables a la poblacion mundial durante cierto periodo del siglo xix. Como P(t) es una 
funcion creciente, Malthus predijo que el crecimiento futuro de la poblacion rebasarfa la 
capacidad mundial de production de alimentos. En consecuencia, tambien predijo que habria 
guerras y hambruna mundiales. Era Malthus mas pesimista que vidente, y no pudo prever 
que los suministros alimenticios mundiales crecerian al paso de la mayor poblacion, a causa 
de progresos simultaneos en ciencias y tecnologfas. 

En 1840, P. F. Verhulst, matematico y biologo belga, propuso un modelo mas realista 
para poblaciones humanas en palses pequenos. La llamada funcion logistica 

= ' <0 - 121 

en donde K,cyr son constantes, ha demostrado, a traves de los anos, ser un modelo exacto 
de crecimiento para poblaciones de protozoarios, bacterias, moscas de fruta o animales con- 
finados a espacios limitados. En contraste con el crecimiento desenfrenado del modo malthu- 
siano (1), (2) muestra crecimiento acotado. Mas esperfficamente, la poblacion predicha por 
(2) no aumentara mas alia del numero K, llamado capacidad limite o de soporte del sistema. 
Para r < 0, e n — > 0 y P(t) — » K cuando t — > °°. Se pide al lector que grafique un caso especial 
de (2), en el problema 7 de los ejercicios 7.4. 

■ Decaimiento radiactivo El elemento 88, mejor conocido como radio, es radiactivo. Eso 
quiere decir que un atomo de radio decae, o se desintegra, espontaneamente, emitiendo radia- 
tion en forma de partfculas alfa, partfculas beta y rayos gamma. Cuando un atomo se desin- 
tegra de esta forma, su nucleo se transforma en un nucleo de otro elemento. El nucleo del 
atomo de radio se transforma en el nucleo de un atomo de radon, un gas radiactivo inodoro 
e incoloro, pero muy peligroso, que suele originarse en el suelo. Como puede penetrar un 
piso sellado de concreto, con frecuencia se acumula en sotanos de algunos hogares nuevos y 
con mucho aislamiento. Algunas organizaciones medicas han afirmado que el radon es la 
segunda causa principal del cancer del pulmon. 

Si se supone que la tasa de decaimiento de una sustancia radiactiva es proporcional a la 
cantidad que queda, o que esta presente cuando el tiempo es t, entonces se llega basicamente 
al mismo modelo que en (1). La diferencia importante es que k < 0. Si A(t) representa la 
cantidad de sustancia que queda cuando el tiempo es t, entonces 

A{t) = A 0 e kt , k<0, (3) 

en donde A 0 es la cantidad inicial de la sustancia presente; esto es, 4(0) = A 0 . La constante 

k < 0 en (3) se llama constante de decaimiento o tasa de decaimiento. 


^ Cuando deba resolver problemas 
como este, asegurese de guardar el 
valor de k en la memoria de su 
calculadora. 



Thomas R. Malthus 
(1776-1834) 



Madame Curie (1867-1934), descu- 
bridora del radio 


H3S3QEH Desintegracion del radio 

Supongamos que inicialmente se tienen a la mano 20 gramos de radio. A los t anos, la 
cantidad que queda se modela con la funcion A(t) = 20e~°' 000418 '. Calcular la cantidad de 
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radio que queda pasados 100 anos. <,Que porcentaje de los 20 gramos originales ha decafdo 
en 100 anos? 

Solucion Usando calculadora se ve que 100 anos despues quedan 
A(100) = 20e _0000418(100) « 19.18 g. 


Por lo que solo 


han decafdo, de los 20 gramos iniciales. 



media 


■ Vida media La vida media de una sustancia radiactiva es el tiempo T que tarda en des- 
integrarse la mitad de determinada cantidad de ese elemento, para transformarse en otro 
elemento. Vea la FIGURA 7.4.1. La vida media es una medida de la estabilidad de un elemento, 
esto es, mientras mas corta sea la vida media, el elemento es mas inestable. Por ejemplo, la 
vida media del elemento estroncio 90, 90 Sr, que es muy radiactivo y se produce en las explo- 
siones nucleares, es de 29 dfas, mientras que la vida media del isotopo de uranio, 238 U, es 
de 4 560 000 anos. La vida media del califomio, 244 Cf, que fue descubierto en 1950, solo 
es de 45 minutos. El polonio, 213 Po, tiene una vida media de 0.000001 segundos. 


H3E3HE0 Vida media del radio 

Usar el modelo exponencial del ejemplo 2 para determinar la vida media del radio. 
Solucion Si A(t) = 2Oe _0000418 ', entonces se debe calcular el tiempo T en el cual 


A{T) = |(20) = 10. 


A partir de 20e 0 000418r = io, se obtiene e a000418r = A. Esta ultima ecuacion se pasa a 
la forma logarftmica —0.0004187’ = In), y se puede despejar T: 


T = 


ln l 

-0.000418 


1 660 anos. 



A1 leer con cuidado el ejemplo 3 vemos que la cantidad inicial presente no tiene influen- 
cia en el calculo real de la vida media. Como la solucion de A(7) = A 0 e _0 000418r = )A 0 
conduce a e _0 000418r = se ve que T es independiente de A 0 . Entonces, la vida media de 1 
gramo, 20 gramos o 10 000 gramos de radio es igual. Se necesitan unos 1 660 anos para que 
la mitad de cualquier cantidad dada de radio se transforme en radon. 

Tambien los medicamentos tienen vida media. En este caso, la vida media de una medi- 
cina es el tiempo T que transcurre para que el organismo ehmine, por metabolismo o excre- 
cion, la mitad de la cantidad de medicamento tomada. Por ejemplo, los medicamentos anti- 
inflamatorios no esteroidales (NSAID, de nonsteroidal antiinflamatory drug), como aspirina 
e ibuprofeno, que se toman para ahviar dolores constantes, tienen vida media relativamente 
corta, de algunas horas, y en consecuencia se deben tomar varias veces por dfa. El naproxen 
es un NSAID y tiene mayor vida media; suele administrarse una vez cada 12 horas. Vease el 
problema 31 de los ejercicios 7.4. 


■ Datacion con carbono La edad aproximada de fosiles de materia que alguna vez fue 
viviente se puede determinar con un metodo llamado datacion, o fechado con carbono. El 
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14 C o carbono 14 es un isotopo radiactivo del carbono, que posiblemente se haya formado a 
una tasa constante en la atmosfera, por interaction de rayos cosmicos con nitrogeno 14. El 
metodo de fechado con carbono, inventado por el qulmico Willard Libby alrededor de 1950, 
se basa en que una planta o un animal absorbe 14 C por los procesos de respiration y alimen- 
tation, y cesa de absorberlo cuando muere. Como se vera en el ejemplo que sigue, el proce- 
dimiento de fechado con carbono se basa en el conocimiento de la vida media del 14 C, que 
es de unos 5 730 anos. El carbono 14 decae y forma el nitrogeno 14 original. 

Libby gano el Premio Nobel de Qulmica 
por sus trabajos; su metodo se ha usado 
hasta la fecha para fechar muebles de 
madera encontrados en las tumbas egipcias, 
los rollos del Mar Muerto, escritos en papiro 
y pieles animales, y el famoso Sudario de 
Turin, de lino, as! como un ejemplar del 
Evangelio Gnostico de Judas, recientemente 
descubierto y escrito en papiro. 



El rollo de los Salmos 



Willard Libby (1908-1980) 


^EEEEEH Datacion de un fosil con carbono 

Se analizo un hueso fosil y se determino que contiene , d 00 de la cantidad initial de 14 C 
que contenfa el organismo cuando estaba vivo. Determinar la edad aproximada del fosil. 

Solution Si la cantidad initial era de A 0 gramos de 14 C en el organismo, entonces, t anos 
despues desumuerte,hayA(f) = A 0 e fo gramosresiduales. Cuando f = 5 730, A(5 730) = §A 0 
y asf §A 0 = A 0 e 5 730k . De esta ultima ecuacion se despeja la constante k de decaimiento, 
y queda 

e 5 730* = I y asf k = ^ „ -0.00012097. 

Por consiguiente, un modelo de la cantidad de 14 C que queda es A(f) = A 0 e _0 ' 00012097? . Con 
este modelo se debe despejar ahora f de A(f) = j 000 A 0 : 


— A 0 implicaque t = 


-0.00012097 


La edad determinada en este ultimo ejemplo sale, en realidad, del lfmite de exactitud del 
metodo del carbono 14. Pasadas 9 vidas medias del isotopo, o sea unos 52 000 anos, ha decafdo 
aproximadamente 99.7% del carbono 14, y es casi imposible medirlo en un fosil. 

■ Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton Suponga que un objeto o cuerpo se coloca 
dentro de un medio (aire, agua, etc.) que se mantiene a una temperatura constante T m llamada 
temperatura ambiente. Si la temperatura initial T 0 del cuerpo u objeto, en el momenta de 

colocarlo en el medio, es mayor que la temperatura ambiente T m , el cuerpo se enfriara. Por ^ Suponemos que este momenta 
otra parte, si T 0 es menor que T m , se calentara. Por ejemplo, en una oficina que se mantiene, corresponde al tiempo t = 0. 

por ejemplo a 70°F, una taza de cafe hirviente se enfriara, mientras que un vaso de agua helada 
se calentara. La hipotesis acostumbrada sobre el enfriamiento o el calentamiento es que la 
rapidez con la que se enfrfa o calienta un objeto es proportional a la diferencia 7(f) - T m , 
donde 7(f) representa la temperatura del objeto en el tiempo f. En cualquier caso, de enfria- 
miento o calentamiento, esta hipotesis da por resultado que T(t) — T m = (T 0 — T„)e kt , donde 
k es una constante negativa. Notese que como e kt — > 0 para k < 0, la ultima ecuacion concuerda 
con la expectativa intuitiva que T(t ) — T m 0, o lo que es igual, T’(f) — > T m , cuando f — > 00 
(el cafe se enfrfa y el agua helada se calienta, ambos hasta la temperatura ambiente). Si se 
despeja 7(f) se obtiene la funcion de la temperatura del objeto, 

T(t) =T m + (T 0 - T m )e kt , k< 0. (4) 
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El modelo matematico (4) se llama ley de Newton de calentamiento/enfriamiento, por su 
descubridor. Observe que T( 0) = T 0 . 



El pastel se enfriara 


MOUSSES Enfriamiento de un pastel 

Se saca un pastel del homo, cuya temperatura era de 350 °F, y se lo coloca en una cocina 
donde la temperatura ambiente es de 75 °F. Un minuto despues, se mide la temperatura 
del pastel y resulta de 300 °F. Suponga que la temperatura del pastel en la cocina esta dada 
por (4). 

a) <,Cual es la temperatura del pastel 6 minutos despues? 

b) <(En cuanto tiempo la temperatura del pastel sera de 80 °F? 

c) Hacer la grafica de T{t). 

Solucion a) Cuando se saca el pastel del homo, su temperatura es tambien de 350 °F, 
esto es, T 0 = 350. La temperatura ambiente es la de la cocina, T m = 75. Entonces, 
la ecuacion (4) se transforma en T(t) = 75 + 215e kt . La medicion T’(l) = 300 es la 
condicion que determina k. De 7’(1) = 75 + 275e k = 300, se ve que 


De acuerdo con el modelo T(t) = 75 + 21 5e 0,2 ° 07 ' se determina que 


T 

350 
300 
250 
200 
150 
100 
50 

5 10 15 20“*^ 

(Minutos) 

FIGURA 7.4.2 Grafica de T(t) del 
ejemplo 5 



r( 6) = 75 + 275e“ a2007(6) = 157.5 °F. 

b) Para determinar el momenta en que la temperatura del pastel es de 80 °F se despeja t 
de la ecuacion T(t) = 80. La ecuacion T(t) = 75 + 275e“ 0 ' 2007 ' = 80 se reacomoda 
en la forma 


5 1 Ins 

= = — se ve que t = = 

275 55 4 -0.2007 


c) Con ayuda de una funcion de graficacion obtuvimos la grafica de T{t) que se ve en 
azul en la FIGURA 7.4.2. Debido a que T(t) = 75 + 275e~°' 2007f — > 75 cuando t — > °°, 
T = 75, indicada en rojo en la figura 7.4.2 es una asintota horizontal de la grafica 
de T{i) = 15 + 275e~ 02007t . = 


■ Interes compuesto Ciertas inversiones, como las cuentas de ahorro, pagan una tasa anual 
de interes que se puede componer en forma anual, trimestral, mensual, semanal, a diario, 
etcetera. En general, si un capital de $P se invierte a una tasa anual de interes r, que se corn- 
pone n veces por ano, la cantidad S que hay al final de t anos se calcula con 


S = 


( 6 ) 


S es el llamado valor futuro del capital P. Si aumenta la cantidad n sin limite, entonces se 
dice que el interes es compuesto continuamente. Para calcular el valor futuro de P en este 
caso, sea m = n!r. Entonces n = mr y 


=( 1 + £) *[( 1 + i )]' 
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En razon de que n — > 00 implica que m — > °°, observa en la pagina 321 de la section 7.1, que 
(1 + llrrif 1 e. El lado derecho de (6) se transforma en 


h i)T 


P[g] rt cuando m — > 


Asf, si se compone continuamente una tasa anual r de interes, el valor futuro S de un capital 
P en t afios es 


S = Pe rt . (7) 


| Comparacion de valoresfuturos 

Supongamos que se depositan $1 000 en una cuenta de ahorros, cuya tasa de interes anual 
es 3%. Comparar el valor futuro de este principal dentro de 10 afios a) si se compone el 
interes mensualmente y b) si se compone el interes continuamente. 

Solution 

a) Como un afio tiene 12 meses, n = 12. Ademas, con P = 1 000, r = 0.03 y t = 10, 
la ecuacion (6) se transforma en 

/ n 03 Y* 0 ) 

S = 1 000( 1 + ]2 J = 1 000(1. 0025 ) 120 » $1 349.35. 

b) Segun la ecuacion (7), 

S = 1 OOOe (003)(10) = 1 000e° 3 « $1 349.86. 

Entonces, a los 10 afios se ha ganado $0.51 con la composicion continua con respecto a 
la capitalization mensual. = 


■ Modelos logaritmicos Probablemente, la aplicacion mas famosa de los logaritmos base 
10, o logaritmos comunes es la escala de Ricther. Charles F. Richter, sismologo estadouni- 
dense, invento en 1935 una escala logarftmica para comparar las energfas de distintos tem- 
blores o sismos. La magnitud M de un sismo se define con 

M = log 10 ^-, (8) 

en donde A es la amplitud de la onda sfsmica maxima del sismo, y A 0 es una amplitud de 
referenda que corresponde a la magnitud M = 0. El numero M se calcula con un decimal 
de precision. Se considera que los sismos de magnitud 6 o mayores son potencialmente des- 
tructives. Charles F. Richter (1900-1985) 



LESSEES Comparacion de intensidades 

El sismo del 26 de diciembre de 2004, frente a la costa oeste de Sumatra del Norte, que 
produjo un tsunami que causo 200 000 muertes, se clasifico inicialmente como de 9.3 en 
la escala de Richter. El 28 de marzo de 2005, una replica en la misma zona se clasifico 
como de 8.7 grados en la misma escala. (.Cuantas veces mas intenso fue el sismo de 
2004? 
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Solucion De acuerdo con (8), 



S0ren S0rensen (1868-1939) 


9.3 = log 10 (^-) y 8.7 = log 10 (y-) . 

V a 0/2004 \ a 0 / 2005 

Esto quiere decir, a su vez, que 



Ahorabien, como 9.3 = 8.7 + 0.6, entonces, por las leyes de los exponentes, 


= IQ 93 = 10 a6 10 8 - 7 = 10°- 6 — 


Asf, el sismo original fue unas 4 veces mas intenso que la replica. 


En el ejemplo 7 se puede ver que, por ejemplo, si un sismo es de 6.0 y otro es de 4.0 en 
la escala de Richter, el sismo de 6.0 es 10 2 = 100 veces mas intenso que el de 4.0. 

■ pH de una solucion En qulmica, el potencial hidrogeno o pH de una solucion se define 
como 


pH = -log 10 [H + ], ( 9 ) 

en donde el slmbolo [H + ] representa la concentracion de iones hidrogeno en la solucion, 
expresada en moles por litro. La escala de pH fue inventada en 1909 por Spren Sprensen, 
bioqufmico danes. Las soluciones se clasifican de acuerdo con el valor de su pH: acidas, 
basicas o neutras. Una solucion cuyo pH esta en el intervalo 0 < pH < 7 se considera acida; 
cuando el pH > 7, la solucion es basica (o alcalina). En caso de que pH = 7, la solucion es 
neutra o neutral. El agua, si no esta contaminada por otras soluciones o por la lluvia acida, 
es un ejemplo de solucion neutra, mientras que el jugo de limon sin diluir tiene un pH en los 
lfmites pH :< 3. Una solucion con pH = 6 es diez veces mas acida que una solucion neutra. 
Veanse los problemas 47-50 en los ejercicios 7.4. 

Como se vera en el siguiente ejemplo, los valores de pH se suelen calcular redondeando 
a una cifra decimal. 


^EESHEO pH de la sangre humana 

Se sabe que la concentracion de iones hidrogeno en la sangre de una persona saludable es 

[H + ] = 3.98 X 10 8 moles/litro. Calcular el pH de la sangre. 

Solucion De acuerdo con (9) y las leyes de los logaritmos (teorema 7.2. 1) 

pH = — log 10 [3.98 X 10“ 8 ] 

= -[log 10 3.98 + logi 0 10 -8 ] 

= — [log 10 3.98 - 81og 10 10] <— io glo io = l 

= — [log 10 3.98 - 8], 

Con ayuda de la tecla log 10 de una calculadora se comprueba que 

pH ~ —[0.5999 — 8] ~ 7.4. = 
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La sangre humana suele ser una solution basica. Sus valores de pH caen normalmente 
dentro de los limites bastante estrechos de 7.2 < pH < 7.6. Una persona cuya sangre tiene 
un pH fuera de estos limites puede padecer alguna enfermedad, e incluso puede morir. 




Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-19. 


= Crecimiento demografico 

1. Pasadas 2 horas, se observa que la cantidad de bacterias 
en un cultivo se ha duplicado. 

a) Deduzca un modelo exponential (1) para determinar 
la cantidad de bacterias en el cultivo, cuando el tiem- 
po es t. 

b) Determine la cantidad de bacterias presentes en el cul- 
tivo despues de 5 horas. 

c) Calcule el tiempo que tarda el cultivo en crecer hasta 
20 veces su tamano inicial. 

2. Un modelo de la cantidad de bacterias en un cultivo despues 
de t horas es la ecuacion (1). 

a) Calcule la constante de crecimiento k si se sabe que 
despues de 1 hora la colonia se ha expandido hasta 1 .5 
veces su poblacion inicial. 

b) Calcule el tiempo que tarda el cultivo en cuadruplicar 
su tamano. 

3. Un modelo de la poblacion de una comunidad pequena es 
P(t) = 1 500e to . Si la poblacion inicial aumenta 25% en 
10 anos, ^cual sera la poblacion en 20 anos? 

4. Un modelo de la poblacion de una comunidad pequena, 
despues de t anos, se define con (1). 

a) Si la poblacion inicial se duplica en 5 anos, ^cuanto 
tardara en triplicarse? [Y en cuadruplicarse? 

b ) Si la poblacion de la comunidad del inciso a) es 10 000 
despues de 3 anos, ^cual era la poblacion inicial? 

5. Un modelo de la cantidad de bacterias en un cultivo, des- 
pues de t horas, es P(i) = P§e kt . Despues de 3 horas, se 
observa que hay 400 bacterias. Luego de 10 horas desde 
el initio, hay 2 000 bacterias. ^Cual era la cantidad inicial 
de bacterias? 

6 . Como parte de una investigation de genetica se cultiva 
una pequena colonia de Drosophila (moscas pequenas de 
las frutas, con dos alas) en un ambiente de laboratorio. A 
los 2 dias se observa que la poblacion de moscas ha aumen- 
tado a 200. Despues de 5 dias, la colonia tiene 400 mos- 
cas. 

a) Deduzca un modelo P(t) = P 0 e kt de la poblacion de la 
colonia de drosophilas despues de t dias. 

b) ^Cual sera la poblacion de la colonia en 10 dias? 

c) ^Cuando la poblacion de la colonia tendra 5 000 mos- 
cas? 


7. Un alumno enfermo de un virus de catarro regresa a un 
colegio aislado, de 2 000 estudiantes. La cantidad de estu- 
diantes infectados con catarro, t dias despues del regreso 
del alumno enfermo, se calcula con la funcion logistica 

2 000 

[t) ~ 1 + 1 999e -a8905t 

a) De acuerdo con este modelo, ^cuantos estudiantes 
seran infectados por el catarro despues de 5 dias? 

b) ^Cuanto tiempo pasara para que la mitad de la pobla- 
cion de estudiantes quede infectada? 

c) ^.Cuantos alumnos indica el modelo que se infectaran 
despues de un tiempo muy prolongado? 

d) Trace una grafica de P{t). 

8 . En 1920, Pearl y Reed propusieron un modelo logistico de 
la poblacion de Estados Unidos, con base en datos de 1790, 
1850 y 1910. La funcion logistica que propusieron fue 

2 930.3009 


P{t) = 


0.014854 + e-° 0313395t ’ 


en donde P se expresa en miles, y t representa la cantidad 
de anos despues de 1780. 

a) El modelo concuerda muy bien con las cifras de los 
censos de entre 1790 y 1910. Determine las cifras de 
la poblacion de 1790, 1850 y 1910. 

b) ^Que indica este modelo de la poblacion de Estados 
Unidos despues de un tiempo muy largo? ^Como se 
compara esta prediction con el censo de poblacion de 
2000, que fue de 281 millones? 

= Decaimiento radiactivo y vida media 

9. A1 principio habia 200 miligramos de una sustancia radiac- 
tiva. Pasadas 6 horas, la masa disminuyo 3%. Forme un 
modelo exponential A(t) = A 0 e kt de la cantidad residual de 
la sustancia que se desintegra, pasadas t horas. Calcule la 
cantidad que queda despues de 24 horas. 

10. Determine la vida media de la sustancia del problema 9. 

11. Resuelva este problema sin usar el modelo exponential 
(3). A1 principio hay disponibles 400 gramos de una sus- 
tancia radiactiva. Si la vida media de la sustancia es de 8 
horas, presente su estimation informada de cuanto queda 
(aproximadamente) luego de 17 horas. Despues de 23 
horas. Luego de 33 horas. 
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12. Considere un modelo exponencial A(t) = A 0 e kt de la can- 
tidad que queda de la sustancia radiactiva del problema 
1 1 . Compare los valores calculados de A( 1 7), A(23) y A(33) 
con sus estimaciones. 

13. El yodo 1 3 1 se usa en procedimientos de medicina nuclear; 
es radiactivo y su vida media es de 8 dfas. Calcule la cons- 
tante k de decaimiento del yodo 1 3 1 . Si la cantidad residual 
de una muestra inicial despues de t dfas se calcula con el 
modelo exponencial A(t) = A () e kt , ^cuanto tardara en decaer 
95% de la muestra? 

1 4. La cantidad de una sustancia radiactiva que queda pasadas 
t horas se calcula con A(t) = 1 00e kt . Despues de 12 horas, 
la cantidad inicial disminuyo 7%. <jCuanto queda despues 
de 48 horas? ^Cual es la vida media de la sustancia? 

15. La vida media del polonio 210, 210 Po, es de 140 dfas. Si 
A(f) = A 0 e kt representa la cantidad de 210 Po que queda 
despues de t dfas, ^cual es la cantidad que queda despues 
de 80 dfas? £ De spues de 300 dfas? 

16. El estroncio 90 es una sustancia radiactiva peligrosa que 
se encuentra en la lluvia acida. En ese caso puede llegar a 
la cadena alimentaria, al contaminar el pasto con el cual 
se alimentan unas vacas. La vida media del estroncio 90 
es de 29 anos. 

a) Deduzca un modelo exponencial (3) para determinar 
la cantidad residual despues de t anos. 

b) Suponga que se encuentra 90 Sr en el pastizal, y su 
concentration es 3 veces la concentration de seguridad 
A 0 . ^Cuanto tiempo pasara para que se pueda usar el 
pastizal de nuevo para alimentar vacas? 

= Datacion con carbono 

17. En las paredes y techos de una cavema en Lascaux, Francia, 
se encontraron dibujos hechos con carbon vegetal. 
Determine la edad aproximada de las figuras, si se deter- 
mine que 86% del 14 C de un trozo de carbon vegetal que 
se encontro en la cueva habfa decaf do por radiactividad. 



Trazos con carbon vegetal, 
del problema 17 


18. El analisis de un hueso fosil de animal, en un sitio arqueo- 
logico, indica que ese hueso ha perdido entre 90 y 95% 
de su 14 C. Indique un intervalo de edades posibles del 
fosil. 

19. El Sudario de Turin muestra la imagen negativa del cuerpo 
de un hombre, que parece haber sido crucificado. Muchos 
creen que es el sudario con que fue sepultado Jesus de 


Nazaret. En 1988, el Vaticano permitio hacer una datacion 
del sudario con radiocarbono. Varios laboratorios inde- 
pendientes analizaron la tela, y el consenso de opiniones 
fue que el sudario tiene unos 660 anos de antigiiedad, edad 
que concuerda con su aspecto historico. Esta edad fue 
refutada por muchos estudiosos. Con esta edad, determine 
que porcentaje de la cantidad original de 14 C quedaba en 
la tela en 1988. 



Imagen del sudario 
del problema 19 


20. En 1991, unos alpinistas encontraron un cuerpo conser- 
vado de un hombre, parcialmente congelado, en un glaciar 
de los Alpes Austriacos. Se encontro, con tecnicas de 
fechado con carbono, que el cuerpo de Otzi, como se llamo 
a ese hombre de las nieves, contenfa 53% del 14 C que 
contiene una persona viva. ^Cual es la fecha aproximada 
de su muerte? 



del problema 20 


= Ley de enfriamiento o calentamiento de Newton 

21. Suponga que sale una pizza del homo a 400 °F y que la 
cocina tiene una temperatura constante de 80 °F. Tres minu- 
tos despues, la temperatura de la pizza es de 275 °F. 

a) <,Cual es la temperatura T(t) de la pizza despues de 5 
minutos? 

b) Determine el tiempo cuando la temperatura de la piz- 
za es de 150 °F. 

c) Despues de un tiempo muy largo, £cual es la tempe- 
ratura aproximada de la pizza? 

22. Un vaso de agua frfa se saca de un refrigerador cuya tem- 
peratura interior es de 39 °F, y se deja en un recinto que 
se mantiene a 72 °F. Un minuto despues, la temperatura 
del agua es de 43 °F. ^Cual es la temperatura del agua 
despues de 10 minutos? despues de 25 minutos? 
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23. Se introduce un termometro que estaba a la intemperie, 
donde la temperatura del aire es de —20 °F, a un recinto 
donde la temperatura del aire es de 70 °F constante. Un 
minuto despues, dentro del recinto, el termometro indica 
0 °F. ^Cuanto tardara en indicar 60 °F? 

24. Un termometro se saca del interior de una casa al exterior, 
donde la temperatura del aire es de 5 °F. Despues de estar 
afuera un minuto, el termometro indica 59 °F y despues 
de 5 minutos indica 32 °F. ^Cual es la temperatura en el 
interior de la casa? 



Termometro del problema 24 

25. Se encontro un cadaver dentro de un cuarto cerrado de 
una casa, donde la temperatura era de 70 °F constantes. 
Cuando lo descubrieron, la temperatura en su interior se 
midio y resulto ser de 85 °F. Una hora despues, la segunda 
medicion fue de 80 °F. Suponga que el momento de 
la muerte corresponde a t = 0, y que en ese momento la 
temperatura interna era de 98.6 °F. Determine cuantas 
horas pasaron hasta que se encontro el cadaver. 

26. Repita el problema 25, si las pruebas indicaban que la 
persona muerta tenfa fiebre de 102 °F en el momento de 
su muerte. 


= Interes compuesto 

27. Suponga que se deposita 10 en una cuenta de ahorros que 
paga 1% de interes anual, compuesto continuamente. 
^Cuanto dinero habra en la cuenta despues de 2 000 anos? 
^Cual es el valor futuro de 10 en 2 000 anos, si la cuenta 
paga 2% de interes anual compuesto continuamente? 

28. Suponga que se invierten $100 000 a una tasa de interes 
anual de 5%. Use (6) y (7) para comparar los valores futu- 
res de esa cantidad en 1 ano, llenando la tabla siguiente: 



29. Suponga que deposita $5 000 en una cuenta de ahorros 
que paga 6% de interes anual compuesto continuamente. 
/.Cuantos intereses ganara en 8 anos? 


30. Valor presente Si se despeja P (el capital) de (7), esto es, 
si P = Se ", se obtiene la cantidad que se debe invertir hoy, 
a una tasa anual r de interes, para que valgan $S despues de 
t anos. Se dice que P es el valor presente de la cantidad S. 
^Cual es el valor presente de $100 000 a una tasa anual de 
3% compuesto continuamente durante 30 anos? 

= Modelos exponenciales diversos 

31. Vida media efectiva Las sustancias radiactivas son eli- 
minadas de los organismos vivos mediante dos procesos: 
decaimiento ffsico natural y metabolismo biologico. Cada 
proceso contribuye a que haya una vida media efectiva E, 
que se define por 


1 /E = 1 IP + MB, 

en donde P es la vida media ffsica de la sustancia radiac- 
tiva, y B es la vida media biologica. 

a) El yodo radiactivo, 13 1 I, se usa para tratar el hiperti- 
roidismo (tiroides hiperactiva). Se sabe que para las 
tiroides humanas, P = 8 dfas, y B = 24 dfas. Calcule 
la vida media efectiva del 13I I. 

b) Suponga que la cantidad de 131 I en la tiroides humana 
despues de t dfas se modela con A(f) = A 0 e kt , k < 0. 
Use la vida media efectiva que determino en el inciso 
a) para calcular el porcentaje de yodo radiactivo que 
queda en la tiroides humana dos semanas despues de 
su ingestion. 

32. Regreso a la ley de enfriamiento de Newton La rapidez 
con que se enfrfa un cuerpo tambien depende de su super- 
ficie S expuesta. Si S es constante, entonces una modifi- 
cation de (4) es 


T{t) =T m + (T 0 - T m )e ks \ k< 0. 


Suponga que dos tazas. Ay P, se llenan con cafe al mismo 
tiempo. Al principio, la temperatura del cafe es de 150 °F. 
La superficie expuesta de la taza de cafe B es el doble de 
la de la taza de cafe A. Pasados 30 minutos, la temperatura 
de la taza de cafe A es de 100 °F. Si T m = 70 °F, <;cual es 
la temperatura del cafe en la taza B a los 30 minutos? 

33. Circuito en serie En un circuito sencillo en serie, for- 
mado por un voltaje constante E, una inductancia de L 
henries y una resistencia de R ohms, se puede demostrar 
que la corriente 7(f) es 

I(t) = f(l - 


Despeje t en funcion de los tiros sfmbolos. 

34. Concentration demedicina Bajo ciertas condiciones, la 
concentration de una medicina, en el momento t despues 
de inyectarla, es 
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45. 6.6 


Aqui, ay b son constantes positivas, y C 0 es la concentra- 
tion de la sustancia cuando t = 0. Determine la concen- 
tration de un medicamento, en estado estable, esto es, el 
valor limite de C(t) cuando t — > °°. Determine el tiempo t 
en el cual C(f) es la mitad de la concentration de estado 
estable. 

= Escala de Richter 

35. Dos de los sismos mas devastadores en el area de la bahia 
de San Francisco sucedieron en 1906, a lo largo de la 
Falla de San Andres, y en 1989 en las Montanas Santa 
Cruz, cerca del Pico Loma Prieta. Los sismos de 1906 y 
1989 fueron de 8.5 y 7.1 en la escala de Richter, respecti- 
vamente. ^Cuantas veces mayor fue la intensidad del sismo 
de 1906 que la de 1989? 



Distrito Marina de San Francisco, 

1989 

36. ^Cuantas veces mayor fue la intensidad del sismo del norte 
de Sumatra en 2004 (ejemplo 7) en comparacion con el 
sismo de Alaska, en 1964, cuya magnitud fue de 8.9? 

37. Si un sismo tiene 4.2 de magnitud en la escala de Richter, 
^cual es la magnitud, en escala de Richter, de un sismo 
cuya intensidad es 20 veces mayor? [Pista: primero resuelva 
la ecuacion 10* = 20]. 

38. Demuestre que la escala de Richter, definida en (8) de esta 
section, se puede escribir en la forma 

_ In A - lnA 0 


= pH de una solucion 

En los problemas 39 a 42, determine el pH de una solucion 
con la concentration de iones hidrogeno [H + ] indicada. 

39. 10~ 6 

40. 4 X 10“ 7 

41. 2.8 X 10” 8 

42. 5.1 X 10~ 5 

En los problemas 43 a 46, determine la concentration de 
iones hidrogeno [H + ] de una solucion a partir del pH indi- 
cado. 

43. 3.3 

44. 7.3 


46. 8.1 

En los problemas 47 a 50, determine cuantas veces mas acida 
es la primera sustancia que la segunda. 

47. jugo de limon: pH = 2.3, vinagre: pH = 3.3 

48. acido de acumulador: pH = 1, lejfa: pH = 13 

49. lluvia acida: pH = 3.8, lluvia limpia: pH = 5.6 

50. NaOH: [H + ] = 10" 14 , HC1: [H + ] = 1 


= Modelos logaritmicos diversos 

51. Escalade Richter y la energia Charles Richter, al traba- 
jar con Beno Gutenberg, desarrollo el modelo 

M = |[log 10 E - 11.8] 

que relaciona la magnitud Richter, M de un sismo con su 
energia sismica E (expresada en ergs). Calcule la energia 
sismica E del sismo del norte de Sumatra, en 2004, en el 
que M = 9.3. 

52. Nivel de intensidad El nivel de intensidad b de un soni- 
do, expresado en decibeles (dB), se define por medio de 

b = 101o glo p (10) 

en donde / es la intensidad del sonido expresada en watts/ 
cm 2 e 7 0 = 10“ 16 watts/cm 2 es la intensidad del sonido mas 
debil que se puede oir (0 dB). Use (10) y llene la siguiente 
tabla: 


Sonido 

Intensidad I 

(watts/cm 2 ) 

Nivel de 
intensidad 
b (dB) 

Murmullo 

IQ-1 4 


Conversation 

10“ u 


Comerciales de TV 

10“ 10 


Alarma de humo 

10“ 9 


Despegue de avion 

10“ 7 


a reaction 
Rock band 

10“ 4 




53. Umbral de dolor En general, se toma el umbral del dolor 
como alrededor de 140 dB. Calcule la intensidad del sonido 
I que corresponde a 140 dB. 
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54. Nivelesde intensidad La intensidad del sonido/esinver- 
samente proporcional al cuadrado de la distancia d a su 
fuente, esto es. 



en donde k es la constante de proporcionalidad. Suponga 
que d { y d 2 son distancias a una fuente de sonido, y que 
los niveles de intensidad correspondientes, de los sonidos, 
son b t y b 2 . Use (11) en (10) para demostrar que b x y b 2 
se relacionan por 

b 2 = b x + 201og 10 ^-. (12) 

d 2 

55. Nivel de intensidad Cuando un avion P x volaba a una 
altitud de 1 500 pies, paso sobre un punto en el suelo donde 
midieron su intensidad, que resulto ser de b\ = 70 dB. Use 
(12) para calcular el nivel de intensidad b 2 de un segundo 
avion P 2 que vuela a 2 600 pies de altura, cuando pasa 
sobre el mismo punto. 

56. Conversacion sobre politica A una distancia de 4 pies, 
el nivel de intensidad de una conversacion animada es de 
50 dB. Use (12) para calcular el nivel de intensidad a 14 
pies de la conversacion. 

57. Pupila del ojo Un modelo empfrico, inventado por 
DeGroot y Gebhard, relaciona el diametro d de la pupila, 
en milfmetros, con la luminancia B de la fuente luminosa 
(expresada en mililamberts, mL): 

log w d = 0.8558 - 0.000401 (8.1 + log 10 B) 3 . 
Vease la FIGURA 7.4.3. 



FIGURA 7.4.3 Diametro de 
la pupila del problema 57 


a) La luminancia promedio del cielo claro es aproxima- 
damente de B = 255 mL. Calcule el diametro de pu- 
pila correspondiente. 

b) La luminancia del Sol varfa entre aproximadamente 
B = 190 000 mL en la aurora, hasta B = 51 000 000 
a mediodfa. Calcule los diametros correspondientes 
de pupila. 

c) Calcule la luminancia B que corresponde a un diame- 
tro de pupila de 7 mm. 

58. Area superficial del cuerpo Los investigadores medicos 
usan el modelo matematico empfrico 

log 10 A = -2.144 + (0.425)lo glo m + (0.725)log IO /i 

para calcular el area superficial del cuerpo A (medida en 
metros cuadrados), dada la masa m de una persona (en 
kilogramos) y la estatura h (en centfmetros). 

a) Calcule el area superficial del cuerpo de una persona 
cuya masa es m = 70 kg y que mide h = 175 cm de 
estatura. 

b ) Determine su masa y estatura y calcule el area super- 
ficial de su cuerpo. 


| | 75 Funciones hiperbolicas^ 


■ Introduccion En la seccion 7.4 comprobamos la utilidad de la funcion exponencial e x 
en diversos modelos matematicos. Otra aplicacion mas consiste en imaginar una cuerda de 
alambre flexible, como un cable que cuelga solo bajo su propio peso entre dos soportes fijos. 
Se puede demostrar que, bajo ciertas condiciones, el alambre colgante toma la forma de la 
grafica de la funcion 


/(*) = 


( 1 ) 


El sfmbolo c representa una constante positiva que depende de las caracterfsticas ffsicas del 
alambre. Funciones como la (1), formadas por ciertas combinaciones de e x y e~ x , aparecen 
en tantas aplicaciones, que se les han asignado nombres. 


■ Funciones hiperbolicas En particular cuando c = 1 en (1), la funcion resultante 
f{x) = - — ^ 6 — se Hama coseno hiperbolico. 



Cables telefonicos 


7.5 Funciones hiperbolicas 
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Definicion 7.5.1 Funciones hiperbolicas 

Para todo numero real x, el seno hiperbolico de x, representado por senh x, es 

senhx = - — ^ — , (2) 

y el coseno hiperbolico de x, representado por cosh x, es 

cosh* = - — — ^ — . (3) 

2 



Arco Gateway, St. Louis, MO., 
Estados Unidos 


En forma analoga a las funciones trigonometricas tan x, cot x, sec x y esc x, que se defi- 
nen en terminos de sen x y cos x, hay cuatro funciones hiperbolicas mas, tanh x, coth x, sech 
x y csch x, que se definen en terminos de senh x y cosh x. Por ejemplo, las funciones tangente 
hiperbolica y secante hiperbolica se definen como sigue: 


coshx 

1 


y 

y 


cothx = 
cschx = 


1 

tanhx 

1 

senhx 



■ Graficas La grafica del coseno hiperbolico, que muestra la FIGURA 7.5.1, se llama cate- 
naria. La palabra catenaria se deriva de la palabra catena, cadena en griego. La forma del 
famoso arco Gateway de St. Louis Missouri, de 630 pies de altura, es una catenaria invertida. 
Compare la forma de la figura 7.5.1 con la de la foto adjunta. La grafica de y = senh x se ve 

en la FIGURA 7.5.2. 



Las graficas de la tangente, cotangente, secante y cosecante hiperbolicas se presentan 
en la FIGURA 7.5.3. Observe que y = 1 y y = — 1 son las asmtotas horizontales en las graficas 
de y = tanh xyy = coth x y que x = 0 es una asmtota vertical en las graficas de y = coth x 
y y = csch x. 


■ Identidades Aunque las funciones hiperbolicas no son periodicas, poseen identidades 
parecidas a las identidades trigonometricas. En forma parecida a la identidad pitagorica basica 
de trigonometna, sen 2 x + cos 2 x = 1, en los casos del seno y del coseno hiperbolicos: 

cosh 2 x — senh 2 x = 1. (6) 

Veanse los problemas 1 a 6 en los ejercicios 7.5. 
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a) y = tanh x b)y = coth x c) y = sech x d) y = csch x 

FIGURA 7.5.3 Graficas de la tangente hiperbolica a), cotangente hiperbolica b), secante hiperbolica c) y 
cosecante hiperbolica d) 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-20. 


En los problemas 1 a 6, use las definiciones de cosh x y senh x, 
en (2) y (3), para verificar la identidad. 

1. cosh 2 x — senh 2 x = 1 

2. 1 - tanlrx = sech 2 x 

3. cosh(— x) = coshx 

4. senh(-x) = -senhx 

5. senh 2x = 2 senh x coshx 

6. cosh2x = cosh 2 x + senh 2 x 

7. a ) Si senh x = — §, use la identidad dada en el problema 

1 para encontrar el valor de cosh x. 
b ) Use el resultado del inciso a) para encontrar los valo- 
res numericos de tanh x, coth x, sech x, y csch x. 


8 . a) Si tanh x = §, use la identidad dada en el problema 2 

para encontrar el valor de sech x. 
b) Use el resultado del inciso a) para encontrar los valo- 
res numericos de tanh x, coth x, sech x, y csch x. 

9. Como puede observarse en la figura 7.5.2, la funcion seno 
hiperbolico y = senh x es uno a uno. Use (2) de la defini- 
cion 7.5.1 en la forma e x — 2y — e A = 0 para demostrar 
que el seno hiperbolico inverso senh 'x esta dado por 


senh ’x = ln(x + A 


10. La funcion y = cosh x en el dominio restringido [0, °°) es 
uno a uno. Proceda como en el problema 9 para encontrar 
el inverso de y = cosh x, x > 0. 


-s 


Conceptos importantes Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Funcion exponencial: 
base b > 0, b 1 
creciente, b> 1 
decreciente, b < 1 
Leyes de los exponentes 
Inverso de la funcion exponencial 
El numero e 

Funcion exponencial natural 
Funcion logarftmica: 
base b > 0, b 1 


Leyes de los logaritmos 
Logaritmo comun 
Logaritmo natural 
Formula de cambio de base 
Crecimiento y decaimiento: 
constante de crecimiento 
constante de decaimiento 
Vida media 
Datacion con carbono 
Interes compuesto continuo 


pH de una solution 
Escala de Richter 
Funciones hiperbolicas: 
coseno 
seno 


Conceptos importantes 
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I Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pagina RESP-20. 


= A. Verdadero/Falso 

En los problemas 1 a 14, conteste cierto o falso. 

1. y = In x y y = e x son funciones inversas. 

2. El punto ( b , 1) esta en la grafica de /(x) = log b x. 


3. y = 10 x yy = (0.1)* son la misma funcion. 

4. Si/(x) = e x - 1, entonces/(x) = 1 cuando x = ±lnV2. 


5 4^/2 = 2 x 



7. 2* + 2~ x = (2 + 2 -1 )* 

8. 2 3+3x = 8 1+ * 

9. — ln2 = ln(j) 

10. ln^-r = a - b 


11. ln(lne) = 1 


12. lnV^3 = 


In 43 


13. ln(e + e) = 1 + ln2 

14. log 6 (36) _1 = -2 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 22, llene los espacios. 

1. La grafica de y = 6 — e x corta el eje y en y su 

asintota horizontal es y = . 

2. El corte de la grafica de y = — 10 + 1 0 5x con el eje x esta 

en . 

3. La grafica de y = ln(x + 4) corta al eje x en y 

su asmtota vertical es x = . 

4. La grafica de y = log 8 (x + 2) interseca el eje y en 

5. log 5 2 - log 5 10 = . 

6. 61ne + 31n- = . 

7. e 31 ” 10 = 

8. I0 logl ° 4 - 89 = . 

9. log 4 (4 • 4 2 ■ 4 3 ) = . 


10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 
21. 


logs 625 _ 

log 5 125 ~ ' 

Si log 3 iV = —2, entonces N = . 

Si log fe 6 = ), entonces b = . . 

Si In e 3 = y, entonces y = . 

Si In 3 + In (x - 1) = In 2 + In x, entonces x = . 

Si - 1 + ln(x - 3) = 0, entonces x = . 

Si ln(ln x) = 1, entonces x = . 

Si 100 — 20e~ ai5t = 35, entonces, redondeando a cuatro 
decimales, t = . 

Si 3* = 5, entonces 3 -2 * = . 

m = 43x = (-Y 
f( X ) = (eY 6 = ( Y 

Si la grafica de y = e x ~ 2 + C pasa por (2, 9), entonces C 


22. Con transformaciones rfgidas, el punto (0, 1) de la grafica 

de y = e x se desplaza al punto en la grafica de 

y = 4 + e x ~ 3 . 


= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 y 2, reformule la expresion exponencial 
como una expresion logarftmica equivalente. 

1. 5 _1 = 0.2 

2. ^512 = 8 


En los problemas 3 y 4, reformule la expresion logarftmica 
como una expresion exponencial equivalente. 

3. log 9 27 = 1.5 

4. log 6 (36) -2 = -4 


En los problemas 5 a 12, calcule x. 


5. 2 1 ~ x = 8 

6. 3 2 * = 81 


8. e* 2 - e 5 e x 1 = 0 


9. 2 1- * = 7 
10. 3* = T~ l 
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11 . e* +2 = 6 

12. 3e x = 4e~ 3x 

En los problemas 13 y 14, resuelva la variable indicada. 

13. P = Se~ nn \ para m 

14. P = K/ 1 + ce n \ para t 

En los problemas 15 y 16, grafique las funciones en el mismo 

conjunto de ejes coordenados. 

15. y = 4 X , y = log 4 x 

16- y = i\Y,y = iogi/2* 

17. Indique la correspondencia de la letra en la grafica de la 
FIGURA 7.R.1 con la funcion adecuada. 

0 f(x) = b x ,b> 2 
ii) f{x) =b x ,l<b<2 
Hi) f(x) =b x ,\<b<\ 
iv) f{x) =b x ,0<b<\ 



problema 17 



problema 19 



FIGURA 7.R.4 Grafica del 
problema 20 


En los problemas 21 a 26, indique la correspondencia de las 
siguientes funciones con una de las graficas de abajo. 

i) y = lnU-2) 

ii) y = 2 — Inx 

iii) y = 2 + ln(x + 2) 

iv) y = -2- ln(x + 2) 

v) y= ~ln(2x) 

vi) y = 2 + ln(-jc + 2) 


18. En la FIGURA 7.R.2 llene los espacios en bianco de las coor- 
denadas de los puntos en cada grafica. 



En los problemas 19 y 20, determine la pendiente de la recta 
L que se indica en cada figura. 



4 

2- 



FIGURA 7.R.6 Grafica del problema 22 


Ejercicios de repaso 


23. 3U 



-4- 


FIGURA 7.R.8 Grafica del problema 24 


25. yi 



FIGURA 7.R.9 Grafica del problema 25 


26. yk 



-4 


FIGURA 7.R.10 Grafica del problema 26 

En los problemas 27 y 28, describa la grafica de la funcion/ 
en terminos de una transformation de la grafica de y = In x. 

27. f(x) = In ex 

28. f{x) = In x 3 


29. Deduzca la funcion /(x) = Ai jkx si (0, 5) y (6, 1) son puntos 
en la grafica de/. 

30. Deduzca la funcion /(x) = A 10** si /(3) = 8 y /( 0) = j. 

31. Deduzca la funcion/(x) = a + b x ,0 < b < 1 , si /'(l) = 5.5 
y la grafica de/tiene como una asfntota horizontal y = 5. 

32. Deduzca la funcion f{x) = a + log 3 (x - c) si /( 1 1) = 10 y 
la grafica de/tiene una asfntota vertical x = 2. 

33. Tiempopara duplicarse Si la cantidad initial de bacterias 
presentes en un cultivo se duplica despues de 9 horas, 
^cuanto tiempo pasara para que la cantidad de bacterias se 
vuelva a duplicar? 

34. /Tienes cebo? Un lago de pesca comercial se abastece 
con 10 000 crfas de pez. Deduzca un modelo P(t) = P 0 e kt 
de la poblacion de peces en el lago, cuando el tiempo es t, 
si su propietario estima que entonces quedaran 5 000 peces 
despues de 6 meses. ^Despues de cuantos meses el modelo 
predice que quedaran 1 000 peces? 

35. Desintegracion radiactiva El tritio es un isotopo del 
hidrogeno que tiene vida media de 12.5 anos. ^Cuanto de 
una cantidad inicial de este elemento queda despues de 50 
anos? 

36. Huesos viejos Un esqueleto humano que se encontro en 
un sitio arqueologico ha perdido 97% de 14 C. ^Cual es la 
edad aproximada del esqueleto? 

37. Ilusiones Una persona se jubila e invierte $650 000 en 
una cuenta de ahorros. Desea que la cuenta tenga $ 1 000 000 
en 10 anos. <',Que tasa r de interes anual compuesto conti- 
nuamente satisfara su deseo? 

38. Intensidad de la luz De acuerdo con la ley de Lambert- 

Bouguer, la intensidad I (expresada en lumenes) de un haz 
luminoso vertical que atraviesa una sustancia transparente 
disminuye de acuerdo con la funcion exponential /(x) = 
lae kx , k < 0, donde I 0 es la intensidad del rayo incidente y 
x es la profundidad, expresada en metros. Si la intensidad 
de la luz a 1 metro abajo de la superficie del agua es 30% de 
7 0 , £cual es la intensidad a 3 metros abajo de la superficie? 
i A que profundidad es la intensidad 50% de lo que era en 
la superficie? 

39. La grafica de la funcion y = ae~ be “ se conoce como curva 
de Gompertz. Resuelvax en terminos de los otros sfmbo- 
los. 

40. Si a > 0 y b > 0, demuestre que Iog a2 /r = log„b. 
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TRIGONOMETRIA DELTRIANGULO 


RECTANGULO 


| En este capi'tulo~ 


8.1 Angulos y sus medidas 

8.2 Trigonometria del triangulo rectangulo 

8.3 Funciones trigonometricas de angulos especiales 

8.4 Funciones trigonometricas de angulos generates 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Los rudimentos de la trigonometria se remontan 
al trabajo de matematicos griegos, egipcios, indios, arabes y chinos. La 
palabra trigonometria se deriva de dos vocablos griegos: trigon , que 
significa triangulo, y metro , que significa medida. Por tanto, el nombre 
trigonometria hace alusion a las diversas relaciones entre los angulos 
de un triangulo y sus lados. El astronomo y matematico griego Hiparco, 
que vivio en el siglo n antes de Cristo, fue uno de los principales inven- 
tores de la trigonometria. Las tablas de “cuerdas” que elaboro fueron 
precursoras de las tablas de valores de las funciones trigonometricas que apa- 
recfan en todos los textos de trigonometria hasta antes de la invencion de la 
calculadora de mano. El primer matematico europeo que definio las funciones 
trigonometricas directamente en ter mi nos de triangulos rectangulos en lugar 
de crrculos, con tablas de las seis funciones trigonometricas, fue el matematico 
y astronomo austriaco Georg Joachim von Lauchen (1514-1574), tambien 
conocido como Georg Joachim Rheticus. Ademas, Rheticus es recordado por- 
que fue el unico discfpulo de Nicolas Copernico (1473-1 543) y el primer defen- 
sor de la teorfa heliocentrica del sistema solar propuesta por su maestro. 

Empezaremos este capftulo con una explicacidn de los angulos y dos formas 
de medirlos. La seccion 8.2 se dedicara a definir las funciones trigonometri- 
cas de los angulos agudos de un triangulo rectangulo. En la seccion 8.4 exten- 
demos estas definiciones a los angulos generates. 



Una rebanada de 
pizza es un 
ejemplo de sector 
circular. Vease el 
problema 73 de 
los ejercicios 8.1. 


initial 

a) Dos medios rayos 






ft) Position normal 
FIGURA 8.1.1 Lados initial y termi- 
nal de un angulo 


| | 8.1 Angulos y sus medidas 

■ Introduction Comenzamos nuestro estudio de la trigonometna con la description de los 
angulos y dos metodos para medirlos: en grados y en radianes. Como veremos en la section 
9.1, la medida de un angulo en radianes es lo que nos permite definir funciones trigonome- 
tricas en conjuntos de numeros reales. 

■ Angulos Un angulo se forma con dos rayos o semirrectas, que tienen un extremo comun 
llamado vertice. A un rayo lo llamaremos lado initial del angulo, y al otro, lado terminal. Es 
util imaginar al angulo como formado por una rotation, desde el lado inicial hasta el lado ter- 
minal, como se ve en la FIGURA 8.1.1 a). El angulo se puede poner en un piano cartesiano con su 
vertice en el origen y su lado inicial que coincida con el eje positivo de las x, como se ve en 
la figura 8.1.1ft). En ese caso se dice que el angulo esta en su position normal o estandar. 

■ Medicion en grados La medicion de un angulo en grados se basa en la asignacion de 
360 grados (se escribe 360°) al angulo formado por una rotation completa en sentido contra- 
rio al de las manecillas del reloj, como se indica en la FIGURA 8.1.2. Entonces, otros angulos 
se miden en funcion de un angulo de 360°, y un angulo de 1° es el que se forma por 3 g 0 de 
una rotation completa. Si la rotation es contraria a la de las manecillas del reloj, la medida 
sera positive, si es en el sentido de las manecillas del reloj, la medida sera negativa. Por 
ejemplo, el angulo de la FIGURA 8.1.3a) se obtiene con un cuarto de rotation completa en sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj, y es 

1(360°) = 90°. 

Tambien se ve en la figura 8.1.3ft) el angulo formado por tres cuartos de rotation completa 
en sentido de las manecillas del reloj. Este angulo mide: 

f (-360°) = -270°. 


y* yk y , 



FIGURA 8.1.2 Angulo de 360 grados a) An S ul ° de 90 ° *> An S ul ° de ~ 11Q ° 

FIGURA 8.1 .3 a) Medida positiva; 
ft) medida negativa 



FIGURA 8.1.4 Tres angulos 
coterminales 


■ Angulos coterminales Una comparacion de la figura 8.1 3d) con la figura 8. 1 .3ft) demues- 
tra que el lado terminal de un angulo de 90° coincide con el lado terminal de un angulo de 
—270°. Cuando dos angulos en la position normal tienen los mismos lados terminales se dice 
que los angulos son coterminales. Por ejemplo, los angulos 6,6 + 360° y 6 — 360° que se 
ven en la FIGURA 8.1.4 son coterminales. De hecho, la suma de cualquier multiplo entero de 
360° a un angulo dado da como resultado un angulo coterminal. Al reves, dos angulos coter- 
minales cualesquiera tienen medidas en grados que difieren por un multiplo entero de 360°. 

^EEEHEIl Angulos y angulos coterminales 

En el caso de un angulo de 960°, 
a) Ubicar el lado terminal y trazar el angulo. 
ft) Determinar un angulo coterminal entre 0° y 360°. 
c) Determinar un angulo coterminal entre —360° y 0°. 
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Solution 

a) Primero se determina cuantas rotaciones completas se dan para formar este angulo. 
AI dividir 960 entre 360 se obtiene un cociente de 2, y un residuo de 240; esto es, 

960 = 2(360) + 240. 

Entonces, este angulo se forma dando dos rotaciones en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, y haciendo despues = | de otra rotation. Como se ve en la 
FIGURA 8.1.5a), el lado terminal de 960° esta en el tercer cuadrante. 

b ) La figura 8.1.5 b) muestra que el angulo de 240° es coterminal con un angulo de 
960°. 

c) La figura 8.1.5c) muestra que el angulo de — 120° es coterminal con un angulo de 
960°. 


yf y+ y 



a) b) c) 

FIGURA 8.1.5 Los angulos en b) y en c) son coterminales con el angulo en a). = 

■ Minutos y segundos Con las calculadoras es conveniente expresar las fracciones de 
grados con decimales, por ejemplo, 42.23°. Sin embargo, tradicionalmente las fracciones 
de grados se han expresado en minutos y segundos, donde 

1° = 60 minutos (se escribe 60')* (1 ) 

y 1 ' = 60 segundos (se escribe 60") (2) 

Por ejemplo, un angulo de 7 grados, 30 minutos y 5 segundos se expresa asf: 7°30'5". Algunas 
calculadoras tienen una tecla especial DMS (notation DMS, acronimo en ingles que significa 
grados, minutos y segundos) para convertir un angulo expresado en grados decimales en gra- 
dos, minutos y segundos y viceversa. Los siguientes ejemplos muestran como realizar a mano 
estas conversiones. 


MUBBEH Usar (1) y (2) 

Convierta: 

a) 86.23° en grados, minutos y segundos; 

b) 1 7°47'1 3" en notation decimal. 

Solution En cada caso usaremos (1) y (2). 

a) Como 0.23° representa de 1° y 1° = 60', tenemos 

86.23° = 86° + 0.23° 

= 86° + (0.23) (60') 

= 86° + 13.8' 

Ahora bien, 13.8' = 13' + 0.8', por lo que debemos convertir 0.8' en segundos. Puesto 
que 0.8' representan yjj de 1' y 1' = 60", tenemos 


* El uso del numero 60 como base se remonta a los babilonios. Otro ejemplo del uso de esta base en nuestra cultu- 
ra es la medida del tiempo (1 hora = 60 minutos y 1 minuto = 60 segundos). 
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86° + 13' + 0.8' = 86° + 13' + (0.8)(60") 
= 86° + 13' + 48". 


Portanto, 86.23° = 86°13'48". 

ft ) En virtud de que 1° = 60', se desprende que 1' = (+q)°. Del mismo modo, encontramos 
que 1" = (gj) = (tM))°- Asl, tenemos 

17047, i3" = 170 + 47/ + 13// 

= 17° + 47(^)° + 13(3^)° 

« 17° + 0.7833° + 0.0036° 

= 17.7869°. = 


■ Medida en radianes En el calculo, la unidad mas comoda para medir angulos es el radian. 
La medida de un angulo en radianes se basa en la longitud de un arco del clrculo unitario 

x 2 + y 2 = 1. 

Como ya sabemos, un angulo 6 en position normal se puede considerar como formado por 
la rotacion del lado initial, desde el eje positivo de x hasta el lado terminal. Como se ve en la 
FIGURA 8.1.6, el lado initial de 6 recorre una distancia t a lo largo de la circunferencia del 
crrculo unitario. Se dice que la medida de 6 es t radianes. 

En radianes se usa la misma convention que con la medida en grados: un angulo formado 
por una rotacion contraria a las manecillas del reloj se considera positivo, mientras que un 
angulo formado por una rotacion en el sentido de las manecillas del reloj es negativo. Como 
la circunferencia del clrculo unitario es 2tt, un angulo formado por una rotacion en contra de 
las manecillas del reloj es 2tt radianes. En la FIGURA 8.1.7 se han ilustrado angulos de ttI2, 
— 7t/ 2, 7r y 377 radianes, respectivamente. De acuerdo con las figuras 8.1.8c) y 8.1.8J), un 
angulo de 77 radianes es coterminal con uno de 377 radianes. 

e = s -. (3) 

En el caso en que el lado terminal de 9 atraviesa un arco de longitud s a lo largo de 
la circunferencia del crrculo igual al radio r del clrculo, nos damos cuenta, por (3), de que la 
medida del angulo 9 es 1 radian. Vease la figura 8.1.6ft) 



FIGURA 8.1.6 Angulo central en a); angulo de 1 radian en ft) 



FIGURA 8.1.7 Clrculos concentricos 


La definition dada en (3) no depende del tamano del clrculo. Para entender esto, lo unico 
que necesitamos hacer es dibujar otro clrculo centrado en el vertice de 9 de radio r' y longi- 
tud de arco subtendido s'. Vease la FIGURA 8.1.7. Debido a que los dos sectores circulares son 
similares, las razones sir y s'/r' son iguales. Por consiguiente, independientemente del clrculo 
que utilicemos, obtendremos la misma medida en radianes de 9. 

En la ecuacion (3) se puede usar cualquier unidad de longitud conveniente para s y r, 
pero es necesario usar la misma unidad tanto para s como para r. Asl, 


0(en radianes) = 


s (unidades de longitud) 
r(unidades de longitud) 
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parece ser una cantidad “sin dimension”. Por ejemplo, si s = 6 pulgadas y r = 2 pulgadas, 
entonces la medida del angulo en radianes es 


0 = 4 pulgadas = ^ 

2 pulgadas 

donde 2 es simplemente un numero real. Por esta razon, algunas veces se omite la palabra 
radianes cuando el angulo se mide en radianes. Retomaremos esta idea en la section 9.1. 

Una rotacion completa del lado inicial de 0 atravesara un arco igual en longitud a la 
circunferencia del tirculo 2vr. Se desprende de (3) que 

s 2irr 

una rotacion = - = = 2 t t radianes. 

Tenemos la misma convention que antes: un angulo formado por una rotacion en sentido 
contrario a las agujas del reloj se considera positivo, mientras que un angulo formado por una 
rotacion en el sentido de las agujas del reloj es negativa. En la FIGURA 8.1.8 ilustramos angulos 
en las posiciones estandares de 7 t/2, — 7t/2, 77 y 3 tt radianes, respectivamente. Tenga en cuenta 
que el angulo de 7 t/ 2 radianes que se muestra en a) se obtiene de un cuarto de una rotacion 
completa en sentido contrario a las agujas del reloj; es decir 

(277 radianes) = y radianes. 

El angulo que presenta la figura 8.1.8&), obtenido de un cuarto de rotacion completa en el 
sentido de las agujas del reloj, es — tt/ 2 radianes. El angulo ilustrado en la figura 8.1.8c) es 
coterminal con el angulo de la figura 8.1 .8 d). En general, la suma de cualquier multiplo entero 
de 277 radianes a un angulo expresado en radianes da como resultado un angulo coterminal. 
A1 reves, dos angulos coterminales cualesquiera expresados en radianes diferiran en un mul- 
tiplo entero de 2ir. 


yi yk y, 



a) b) c ) d) 

FIGURA 8.1.8 Angulos expresados en radianes 


Angulo coterminal 

Determinar un angulo entre 0 y 277 radianes, que sea coterminal con 0=1 177/4 radianes. 
Trazar el angulo. 

Solution Como 277 < II77/4 < 377, se resta el equivalente de una rotacion, o sea 2ir 
radianes, para obtener 

1177 _ 1 1 77 877 _ 377 

4 4 4 4 

De igual forma, una altemativa es proceder como en el inciso a) del ejemplo 1, y dividir: 
11 77/4 = 277 + 377/4. Entonces, un angulo de 377/4 radianes es coterminal con 0, como 
vemos en la FIGURA 8.1.9. = 


■ Formulas de conversion Si bien muchas calculadoras cientfficas tienen teclas que con- 
vierten mediciones entre grados y radianes, hay una forma facil de recordar la relation entre 



FIGURA 8.1.9 Angulos coterminales 
del ejemplo 3 


8.1 Angulos y sus medidas 


TABLA 8.1.1 


G ratios I 0 I 30 I 45 

Radianes | 0 | f | f 


las dos medidas. Como la circunferencia de un cfrculo unitario es 2tt, una rotacion completa 
mide 2tt radianes, y tambien 360°. Por consiguiente, 360° = 2tt radianes, o 

180° = tt radianes. (4) 

Si (4) se interpreta como 180 (1°) = 77 (1 radian), entonces se obtienen las dos formulas 
siguientes para convertir entre grados y radianes. 



Con una calculadora se hacen las divisiones en (5) y (6), y se llega a 

1° » 0.0174533 radian y 1 radian » 57.29578°. 


H3BSHEH Conversion entre grados y radianes 

Convertir 

a) 20° a radianes, b) 7 77/6 radianes a grados, c ) 2 radianes a grados. 

Solucion 

a) Para convertir grados en radianes se usa la ecuacion (5): 


20° = 20(1°) = 20 • radian J = ^-radian. 

b ) Para convertir radianes en grados, se usa la ecuacion (6): 

Itt 7tt , , 77r/l80\° 

— - radianes = — - • (1 radian) = —I I = 210 . 

6 6 6 V 7r / 


c) De nuevo se usa (6): 


2 radianes = 2 ■ (1 radian) = 2 ■ 


respuesta aproximada 
redondeada a 
dos decimates 



La tabla que sigue muestra las medidas de los angulos de uso mas frecuente, 
expresadas en radianes y en grados. 

180 

■ Terminologia El lector recordara que, en geometrfa, a un angulo de 90° se le llama 
angulo recto, y a un angulo de 180° se le llama angulo recto doble. En radianes, it 12 
es un angulo recto, y 77 es un angulo recto doble. Un angulo agudo mide entre 0° y 
90° (o entre 0 y 77/2 radianes), y un angulo obtuso mide entre 90° y 180° (o entre 77/2 y 77 
radianes). Se dice que dos angulos agudos son complementarios si suman 90° (o 77/2 radia- 
nes). Dos angulos positivos son suplementarios si suman 180° (o 77 radianes). Un triangulo 
que contiene un angulo recto se llama triangulo rectangulo. Un angulo cuyo lado terminal 
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coincide con un eje de coordenadas se llama angulo cuadrantal. Por ejemplo, 90° (o 77/2 
radianes) es un angulo cuadrantal. Un triangulo que contiene un angulo recto se llama trian- 
gulo rectangulo. Las longitudes a, b y c de los lados de un triangulo rectangulo satisfacen 
la relation pitagorica a 2 + b 2 = c 2 , donde c es la longitud del lado opuesto al angulo recto 
(la hipotenusa); los otros dos lados, ay b, son los catetos. 


' Angulos complementarios y suplementarios 

a) Calcular el angulo que es complementario de 6 = 74.23°. 

b ) Calcular el angulo que es suplementario de cf> = tt/3 radianes. 

Solucion 

a) Como dos angulos son complementarios si suman 90°, se ve que el angulo que es 
complementario de 0 = 74.23° es 

90° - 0 = 90° - 74.23° = 15.77°. 

b ) Como dos angulos son suplementarios si suman 77 radianes, se ve que el angulo que 
es suplementario de cf> = ttI3 radianes es 

, 77 377 77 277 _ 

77 — <p = 77 = = — radianes. = 

3 3 3 3 

■ Longitud de arco Un angulo 6 con su vertice en el centra de un clrculo de radio r se llama 
angulo central. La region dentro del crrculo contenida en el angulo central 6 se llama sector. 
Como se ve en la FIGURA 8.1.10, la longitud del arco del crrculo abarcado (subtendido, o cortado) 
por el angulo 6 se representa con s. Cuando se mide en radianes, el angulo central 6 corres- 
ponde a 0/277 de una rotation completa. Por consiguiente, el arco abarcado por 6 es 0/277 de 
la circunferencia del clrculo. Asl, la longitud s del arco es 

* = ^(277 r) = rd, 

277 

siempre que 0 se exprese en radianes. Este resultado se resume como sigue: 


Teorema 8.1 .1 Formula de la longitud del arco 

Un angulo central de 0 radianes en un clrculo de radio r abarca un arco de longitud 

« = re. (7) 


Mediante la ecuacion (7) se puede expresar la medida 0 en radianes de un angulo central, 
en un clrculo, en funcion de la longitud del arco abarcado s y del radio r del clrculo: 

0 (en radianes) = 


■3S3SEX1 Calculo de la longitud del arco 

Calcular la longitud del arco abarcado por un angulo central de: a) 2 radianes en un clrculo 
de 6 pulgadas de radio, b ) 30° en un clrculo de 12 pies de radio. 

Solucion 

a) De acuerdo con la formula (7) de la longitud del arco, con 0 = 2 radianes, y r = 6 
pulgadas, s = rO = 2 • 6 = 12. Entonces, la longitud del arco es de 12 pulgadas. 

b ) Primero se debe expresar 30° en radianes. Recordamos que 30° = 7r/6 radianes. 

Entonces, de la formula (7) de la longitud del arco, s = r0 = (12)(7r/6) = 2v. Entonces, 
la longitud del arco es 2ir ~ 6.28 pies. = 



FIGURA 8.1.10 Longitud de arco s, 
determinada por un angulo central 0 


^ Con frecuencia, los alumnos apli- 
can la formula de la longitud del 
arco en forma incorrecta, porque 
usan grados. Recuerde que s = rd 
solo es valida si 0 se expresa en 
radianes. 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-20. 


En los problemas 1 a 16, trace el angulo indicado en la posi- 
tion normal. Tenga en cuenta que cuando no hay slmbolo de 
grados (°) en una medida angular, quiere decir que el angulo 
esta expresado en radianes. 

1. 60° 

2 . - 120 ° 

3 . 135° 

4 . 150° 

5. 1 140° 

6. -315° 

7 . -240° 

8 . - 210 ° 


9. 


23 . 30.81° 

24 . 110.5° 

En los problemas 25 a 32, convierta los grados en radianes. 

25. 10° 

26 . 15 ° 

27 . 45° 

28 . 215° 

29 . 270° 

30 . -120° 

31 . -230° 

32 . 540° 


13 "6 

14 . -37 r 

15 . 3 

16 . 4 


En los problemas 33 a 40, convierta los radianes en grados. 


En los problemas 17 a 20, exprese el angulo dado en notation 
decimal. 

17 . 10°39'17" 

18 . 143°7'2" 

19 . 5°10' 

20. 10°25' 

En los problemas 21 a 24, exprese el angulo dado en terminos 
de grados, minutos y segundos. 

21. 210.78° 

22. 15.45° 


39 . 3.1 

40 . 12 

En los problemas 41 a 44, calcule el angulo coterminal de 
cada angulo indicado a ) entre 0° y 360°, y b ) entre —360° 

y o°. 

41 . 875° 

42 . 400° 

43 . -610° 

44 . -150° 
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45. Encuentre el angulo entre —360° y 0° que es coterminal 
con el angulo del problema 41. 

46. Encuentre el angulo entre —360° y 0° que es coterminal 
con el angulo del problema 43. 


En los problemas 47 a 52, calcule el angulo coterminal de 
cada angulo indicado a) entre 0 y 2n radianes, y b ) entre -277 
y 0 radianes. 



51. -4 


52. 7.5 

53. Encuentre el angulo entre — 277 y 0 radianes que es coter- 
minal con el angulo del problema 47. 

54. Encuentre el angulo entre — 277 y 0 radianes que es coter- 
minal con el angulo del problema 49. 


En los problemas 55 a 62, calcule un angulo que sea a) com- 
plementary y b) suplementario del angulo indicado, o diga 
por que no puede calcularse ese angulo. 

55. 48.25° 

56. 93° 

57. 98.4° 


58. 63.08° 



63. Calcule las medidas, en grados y en radianes, del angulo 
formado por a) tres quintas partes de una rotation en sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj, y b ) cinco y 
un octavo rotaciones en el sentido de las manecillas del 
reloj. 

64. Calcule las medidas, en grados y en radianes, del angulo 
obtuso formado por las manecillas de un reloj a) a las 8:00, 
b) a la 1:00 y c) a las 7:30. 


65. Calcule las medidas, en grados y en radianes, del angulo 
que recorre la manecilla de las horas de un reloj en 2 
horas. 

66. Conteste la pregunta del problema 65 del minutero. 

67. La Tierra gira sobre su eje una vez cada 24 horas. ^Cuanto 
tarda en girar un angulo de a) 240° y b) 77/ 6 radianes? 

68. El planeta Mercurio completa una rotation sobre su eje 
cada 59 dras. iQue angulo (medido en grados) gira en a) 
1 dia terrestre, b) 1 hora y c) 1 minuto? 



Planeta Mercurio del problema 68 


69. Calcule la longitud del arco abarcada por un angulo central 
de 3 radianes, en un crrculo de a) radio 3 y b) radio 5. 

70. Calcule la longitud del arco abarcado por un angulo central 
de 30° en un crrculo de a) radio 2 y b) radio 4. 

71. Calcule el angulo central 6 en un crrculo de radio 5, si 6 
subtiende un arco de longitud de 7.5. Exprese 9 en a) radia- 
nes y b) grados. 

72. Calcule el angulo central 9 en un crrculo de radio 1 si 9 
subtiende un arco de 7r/3 de longitud. Exprese 9 en a) 
radianes y b ) grados. 

73. Demuestre que el area A de un sector formado por un 
angulo central de 9 radianes en un crrculo de radio r es 
A = \r 2 9. [Pista: use la propiedad geometrica de propor- 
cionalidad: la relation del area A de un sector circular entre 
el area total 7 rr 2 del crrculo es igual a la relation del angulo 
central 9 entre el angulo de una revolution completa, 
277]. 

74. ^Cual es el area de la banda circular roja de la FIGURA 8.1 .11 , 
si 9 se expresa a) en radianes y b) en grados? [Pista: use 
el resultado del problema 73], 



FIGURA 8.1.11 Banda circular del 
problema 74 
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75. Velocidad angular y lineal Si dividimos (7) por el tiempo 
t, obtenemos la relation v = rw, donde v = sit se llama 
velocidad lineal de un punto en la circunferencia de un 
cfrculo y a) = 6/t se llama velocidad angular del punto. 
Un satelite de telecomunicaciones se coloca en una orbita 
geosincronica circular a 37 786 km por encima de la super- 
ficie de la Tierra. El tiempo que tarda el satelite en realizar 
una revolution completa alrededor de la Tierra es de 23 
horas, 56 minutos, 4 segundos y el radio de la Tierra es de 
6 378 km. Vea la FIGURA 8.1.12. 

a) ^Cual es la velocidad angular del satelite en rad/s? 

b ) ^Cual es la velocidad lineal del satelite en km/s? 



FIGURA 8.1.12 Satelite del problema 75 


76. Pendulo de reloj Un pendulo de reloj tiene 1.3 m de 
longitud, y oscila describiendo un arco de 15 cm. Calcule 
a) el angulo central y b ) el area del sector que barre el pen- 
dulo en una oscilacion. [Pista: para contestar el inciso b), 
use el resultado del problema 61]. 


= Aplicaciones diversas 

77. Navegacion maritima Una milla nautica, o milla marina, 
se define como la longitud del arco abarcado, en la super- 
ficie de la Tierra, por un angulo central que mide 1 minuto. 
Si el diametro de la Tierra es de 7 927 millas terrestres, 
calcule cuantas millas terrestres hay en una milla nau- 
tica. 

78. Circunferencia de la Tierra Alrededor de 230 a.C., 
Eratostenes calculo la circunferencia de la Tierra con las 
siguientes observaciones. A mediodfa del dfa mas largo 
del ano, el Sol estaba directamente arriba de Siene (ahora 
Aswan), mientras que estaba inclinado 1.2° de la vertical 
en Alejandrfa. Crefa que las dos ciudades estaban en el 
mismo meridiano, y supuso que los rayos del Sol son para- 
lelos. Asf, llego a la conclusion que el arco de Siene a 
Alejandrfa era subtendido por un angulo central de 7.2°. 
Vea la FIGURA 8.1.13. En esos dfas, la distancia medida de 
Siene a Alejandrfa era de 5 000 estadios. Si un estadio 
equivale a 559 pies, calcule la circunferencia de la Tierra 
en a) estadios y b) millas. Demuestre que los datos de 
Eratostenes llegan a un resultado dentro de 7% del valor 
correcto, si el diametro de la Tierra, con aproximacion de 
cientos de millas, es de 7 900 millas. 



FIGURA 8.1.13 La Tierra del problema 78 


79. Movimiento circular deun yoyo Un yoyo se hace girar 
en torno a un cfrculo en el extremo de su cordon de 100 
cm. a) Si hace 6 revoluciones en 4 segundos, calcule su 
rapidez de giro (es la magnitud de su velocidad angular), 
en radianes por segundo. b) Calcule la rapidez lineal (es 
la magnitud de su velocidad lineal) a la que viaja el 
yoyo, en centfmetros por segundo. 



Yoyo de los problemas 79 y 80 

80. Mas yoyos Si hay un nudo en el cordon del yoyo del 
problema 68, a 40 cm del yoyo, calcule a) la rapidez angu- 
lar del nudo y b) la rapidez lineal. 

81. Movimiento circular de un neumatico Si un automovil 
con neumaticos de 26 pulgadas de diametro viaja a 55 
millas por hora, calcule a) la cantidad de revoluciones por 
minuto de sus neumaticos y b) la rapidez angular de los 
neumaticos, en radianes por minuto. 

82. Diametro de la Luna La distancia promedio de la Tierra 
a la Luna segun NASA es de 238 855 millas. Si el angulo 
subtendido por la Luna a los ojos de un observador en la 
Tierra es de 0.52°, <jcuanto mide aproximadamente el dia- 
metro de la Luna? La FIGURA 8.1.14 no es a escala. 


238 855 mi 

_ ______ — Observador 

en la Tierra 


FIGURA 8.1.14 El arco rojo representa el diametro aproximado 
de la Luna 
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I I 8.2 Trigonometria del triangulo rectangulo 

■ Introcluccion La palabra trigonometria (del griego trigonon, triangulo, y metria, medicion) 
se refiere a la medicion de triangulos. En la seccion 4.2 se definieron las funciones trigono- 
metricas mediante coordenadas de puntos en el cfrculo unitario, y por medio de radianes se 
pudieron definir las funciones trigonometricas de cualquier angulo. En esta seccion demos- 
traremos que las funciones trigonometricas de un angulo agudo de un triangulo rectangulo 
tienen una definicion equivalente en funcion de las longitudes de los lados del triangulo. 

■ Terminologia En la FIGURA 8.2.1 se ha trazado un triangulo rectangulo, y sus lados se 
identifican con a,byc (que indican sus longitudes respectivas), y uno de los angulos agudos 
representado por 6. Por el teorema de Pitagoras, a 2 + b 2 = c 2 . El lado opuesto al angulo 
recto se llama hipotenusa; los otros lados son los catetos del triangulo. Los catetos indicados 
con a y b son, respectivamente, el cateto adyacente al angulo 6 y el cateto opuesto al angulo 
6. Tambien usaremos las abreviaturas hip, ady y op para representar las longitudes de esos 
lados. 


Definicion 8.2.1 Funciones trigonometricas 

Las funciones trigonometricas de un angulo agudo 6 en un triangulo rectangulo son 

op 

sen0 = — — 

ady 

COS0 = 

hip 

hip 

op 

tan0 = — — 

cot0 = ^ (D 

ady 

op 

hip 

seed = 

a hip 

CSC0 = . 

ady 

op 


■ Dominios El dominio de cada una de estas funciones trigonometricas es el conjunto de 
todos los angulos agudos. En la seccion 8.4 extenderemos estos dominios para incluir otros 
angulos, aparte de los agudos. Luego, en el capftulo 9, veremos como se definen las funcio- 
nes trigonometricas con dominios formados por numeros reales, en lugar de angulos. 

Los valores de las funciones trigonometricas dependen solo del tamano del angulo 6, y 
no del tamano del triangulo rectangulo. Para entender esto, considere los dos triangulos rec- 
tangulos que se muestran en la FIGURA 8.2.2. Como los triangulos rectangulos tienen el mismo 
angulo agudo 6 son semej antes y, por tanto, las razones de los angulos correspondientes son 
iguales. Por ejemplo, por el triangulo rojo de la figura 8.2.2a) tenemos 


sen 6 = — — = — , op = cateto opuesto, hip = hipotenusa 


mientras que en el triangulo azul mas pequeno de la figura 8.2.2 b) tenemos 



Sin embargo, como el triangulo rojo es semejante al triangulo azul, debemos tener que 

V_ b 

c' c ' 


En otras palabras, obtenemos el mismo valor de sen 6 independientemente del triangulo 
rectangulo que utilicemos para calcularlo. Se puede decir lo mismo de las restantes cinco 
funciones trigonometricas. 



FIGURA 8.2.1 Definicion de las fun- 
ciones trigonometricas de 6 



b) 

FIGURA 8.2.2 Triangulos semejantes 
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FIGURA 8.2.3 Triangulo rectangulo 
del ejemplo 1 


■SQE1I Valores de las funciones trigonometricas 

Determinar los valores exactos de las seis funciones trigonometricas del angulo d del 
triangulo rectangulo de la FIGURA 8.2.3. 

Solution En la figura 8.2.3 se ve que el cateto opuesto a d tiene 8 de longitud, y que el 
cateto adyacente tiene 15 de longitud. De acuerdo con el teorema de Pitagoras, la longitud 
de la hipotenusa es 

c 2 = 8 2 + 15 2 = 289 y as! c = V289 = 17. 

Entonces, de acuerdo con (1), los valores de las seis funciones trigonometricas son: 


send 

tand 

seed 


OP 

hip 

OP 

ady 

hip 

ady 


8 

17’ 

8 

15’ 

17 

15’ 


cosd 

cotd 

esed 


ady 

hip 

ady 

op 

hip 

op 


15 
17’ 
15 
8 ’ 
17 
8 ' 


■ Identidades por cociente y reclprocas Existen muchas relaciones importantes entre las 
funciones trigonometricas. Las basicas se presentan a continuacion y se denominan identi- 
dades fundamentales, debe memorizarlas. 


Identidades por cociente: 

send 

tand = , 

cos d 

Identidades reciprocas: 


_ 1 
cosd’ 


( 2 ) 

(3) 


Las identidades (2) y (3) se obtienen de la definition 8.2.1. Por ejemplo, la primera de las 
identidades por cociente se comprueba como sigue: 


send op /hip op 

cos d ady/hip ady 


Las demas pueden comprobarse del mismo modo. Con estas identidades podemos obtener 
los valores de las seis funciones trigonometricas una vez que conocemos los valores de sen 
d y cos d. 


Usar (2) y (3) 

Dado que sen d = f y cos 0 — §, encuentre los valores de las restantes cuatro funciones 
trigonometricas. 

Solution Con base en las identidades fundamentales, tenemos 


tand 
seed 
esc d 
cotd 


— = 1= t\ 

>sd “ | “ 3J 


1 


1 


cosd | 

i _ i 

send j 
1 _ }_ 
tand i 
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Aunque usamos la identidad retiproca de (3) para calcular cot 9, tambien podnamos haber 
usado la identidad por cociente de (2) para calcular cot 9. = 


HEBSBIiU Usar un triangulo rectangulo 

Dado que cos 9 = | y tan 9 = 2V2, calcule sen 9. 

Solucion Para obtener sen 9, multiplicamos la primera identidad de (2) por cos 9: 

1 2V2 

send = cos dtand =-• 2V2 = — 
3 3 

El siguiente ejemplo ilustra que si conocemos el valor de solo una funcion trigonometrica 
de un angulo agudo, podemos obtener los valores de las otras cinco funciones si dibujamos 
el triangulo apropiado. 


Uso del triangulo 

Si 9 es un angulo agudo y send = § , determinar los valores de las demas funciones trigo- 
nometricas de d. 

Solucion Se traza un esquema de un triangulo rectangulo con un angulo agudo 9 que 
satisfaga send = |, haciendo que op = 2 e hip = 7, como se ve en la FIGURA 8.2.4. Segun 
el teorema de Pitagoras, 


2 * 2 + (ady) 2 = 7 2 y entonces (ady) 2 = 7 2 — 2 2 = 45. 
Por tanto, ady = "\/45 = 3\/5 . 


Los valores de las cinco funciones trigonometricas restantes se obtienen con las definicio- 
nes de (1): 


cosd 


tand 


ady 

hip 

OP 

ady 


3V5 

~ 2 _ 

3V5 


2V5 

15 ’ 


seed = 
cotd = 


hip 

ady 

ady 

op 


esc 9 = 


hip 

op 


7 

2 ' 


7 7V5 

3 Vs %7 k 
3V5 
2 ’ 


■ Cofunciones El uso de la terminologia seno y coseno, tangente y cotagente, y secante y 
cosecante es resultado de la siguiente observation. Como se muestra en la FIGURA 8.2.5, si los 
dos angulos agudos de un triangulo rectangulo ABC se denominan a y /3 y a es la longitud 
del lado opuesto aa,bes la longitud del lado opuesto a /3, y c es la longitud del lado opuesto 
al angulo recto, entonces, por la definition 8.2.1, 


sen a = — = cos/3, cos a = — = sen/3, 

a b 

tana = — = cot/3, cota = — = tan/3 
b a 

c c 

sec a = - = esc /3, esc a = - = sec /3. 


Debido a que la suma de los angulos de todo triangulo es 180° (o 7r radianes), los angulos 
agudos a y /3 de un triangulo rectangulo son complementarios. Por tanto, el coseno de un 
angulo agudo es igual al seno del angulo complementario, la cotangente de un angulo agudo 





FIGURA 8.2.4 Triangulo rectangulo 
del ejemplo 4 



A b C 

FIGURA 8.2.5 Angulos agudos a y /3 
de un triangulo rectangulo 
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es igual a la tangente del angulo complementario, la cosecante de un angulo agudo es igual 
a la secante del angulo complementario, y viceversa. Por esta razon decimos que seno y 
coseno, tangente y cotangente y secante y cosecante son cofunciones una de otra. Podemos 
resumir esta exposition en una sola oration: 

Las cofunciones de angulos complementario s son iguales. (4) 


■ Identidades de cofuncion Si a y son los angulos agudos del triangulo de la figura 
8.2.5, entonces 


a + B = — o a = B. 

P 2 2 P 

Debido a que cos /3 = sen a, obtenemos 

cosjS = sen^y — fij- 

Esta ultima expresion es una de las seis identidades por cofuncion. 

Identidades de cofuncion: 

cosd = sen^y - o'j cotd = tan^y - o'j esc d 


send = cos 


tand = cot — — 6 


seed = esc — — 6 


o, lo que es lo mismo, 


cosd = sen(90° - d) 
send = cos (90° - d) 


cotd = tan(90° — d) 
tand = cot (90° - d) 


esed = sec(90° — d) 
seed = csc(90° - d). 


En (5) y (6) se sobreentiende que d se mide en radianes y grados, respectivamente. 


Usar (5) y (6) 

Por (5): 


angulos complementarios 


Por (6): 

c ) CSC 27° = sec(90 - 27°) sec 63° 

d ) cot 15° = tan(90° - 15°) = tan 75°. 


■ Identidades pitagoricas Si solo conocemos el valor de una funcion trigonometrica de 
un angulo agudo, podemos calcular los valores de las otras cinco funciones sin utilizar las 
relaciones de (1). Debido a que el triangulo de la figura 8.2.1 es un triangulo rectangulo, el 
teorema de Pitagoras relaciona las longitudes de los lados del triangulo mediante 

a 2 + b 2 = c 2 . 
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( 7 ) 


Si dividimos este ultimo resultado por c 2 , obtenemos « 2 /c 2 + b 2 lc 2 = 1 o 



Asimismo, si dividimos a 2 + b 2 = c 2 por a 2 y b 2 , obtenemos, a su vez, 



( 8 ) 


y 



(9) 


El uso de la definition apropiada de (1) en los resultados de (7), (8) y (9) produce otro con- 
junto de identidades importantes. 

Identidades pitagoricas: 


En las formulas (10), (11) y (12), el cuadrado de las funciones trigonometricas se escribe 
(sen 0) 2 = sen 2 0, (cos 0) 2 = cos 2 6, (tan 0) 2 = tan 2 6, etcetera. 

W3M5EH Usar (11) 

Si 9 es un angulo agudo y tan 0 = V5, calcule el valor de cos 0. 

Solution Hay varias formas de resolver este problema. Una de ellas es usar la identidad 
pitagorica (11): 


y, por tanto, sec 9 = V6 . Debido a que sec 0 = 1/cos 9, tenemos que cos 0 = 1/sec 9. Por 
tanto, cos 9 = 1/V6 = V6 /6. = 


Como veremos en la section 9.4, todas las identidades presentadas en esta section son 
validas con cualquier angulo 0 (y no solo con angulos agudos). 


sen 2 0 + cos 2 0=1 
1 + tan 2 9 = sec 2 0 
cot 2 0 + 1 = esc 2 9. 


( 10 ) 

(ID 

( 12 ) 


sec 2 0 = tan 2 0 + 1 = (V5) 2 + 1 = 54-1=6 


Notas del aula 



m Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-21. 


En los problemas 1 a 10 determine los valores de las seis fun- 
ciones trigonometricas del angulo 0 del triangulo. 
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3 FIGURA 8.2.6 Triangulo del problema 1 


FIGURA 8.2.7 Triangulo 
del problema 2 
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FI GURA 8.2.8 Triangulodel 
problema 3 



FIGURA 8.2.15 Triangulo del problema 10 



FI GURA 8.2.9 Triangulodel 
problema 4 



FIGURA 8.2.10 Triangulodel 
problema 5 



FI G U RA 8.2.1 1 Triangulo del 
problema 6 



1.2 


FIGURA 8.2.12 Triangulodel 
problema 7 



FIGURA 8.2.13 Triangulo 
del problema 8 



FIGURA 8.2.14 Triangulo el 
problema 9 


En los problemas 11 a 20, use las identidades presentadas en 
esta section para obtener los valores de las cuatro funciones 
trigonometricas restantes del angulo agudo 9. 

3 

= Vl3 
3 

’ VIo 

3V5 


V26’ 


1 

’ V26 


’ V65’ 


’ V29’ 


■ esc 9 = . sec 61 = - 


. cos 9 = esc 9 


_ J5_ 
’ 2V2 


En los problemas 21 a 28, dibuje el triangulo apropiado para 
obtener el valor de las funciones trigonometricas restantes. 

21. sen# = — 

13 

2 

22. cos 9 = — 7= 

V5 

2 

23. sec 9 = —p 

V3 

24. esc 6> = VIO 

2 

25. tand = - 

26. cot 9 = i 

27. sec ^ = ^ 
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28. tan 6 = 3 

29. Si cos 75° = j(V 6 — V 2 ), obtenga el valor exacto de 
sen 15°. 

30. Si cos 75° = j(V 6 — V 2 ), obtenga el valor exacto de 
sec 75°. 

31. Si tan (7 t/8) = V2 — 1, obtenga el valor exacto de 
cot (37 t/8). 

32. Si tan ( 77/8 ) = V2 — 1, obtenga el valor exacto de 
tan (37 t/8). 

En los problemas 33 a 46, use las identidades de esta seccion 
para obtener el valor exacto de la expresion trigonometrica 
dada. No use calculadora. 

33. 3sen 2 ^ + 3cos 2 ^ 

34. sen 2 35° + sen 2 55° 

35. 1 + cos 2 18° + sen 2 18° 

36. 1 + tan 2 33° - sec 2 33° 

37. tan 2 sec 2 — 

8 8 

38. -4 csc 2 13° + 4 cot 2 13° 

3g sen 10 ° sen 10 ° 

sen 80° cos 10 ° 


40. sec 20° - esc 70° 

41. 5 cot 41° cot 49° 

42. \ cos 11° sec 11° 

43. sen 28° cot 28° esc 62° 

77 77 77 

44. 10 sen — cot— sec — 

3 3 3 

45. sen 10°cos 80° + cos 10°sen 80° 

46. tan 30°cot 60° - sec 30°csc 30° 

En los problemas 47 a 54, dado que cos 30° = V3/2, use las 
identidades de esta seccion para obtener el valor exacto de la 
funcion trigonometrica presentada. No use calculadora. 

47. sen 30° 

48. cos 60° 

49. tan 60° 

50. cot 30° 

51. sec 30° 

52. esc 30° 

53. cos 30° tan 30° 

54. tan 30° + cot 60° 


| | 8.3 Funciones trigonometricas de angulos especiales 

■ Introduccion Los angulos de 30° (77/6 radianes), 45° (77/4 radianes) y 60° (77/3 radianes) 
se consideran especiales porque se presentan muy a menudo en el estudio de trigonometna 
y su uso en calculo. Por tanto, es muy conveniente que aprenda los valores exactos del seno y 
coseno de cada uno de estos angulos. En la siguiente explication obtenemos estos valores 
por medio de algunos resultados de la geometrfa euclidiana. 


■ Valores de sen 45° y cos 45° Para obtener los valores de las funciones seno y coseno 
de un angulo de 45°, consideramos el triangulo rectangulo isosceles con dos lados iguales de 
longitud 1 que se ilustra en la FIGURA 8.3.1. Por la geometrfa euclidiana sabemos que los 
angulos agudos de este triangulo son iguales; por tanto, cada angulo agudo mide 45°. Para 
obtener la longitud de la hipotenusa, aplicamos el teorema de Pitagoras: 

(hip) 2 = (l) 2 + (l) 2 = 2 da por resultado hip = V2. 



Por consiguiente, por (1) de la seccion 8.2 obtenemos 


y 


sen 45° 


OP 

hip 


V2 


cos 45° 


ady _ 1 _ V2 

hip V2 2 


FIGURA 8.3.1 Triangulo rectangulo 
isosceles 


( 1 ) 

( 2 ) 
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■ Valores de sen 30° y cos 30° Para obtener los valores de las funciones trigonometricas 
de los angulos de 30° y 60°, consideramos el triangulo equilatero AOB con lados de longitud 
2 que se ilustra en la FIGURA 8.3.2a). Por la geometrfa euclidiana sabemos que los tres angulos 
de un triangulo equilatero miden cada uno 60°. Como se muestra en la FIGURA 8.3.2 ft), si divi- 
dimos en dos el angulo en O, entonces CO es la bisectriz perpendicular de AB. Se desprende 
que 

AAOC = \AAOB = |(60°) = 30°, 

AC = \AB = \( 2) = 1 y JLACO = 90°. 



FIGURA 8.3.2 Triangulo equilatero en a)\ dos triangulos rectangulos congruentes en ft) 


Si aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo rojo A CO de la figura 8.3.2ft), 
obtenemos (CO) 2 + l 2 = 2 2 . Despejamos CO y obtenemos CO = V3. Por tanto, del triangulo 
rectangulo A CO y (1) de la section 8.2, obtenemos los siguientes valores: 


sen 30° 
cos 30° 


op 1 
hip _ 2 
ady _ V3 
hip 2 


(3) 


(4) 


■ Valores de sen 60° y cos 60° Ahora usamos el angulo de 60° del triangulo rectangulo 
rojo ACO de la figura 8.3.2ft) e identificamos op = V3, ady = 1 e hip = 2. 

Por tanto, 


sen 60° 
cos 60° 


op _ V3 
hip ~ ~T~ 
ady 1 
hip ~ 2' 


(5) 


( 6 ) 


■ Cofunciones No tuvimos que usar un triangulo rectangulo para obtener los valores en 
(5) y (6). Recuerde que en la section 8.2 demostramos que las cofunciones de angulos com- 
plementarios son iguales. Asf, (5) y (6) se desprenden de inmediato de los resultados de (3) 

Y (4): 


sen 60° = cos 30° 
cos 60° = sen 30° 


V3 

2 

2 ' 
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M3EEEEX1 Valores de las otras funciones trigonometricas 

Obtenga los valores de tan (77/6), cot (77/6), sec (77/6) y esc (77/6). 

Solucion El angulo de 30° es equivalente a 77/6 radianes. Usando las identidades por 
cociente y recfproca de la seccion 8.2 junto con los resultados de (3) y (4), obtenemos 


sen (77/6) 

1/2 

1 VI 

COS(77/6) 

VI/2 

VI 3 

1 

1 

= VI 

tan(77/6) 

l/VI 

1 

1 

2 2VI 

COS(77/6) 

VI/2 

- VI - 3 


sen (77/6) 1/2 


Dejaremos que usted mismo obtenga los valores de tan 6, cot 6, sec 9 y esc 6 de 9 = tt/4 
y 0 = 77/3 como ejercicio. Veanse los problemas 1 y 2 de los ejercicios 8.3. 

La tabla 8.3.1 resume los valores de las funciones seno, coseno y tangente que acabamos 
de determinar para los angulos especiales de 30°, 45° y 60°. Como mencionamos en la intro- 
duction a esta seccion, estos valores de funciones se usan con tanta frecuencia que creemos 
que debe memorizarlos. Conocer estos valores y las identidades fundamentales que estudia- 
mos antes le permitira determinar cualquiera de las funciones trigonometricas de estos angu- 
los especiales. 


TABLA 8.3.1 


0 

(grados) 

0 

(radianes) 

sen 0 

COS0 

tan 0 

30° 

77 

1 

VI 

VI 

6 

2 

2 

3 

45° 

7 T 

V2 

V2 


4 

2 

2 

1 

60° 

77 

T 

VI 

2 

1 

2 

VI 


M3EEEE0 Obtencion de los valores exactos 

Obtenga el valor exacto de la expresion trigonometrica dada. 

a) sen 2 — - cos-**- b ) cos30°tan60° c) 2 + 4 sen - 6 cos 7- 

4 3 3 6 

Solucion En cada caso usaremos la informacion de la tabla 8.3.1. 


a) 

b ) 

c) 



cos 30° tan 60° = • VI = ^ 

2 2 

2 + 4sen^ - 6cos^ = 2 + 4- ^- 6- ^ = 2 + 2V3 - 3 VI = 2 - VI = 
3 6 2 2 
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■ Uso de calculadora Se pueden obtener aproximaciones de los valores de las funciones 
trigonometricas con una calculadora cientffica. Sin embargo, antes de usar una calculadora 
para obtener valores de funciones trigonometricas de angulos medidos en radianes, es nece- 
sario seleccionar el modo de radianes de la calculadora. Si los angulos se miden en grados, 
entonces hay que seleccionar el modo de grados antes de realizar los calculos. Ademas, si los 
angulos se dan en grados, minutos y segundos, antes deben convertirse a decimales. Las 
calculadoras cientfficas tienen teclas con las leyendas sin, cos y tan para calcular los valores 
de estas funciones. Para obtener los valores de •esc] , |sec| o loot , se usan las te- 
clas | sin | , |cos| y |tan| con la tecla de recfproco |l/x| . El siguiente ejemplo ilustra el proceso. 

Usar una calculadora 

Use una calculadora para aproximar cada uno de lo siguiente: 

a) sen 45° 

b) cos 8°15' 

c) sec 0.23 

d) COty 

Solucion a) En primer lugar, debemos asegurarnos de que la calculadora este funcio- 

nando en modo de grados. A continuacion, introducimos 45 y usamos la tecla |sin| para 

obtener 


que es una aproximacion con siete decimales del valor exacto V2/2 dado en (1). 

b) Puesto que el angulo esta dado en grados y minutos, primero es necesario convertirlo 
a forma decimal: 8°15' = 8° + (gg)° = 8.25°. Ahora, con la calculadora en modo de gra- 
dos, introducimos 8.25 y usamos la tecla |cos| para obtener 


c) Como no se indican los grados, reconocemos que este angulo esta medido en radianes. 
Para evaluar sec 0.23, usaremos la identidad fundamental sec 6 = 1/cos 6. Con la calcu- 
ladora en modo de radianes, introducimos 0.23, usamos la tecla |cos| y luego oprimimos la 
tecla |1 /x| para sacar el recfproco del resultado. Asf, tenemos 


d) Observamos que este angulo esta medido en radianes y configuramos la calculadora 
en consecuencia. Primero introducimos 7r, dividimos por 7, usamos la tecla Itanl y luego 
la tecla 1 /x para obtener 


sen 45° 0.7071068, 


cos 8°15' = cos 8.25° « 0.9896514 


sec 0.23 = - 1.0270458. 

cos 0.23 



« 2.0765214. 


KB Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-21. 


En los problemas 1 y 2, use los resultados de esta section 
para obtener los valores de tan 0, cot 6, sec 0 y esc 0 del 
angulo dado. 


2. 77/3 


45° 
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En los problemas 3 a 22, obtenga el valor exacto de la expre- 
sion trigonometrica dada. No use la calculadora. 

3. cos 2 y 

4. tan 2 — 

6 

5. sec 45° esc 45° 

6. sen 60° cos 30° 

7. sen— cot — 

4 4 

8. 6 sec— esc — 

3 6 

9. 9 sec 45° esc 45° 

10. tan 60° cot 30° 

11. sen — cos— + cos — sen — 

3 4 3 4 

12. cos — cos— - sen — sen — 

3 6 3 6 

13. 6 tan 30° + 7 tan 60° 

14. 3 sen v _ 5cos^- 

4 4 

15. tan45° - cot45° 

, 77 ,77 

16. sec“— + 4csc — 

4 3 

8 sen (77/4) 

17 ' sec (77/3) 

2 - V2 sen (77/4) 

COS(77 / 4) 


19. sen 2 30° + cos 2 45° 

20. 2 + cot 2 30° - 10 esc 2 30° 

tan(77/4) - tan(77/6) 

21 ' 1 + tan(77/4)tan(77/6) 
tan(77/3) + tan(77/4) 

22 ' 1 — tan(77/3)tan(77/4) 

En los problemas 23 a 32, use una calculadora para obtener 
los valores aproximados de las seis funciones trigonometricas 
del angulo dado. Redondee su respuesta a cuatro posiciones 
decimales. 

23. 17° 

24. 82° 

25. 14.3° 

26. 34.75° 

27. 71°30'15" 

28. 46°15'8" 



31. 0.6725 

32. 1.24 


= Para la discusion 

33. Sin usar la calculadora, obtenga el valor exacto del pro- 
ducto 


j | 8.4 Funciones trigonometricas de angulos generales 


■ Introduction Hasta el momenta solo hemos definido las funciones trigonometricas de 
los angulos agudos. Sin embargo, muchas aplicaciones de trigonometna incluyen angulos 
que no son agudos. En consecuencia, es necesario ampliar la definition de las seis funciones 
trigonometricas en (1) de la section 8.2 a todos los angulos generales. Como es natural, 
necesitamos que la definition ampliada coincida con la definition anterior siempre que el 
angulo sea agudo. Para lograrlo, procedemos de la siguiente manera. 

Sea # un angulo agudo en position estandar y seleccionemos el punto P(x, y ) en el lado 
terminal de 9. Si r = d(0, P ) = \/x 2 + y 2 , en la FIGURA 8.4.1 vemos que x,yy r representan 
la longitud de los lados de un triangulo rectangulo. Como y = op, x = ady y r = hip, por la 
definition 8.2.1 tenemos que 



FIGURA 8.4.1 Un angulo agudo 


sen# = -, cos# = - 


( 1 ) 
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Las expresiones de (1) nos proporcionan un modelo en el que basaremos nuestra defini- 
cion ampliada para cualquier angulo 0 en posicion estandar, como los que se ilustran en la 

FIGURA 8.4.2. 



Ahora tenemos la siguiente definicion de las funciones trigonometricas de un angulo en 
general. 


Definicion 8.4.1 Funciones trigonometricas 

Sea 9 cualquier angulo en posicion estandar y sea P(x, y) cualquier punto, excepto (0, 0) 
en el lado terminal de 9. Si r = Vx 2 + y 2 es la distancia entre (0, 0) y P(x, y), las funciones 

trigonometricas se definen como sigue: 


sen# = - 
r 

COS0 = - 

y 

tan0 

cot0 = - (2) 

x 

y 

sec0 

esc 9 = — 

X 

y 

siempre que ningun denominador sea 0. 



Se puede demostrar, usando triangulos semejantes, que los valores de las seis funciones 
trigonometricas dependen solo del angulo 0 y no del punto P(x, y ) que se seleccione en el 
lado terminal de 0. La justification de esta aseveracion es como la que se presento en el caso 
de los angulos agudos en la pagina 361. 

■ Dominios Una funcion trigonometrica definida en (2) sera indefinida si su denominador 
es cero. Puesto que P(x, y) # (0, 0), r = Vx 2 + y 1 nunca es cero. Por tanto, los dominios de 
las funciones seno y coseno constan en su totalidad de angulos 0. Sin embargo, las funciones 
tangente y secante seran indefinidas si el lado terminal de 0 esta situado en el eje y, porque 
entonces x = 0. Por tanto, los dominios de tan 0 y sec 0 constan en su totalidad de angulos 
9, excepto los que miden en radianes ±77-/2, ±3ttI2, ±5tt/2, y asf sucesivamente. Usando 
► notation de conjuntos y con base en el hecho de que un entero impar se puede escribir como 
2 n + l,nun entero, los dominios de las funciones tangente y secante son: 

[9\9*(2n + 1 >77-/2, n = 0, ±1, ±2, ...} 
o 

{ 9\9*(2n + 1)90°, n = 0, ±1, ±2, ...} 
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Las funciones cotangente y cosecante no estan definidas para angulos cuyos lados termina- 
les se situan sobre el eje x, porque entonces y = 0. Por consiguiente, los dominios de cot 0 y 
esc 0 constan en su totalidad de angulos 0, excepto los que miden en radianes 0, ±ir, ±27T, 
±3-77, y asf sucesivamente; es decir, {0 \0¥= mr, n = 0, ±1, ±2, ...} o {0\0¥= 180°n, n = 
0, ±1, ±2, ...}. 

Puesto que r = Vx 2 + y 2 , se desprende que I x I < r y I y I < r, o lo que es lo mismo, 
I x/r I & 1 y I y/r I < 1. Por tanto, como antes, 

I sen 0 I < 1 y I cos 0 I < 1 (3) 

Asimismo, como I rlx I > 1 y I r/y I > 1, tenemos que 

I CSC 0 I 1 S: 1 y I sec 0 I & 1 (4) 

Las desigualdades en (3) y (4) son validas para cada 0 en el dominio de cada una de estas 
funciones. 


H3HSBEZI Valores de las funciones trigonometricas 

Obtenga los valores exactos de las seis funciones trigonometricas del angulo 0 si 0 esta en 
posicion estandar y el lado terminal de 0 contiene el punto P(— 3, 1). 

Solucion En la FIGURA 8.4.3 se representa graficamente el lado terminal del angulo obtu- 
so 0. Con las identificaciones x = — 3,y = 1, y 


r = Vx 2 + y 2 = V(-3) 2 + (l) 2 = VIO, 


tenemos por (2) que 


VlO 


VTo 


COS0 = - 


-3 


3VI0 


tan0= Z3 = - 3 , 

. VIo VIo 


VTo 

cot0 = ^ = —3, 

VIo 


CSC 0 = ~ 


1 


= VIo. 


LESSEES Valores de las funciones trigonometricas 

Obtenga los valores de las seis funciones trigonometricas de 0 si 0 = — tt/2. 

Solucion Primero colocamos 0 en posicion estandar, como se muestra en la FIGURA 8.4.4. 
De acuerdo con la definition 8.4.1, podemos elegir cualquier punto P(x, y) en el lado 
terminal de 0. Por conveniencia, vamos a seleccionar P{ 0, — 1) para que x = 0, y = — 1 y 
r = Vx 2 + y 2 — 1. Por tanto, 



Sin embargo, las expresiones tan 0 = y/xy sec 0 = rlx son indefinidas para 0 = — W2, 
puesto que x = 0. = 


■ Signos algebraicos Segun el cuadrante en el que se situe el lado terminal de 0, una o las 
dos coordenadas de P{x, y) puede ser negativa. Puesto que r = Vx 2 + y 2 es siempre positivo. 


^ Los angulos son multiplos enteros 
de it. 


yf 



FIGURA 8.4.3 Angulo 6 del ejem- 
plo 1 





P(0,-1) 


FIGURA 8.4.4 Angulo 6 del ejem- 
plo 2 
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cada una de las seis funciones trigonometricas de 9 tiene valores negativos y positivos. Por 
ejemplo, sen 9 = y/r es positivo si el lado terminal de 6 se situa dentro de los cuadrantes I o 
II (donde y es positivo), y sen 9 = y/r es negativo si el lado terminal de 9 esta situado dentro de 
los cuadrantes III o IV (donde y es negativo). La FIGURA 8.4.5 resume los signos algebraicos 
de las seis funciones trigonometricas definidas en (2). Por conveniencia, si el lado terminal de 
9 se situa dentro del cuadrante II, nos referiremos a 9 como un angulo del cuadrante II o 
diremos que 9 esta en el cuadrante II. Emplearemos terminologfa similar cuando mencione- 
mos angulos cuyos lados terminales se situan dentro de los cuadrantes I, III o IV. 


II 


yf 


cos e <0 sen 0 >0 
tan 6 < 0 cot 9 < 0 
sec 6 <0 esc 0 > 0 


cos 0 > 0 
tan 0 > 0 
sec 6 > 0 


cos 0 < 0 sen 0 < 0 
tan 0 > 0 cot 0 > 0 
sec 0 < 0 esc 0 < 0 

III 


cos 0 > 0 s 
tan 0 < 0 c 
sec 0 > 0 c 

IV 


L 0 > 0 
0>O 
:0>O 


L 0 < 0 
0 < 0 
:0<O 


FIGURA 8.4.5 Signos algebraicos de las 
seis funciones trigonometricas 


■3HSSEEI Usar la figura 8.4.5 

^En que cuadrante esta situado el lado terminal de 9 si sen 9 > 0 y tan 9 < 0? 

Solucion En la figura 8.4.5 observamos que la funcion seno es positiva para los angulos 
en los cuadrantes I y II y la funcion tangente es negativa en los cuadrantes II y IV, por tanto, 
el lado terminal de 9 debe situarse dentro del cuadrante II. = 



■ Identidades pitagoricas, segunda parte Las identidades recfprocas, por cociente y pita- 
goricas de los angulos agudos que se presentaron en la seccion 8.2 tambien son validas para 
los angulos generales. Por ejemplo, para obtener las identidades pitagoricas, sea 9 cualquier 
angulo en position estandar. Como se muestra en la FIGURA 8.4.6, sea P(x, y) cualquier punto, 
excepto el origen, en el lado terminal de 9. De nuevo, si r = d{0, P) = Vx 2 + y 2 , entonces 
tenemos x 2 + y 2 = r 2 . Dividiendo ambos lados de la ultima ecuacion por r 2 , obtenemos 




Reconociendo que xlr = cos 9yylr= sen 9 obtenemos la identidad pitagorica basica 

sen 2 0 + cos 9 2 = 1 (5) 

En (5) seguimos la convention que sen 2 0 se escribe en primer termino. Si dividimos ambos 
lados de (5), a su vez, por cos 2 9 y sen 2 0, obtenemos 

1 + tan 2 9 = sec 2 9 (6) 

y cot 2 9 + 1 = esc 2 9. (7) 


Las formulas (5), (6) y (7) son identicas a (10), (11) y (12) de la seccion 8.2. Sin embargo, a 
diferencia de estas ultimas, las funciones trigonometricas de (5), (6) y (7) son 


• validas para todos los angulos cuyas funciones estan definidas, y 

• los valores de las funciones pueden tener valores negativos. 


Retomaremos las identidades pitagoricas (en el capitulo 9) cuando demostremos que es 
posible definir las funciones trigonometricas de numeros reales, en vez de angulos. 
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| Usar (5) 


Dado que cos 6 = |y que 6 es un angulo del cuadrante IV, obtenga los valores exactos de 
las cinco funciones trigonometricas restantes de d. 

Solucion Sustituimos cos 0 = f en (5) y obtenemos 


-G)‘ 


Puesto que el lado terminal de d esta en el cuadrante IV, sen 8 es negativo. Por tanto, ^ Vea la figure 8.4.5. 
debemos seleccionar la rafz cuadrada negativa de §: 


-VK 


2V2 

3 


tand = - 


cotd = - 


cosd’ tand’ 

seed = , esed = , 

cos d sen d 

encontramos que los valores de las cuatro funciones restantes son 
-2V2/3 


tand = - 


1/3 
r = 3, 


= - 2 V 2 , cotd = 


-2V2 


V2 

4 ’ 

3V2 

2V2/3 _ 4 


Usar (6) 

Dado que tan 6 = — 2 y sen d > 0, obtenga los valores exactos de las cinco funciones 
trigonometricas restantes de d. 

Solucion Si tan d = —2 en la identidad 1 + tan 2 d = sec 2 d, tenemos que 
sec 2 d = 1 + (— 2) 2 = 5. 


Puesto que tan d es negativo en los cuadrantes II y IV y sen d es positivo en los cuadrantes I 
y II, el lado terminal de d debe estar situado en el cuadrante II. Por tanto, deducimos que 

sec d = - V5. 


De sec d = 1/cos d, se desprende que 

cosd = — l — 
seed 

Usando tan d = sen d/cos d, obtenemos 


1 

1 — V5 = 


V5\ 


V5 


send = cosd tand = )( — 2) = 


V5 


sen d 2V5/5 


cotd = = — — = — . 


2V5 
5 ' 
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En la section 8.3 obtuvimos los valores exactos de las seis funciones trigonometricas 
de los angulos especiales de 30°, 45° y 60° (o tt/6, tt/4 y tt/3, respectivamente, medidos 
en radianes). Estos valores se pueden usar para determinar los valores exactos de las funcio- 
nes trigonometricas de ciertos angulos que no son agudos por medio de un angulo de refe- 
rencia. 


Definition 8.4.2 Angulo de referencia 

Sea 0 un angulo en position estandar tal que su lado terminal no se situa sobre un eje de 
coordenadas. El angulo de referencia O' para 0 se define como el angulo agudo formado 
por el lado terminal de 0 y el eje x. 


La FIGURA 8.4.7 ilustra esta definition para los angulos que tienen lados terminales en 
cada uno de los cuatro cuadrantes. 



O' 





a) b) c) d) 

FIGURA 8.4.7 Un angulo 0 (rojo) y su angulo de referencia O' (azul) 


| Angulos de referencia 

Obtenga el angulo de referencia de cada angulo 0. 

a) 0 = 40° b) 0 = ?y c) 0 = 210° d) 

Solution a) En la FIGURA 8.4.8a) observamos que O' = 40°. 

b ) Por la figura 8.4.8b), O' = tt-0 = tt- 2ir/3 = tt/3. 

c) Por la figura 8.4.8c), O' = 0 - 180° = 210° - 180° = 30°. 

d) Puesto que 0 = — 97t/4 es coterminal con 


tenemos que O' = tt/4 [figura 8.4.8c/)]- 



FIGURA 8.4.8 Angulos de referencia del ejemplo 6 



d) 
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■ Propiedad de los angulos de referenda La utilidad de los angulos de referenda en la 
evaluation de las funciones trigonometricas es resultado de la siguiente propiedad: 

El valor absoluto de toda funcion trigonometrica de un angulo 0 es igual al valor 
de esa funcion en el angulo de referenda O'. 

Por ejemplo, I sen 0 I = sen O', I cos 0 I = cos O', y asf sucesivamente. 

Comprobaremos la propiedad anterior con la funcion seno. Si el lado terminal de 0 esta 
situado dentro del cuadrante I, entonces 0 = 0' y sen 0 es positivo, por tanto 

sen O' = sen 0 = I sen 0 I. 


En la FIGURA 8.4.9 vemos que si 0 es un angulo de los cuadrantes II, III o IV, tenemos 



a) b) c) 

FIGURA 8.4.9 Angulos de referencia 


Ahora podemos explicar un procedimiento paso por paso para determinar el valor de las 
funciones trigonometricas de cualquier angulo 0. 


CALCULO DELVALOR DE UNA FUNCION TRIGONOMETRICA 


Suponga que 0 representa cualquier angulo. 

0 Obtenga el angulo de referencia O'. 

ii) Determine el valor de la funcion trigonometrica de O'. 

iii ) Seleccione el signo algebraico correcto del valor de ii)', para ello, considere 
en que cuadrante esta situado el lado terminal del angulo 0. 


HESEELII Calcular valores usando angulos de referencia 

Obtenga los valores exactos de sen 0, cos 0 y tan 0 de cada uno de los siguientes angulos. 

2tt 9n 

a) 0 = — b) 0 = 210° c) 0 = — r 

3 4 

Solution Seguimos el procedimiento que acabamos de explicar junto con la tabla 8.3.1 
de la section 8.3. 


a) En el inciso b) del ejemplo 6 encontramos que el angulo de referencia de 0 = 2ttI3 
era O' = tt/3. Ahora sabemos que sen (v/3) = V3/2, cos (tt/3) = 1/2, y tan (v/3) = V3. 
Debido a que 0 = 2ir/3 es un angulo del cuadrante II, donde el seno es positivo, pero el 
coseno y la tangente son negativos, concluimos que 


277 V3 2tt 

sen — = , cos — 

3 2 3 


2 


/X 

y tan ^“ = “T/3. 


8.4 Funciones trigonometricas de angulos generales 
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b) En relation con el inciso c) del ejemplo 6, observamos que el angulo de referenda es 
O' = 30°. Usando la propiedad de los angulos de referenda y el hecho de que el lado 
terminal de O' = 210° se situa en el cuadrante III, obtenemos 


sen 210° = -sen 30° 


cos 210° = -cos 30° 


tan 210° = tan 30° = 


2 ’ 

= _ V3 
2 ’ 
V3 

3 ' , 


consulte los signos algebraicos 
correctos en la figura 8.4.5 


c) Por el inciso d) del ejemplo 6 sabemos que el angulo de referenda O' = 7r/4. En vista 
de que 0 — 9tt/4 es un angulo del cuadrante IV, se desprende que 




Calculo de angulos 

Calcule todos los angulos 0 que satisfacen 0° < 0 < 360° tales que sen 0 = \ 

Solution Por lo que sabemos de los angulos especiales de 30°, 60° y 90°, nos damos 
cuenta de que 0 = 30° es una solution. Usando 30° como angulo de referenda en el segundo 
cuadrante, como se ilustra en la FIGURA 8.4.10, obtenemos 0 = 150° como segunda solution. 
Como la funcion seno es negativa para los angulos de los cuadrantes HI y IV, no hay mas 
soluciones que satisfagan 0° < 0 < 360°. = 


FIGURA 8.4.10 Soluciones del 

ejemplo 8 M3EEI3E0 Calculo de angulos 

Calcule todos los angulos 0 que satisfacen 0^0 <2tt tales que cos 0 = — V2/2. 

Solution Puesto que el valor dado de la funcion coseno es negativo, en primer lugar 
determinamos el angulo de referencia O' tal que cos O' = V2/2. Por la section 8.3 sabemos 
que O' = 7t/4. En virtud de que la funcion coseno es negativa para los angulos de los 
cuadrantes II y III, colocamos el angulo de referencia O' = 7t/4 como se muestra en la 
FIGURA 8.4.11. A continuation obtenemos 0 = 37t/4 y 0 = 5-7r/4 como soluciones. 




a) b) 

FIGURA 8.4.11 Soluciones del ejemplo 9 
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Notas del aula 

En esta section deliberadamente evitamos usar calculadoras. Para comprender plenamente 
la trigonometna, es esencial que domine los conceptos y sea capaz de ejecutar, sin la ayuda 
de una calculadora, los tipos de calculos y simplificaciones que hemos estudiado. Los 
siguientes ejercicios deben resolverse sin recurrir al uso de una calculadora. 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-21. 




Recomendamos que no use la calculadora para resolver nin- 
guno de los siguientes problemas. 

En los problemas 1 a 10, evalue las seis funciones trigonome- 
tricas del angulo 0 si 0 se encuentra en la position estandar y 
el lado terminal de 0 contiene el punto dado. 

1. (6,8) 

2. (-1,2) 

3. (5, -12) 

4. (-8,-15) 

5. (0,2) 

6. (-3,0) 

7. (-2,3) 

8. (5,-1) 

9. (-V2, -1) 

10. (V3,V2) 

En los problemas 1 1 a 18, encuentre el cuadrante en el que se 
situa el lado terminal de un angulo 0 si 0 satisface las condi- 
ciones dadas. 

11. sen 0 < 0 y tan 0 > 0 

12. cos 0 > 0 y sen 0 < 0 

13. tan 0 < 0 y sec 0 < 0 

14. sec 0 < 0 y esc 0 < 0 

15. cot 0 > 0 y sen 0 > 0 

16. esc 0 > 0 y cot 0 < 0 

17. sen 0 > 0 y cos 0 < 0 

18. tan 0 < 0 y esc 0 > 0 


En los problemas 19 a 28, se proporciona el valor de una de 

las funciones trigonometricas del angulo 0. Con base en el 

valor dado y la information adicional, determine los valores 

de las cinco funciones trigonometricas restantes de 0 . 

19. sen 0 = j, 0 esta en el cuadrante II 

20. cos 0 = — §, 0 esta en el cuadrante II 

21. tan 0 = 3, 0 esta en el cuadrante III 

22 . cot 0 = 2 ,6 esta en el cuadrante III 

23. esc 0 = — 10, 0 esta en el cuadrante IV 

24. sec 0 = 3, 0 esta en el cuadrante IV 

25. sen 0 = - 5 , cos 0 > 0 

26. cos 0 = — §, sen 0 < 0 

27. tan 0 = 8 , sec 0 > 0 

28. tan 0 = 8 , sec 0 > 0 

29. Si cos 0 = ^, encuentre todos los valores posibles de 
sen 0 . 

30. Si sen 0 = — f, encuentre todos los valores posibles de 
cos 0 . 

31. Si 2sen 0 — cos 0 = 0, encuentre todos los valores posibles 
de sen 0 y cos 0 . 

32. Si cot 0 = 3 , encuentre todos los valores posibles de 
esc 0 . 

33. Si sec 0 = —5, encuentre todos los valores posibles de 
sen 0 y cos 0 . 

34. Si 3 cos 0 = sen 0, encuentre todos los valores posibles de 
tan 0 , cot 0 , sec 0 y esc 0 . 


8.4 Funciones trigonometricas de angulos generales 


35. Complete la tabla siguiente. 


0 (grados) 

0 (radianes) 

sen 0 

COS0 

tan 0 

0° 

0 

0 

1 

0 

30° 

77/6 

1/2 

V3/2 

VI/ 3 

45° 

77/4 

V2/2 

V2/2 

1 

60° 

77/3 

V3/2 

1/2 

V3 

90° 

77/2 

1 

0 

- 

120° 

277/3 

VI/2 

-1/2 

-VI 

135° 

377/4 




150° 

577/6 




180° 

77 




210° 

777/6 

-1/2 

— V3/2 

VI/3 

225° 

577/4 




240° 

477/3 




270° 

377/2 




300° 

577/3 




315° 

777/4 




330° 

1177/6 




360° 

277 





36. Complete la tabla siguiente. 


0 (grados) 

0 (radianes) 

csc0 

sec 0 

cot 0 

0° 

0 

~ 

1 

- 

30° 

77/6 

2 

2V3/3 

VI 

45° 

77/4 

V2 

V2 

1 

60° 

77/3 

2V3/3 

2 

VI/3 

90° 

77/2 

1 

- 

0 

120° 

2t7/3 




135° 

377/4 




150° 

577/6 




180° 

77 




210° 

777/6 




225° 

577/4 




240° 

477/3 




270° 

377/2 




300° 

577/3 




315° 

777/4 




330° 

II77/6 




360° 

2 tt 
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En los problemas 37 a 52, obtenga el valor exacto de la 
expresion dada. 


’"(-?) 


4 ?) 


43. 



44. 

45. 

46. 

47. 


51. 

52. 


sec (-120°) 
esc 495° 
sen 150° 
cos (—45°) 
tan 405° 
sen 315° 
cot (-720°) 
sec (-300°) 


En los problemas 53 a 58, obtenga todos los angulos 0, donde 
0 <K 360°, que satisfagan la condicion dada. 

53. tan 0 = V3 


54. send = 


1 


■ cos e = — — 

„ 2V3 


57. esc 0 = - 1 

58. cot0 = — 


V3 


En los problemas 59 a 64, obtenga todos los angulos 0, donde 
0 < 0 < 277, que satisfagan la condicion dada. 


63. cot 0 = - V3 

64. tan 0 = 1 

= Aplicaciones diversas 

65. Ti ro I i bre En ciertas condiciones, la altura maxima y que 
alcanza un balon de basquetbol lanzado desde una altura 
h a un angulo a medido desde la horizontal, con velocidad 
inicial v 0 esta dada por 

y = h + (vl sen 2 a)/2g, 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Calcule 
la maxima altura que alcanza un tiro libre si h = 2.15 m, 
v 0 = 8 m/s, a = 64.47° y g = 9.81 m/s 2 . 



Tiro libre 

66. Lanzamiento de bala El rangode una balalanzada desde 
una altura h sobre el nivel del suelo, con velocidad inicial 
v 0 en angulo 0 con respecto a la horizontal se puede aproxi- 
mar con 

V n COS ( b , r~ n ~ . 

R = — — — (v 0 sen cj) + Vvq sen 2 r/) + 2 gh ), 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad. 

a) Si v 0 = 13.7 m/s, = 40° y g = 9.81 m/s 2 , compare 
los rangos logrados por las alturas de lanzamiento 
h = 2.0 my ^ = 2.4 m. 

b ) Explique por que un incremento de h produce incre- 
mento de R si los demas parametros se mantienen fi- 
les. 

c) /.Que implica esto sobre la ventaja que la altura le da 
a un lanzador de bala? 

67. Aceleracion debida a la gravedad Debido a su rotacion, 
la Tierra se ensancha en el ecuador y se aplana en los polos. 
Como resultado, la aceleracion debida a la gravedad varfa 
dependiendo de la latitud 0. Los estudios satelitales han 
demostrado que la aceleracion debida a la gravedad g sat se 
puede aproximar con la funcion 


59. sen 0 = 0 

60. cosd = -1 

61. sec 0 = — V2 

62. esc 0 = 2 


g sat = 978.0309 + 5.18552 sen 2 0 - 0.00570 sen 2 20. 

a) Calcule g sat en el ecuador (0 = 0°), 

b) en el polo norte, y 

c) a 45° latitud norte. 


8.4 Funciones trigonometricas de angulos generales 


= Para la discusion 


68. ^Exists un angulo 0 tal que cos 0 = §? Explique. 

69. ^Existe un angulo 0 tal que 2 esc 0=1? Explique. 

70. Explique como es posible determinar, sin la ayuda de una 
calculadora, que tanto sen 4 como cos 4 son negativos. 

71 . Sea L una recta no vertical que pasa por el origen y forma 
un angulo 0 medido en sentido contrario a las agujas del 
reloj desde el eje x positivo. Pruebe que la pendiente m de 
la recta L es tan 0 (FIGURA 8.4.12). 



FIGURA 8.4.12 Recta que pasa por 
el origen del problema 71 




Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Lado inicial de un angulo 
Lado terminal de un angulo 
Position estandar de un angulo 
Angulos coterminales 
Minutos 
Segundos 

Medida en grados de un angulo 
Angulo central 

Medida en radianes de un angulo 
Angulo agudo 
Angulos complementarios 
Angulo obtuso 
Angulo llano 


Angulo cuadrantal 
Angulos suplementarios 
Angulo recto 
Longitud de arco 
Conversion: 

grados a radianes 
radianes a grados 
Angulo de referenda 
Triangulos rectangulos: 
cateto adyacente 
cateto opuesto 
hipotenusa 


Funciones trigonometricas: 
de angulos agudos 
de angulos generales 
Identidades por cociente 
Identidades recfprocas 
Identidades pitagoricas 
Cofunciones 
Identidades de cofuncion 




Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pagina RESP-22. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 10, responda verdadero o falso. 

1. sen (7t/6) = cos (7t/3). 

2. sen (7 t/ 2) = sen (57 t/ 2). 

3. sen \ = 30°. 

4. tan tt = 0 . 

5. I csc0 I < 1. 

6. sen 2 0 + sen 2 (90° - 0) = 1. 

7. Los angulos de 120° y —240° son coterminales. 

8. Si tan 0 = f, entonces sen 0 = 2 y cos 0 = 5. 

9. Si sec 0 = V7, entonces cos 0 = V7/7. 

10. 30' es equivalente a 0.5°. 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 10, llene los espacios en bianco. 

1. El complemento del angulo agudo de 23° es . 

2. Un angulo de 1° en position estandar esta formado por 

de una rotacion completa en sentido contrario 

a las agujas del reloj de su lado terminal. 

3. Un angulo en position estandar que tiene medida negativa 

se formo por una rotacion de su lado terminal. 

4. El angulo central 0 de un cfrculo cuyo radio mide 8 pul- 

gadas subtiende un arco de 12 pulgadas; la medida del 
angulo 0 en radianes es . 

5. Si 0 es un angulo agudo medido en grados tal que sen 0 = 
3, entonces el valor exacto de 3cos(90° — 0) = 
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6. sec 51°/csc 49° = . 

7 . Si d es un angulo agudo medido en grados tal que cot 9 = 
2, entonces el valor exacto de cot 9 + cot(90° — d) = 

8. Si d es un angulo agudo tal que tan 9 = V3, entonces 

d = . 

9. El angulo de referencia de 47 t/ 3 es . 

10. 7 r radianes = grados. 

= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 4, dibuje el angulo dado en posicion 
estandar. 

1. —57r/6 

2. 7-77/3 

3. 225° 

4. -450° 

En los problemas 5 a 8, convierta el angulo dado a radianes. 

5. -120° 

6. 1° 

7 . 48.3° 

8. 14°14' 

En los problemas 9 a 12, convierta el angulo dado a grados 
decimales. 


21. (-0.5, -0.3) 

22. (V2,V5) 

En los problemas 23 a 28, se proporciona el valor de una de 
las funciones trigonometricas del angulo 9 . Con base en el 
valor dado y la informacion adicional, determine los valores 
de cinco funciones trigonometricas restantes de 9 . 

23. cos 9 = —7, 9 esta en el cuadrante III. 

24 . sen 9 = §, d esta en el cuadrante II. 

25 . cot 9 = — 5,6 esta en el cuadrante IV. 

26 . sec 6 = 15, sen 6 < 0 

27 . esc 6 = —7, tan 6 > 0 

28 . tan 6 = g, sec 9 < 0 

29 . Si cot 9 = —4, encuentre todos los valores posibles de 
sen 6 , cos 9 , tan 9 , sec 9 y esc 9 . 

30 . Si 4 sen 9 = 3 cos 6 , encuentre todos los valores posibles 
de sen 9 , cos 9 , tan 9 , sec 9 y esc 9 . 

En los problemas 3 1 a 34, encuentre el valor exacto de la 
expresion dada. No use la calculadora. 

3!. sen(-^) 


9 . -77/9 

10. 78°15' 

11 . 2.3 

12 . 7-77/3 

En los problemas 13 a 16, convierta el angulo dado a grados, 
minutos y segundos. 

13 . 70.5° 

14 . 170.15° 

15 . 3.1 

16 . -77/10 

En los problemas 17 y 18, encuentre dos angulos positivos y 
dos negativos que sean coterminales con el angulo dado. 

17 . 85° 

18 . 7-77/6 

En los problemas 19 a 22, evalue las seis funciones trigono- 
metricas del angulo 9 si 9 esta en posicion estandar y el lado 
terminal de 9 contiene el punto dado. 

19 . (-1,2) 

20. (4,7) 


33 . tan 495° 

34 . sen 330° 

En los problemas 35 a 38, encuentre todos los angulos 9 , si 
0 ° < d < 360°, que satisfagan la condition dada. No use la 
calculadora. 

V2 

35 . send = - 

36 . tand = — -^ 

3 

37 . sec d = -2 

38 . esc d = - V2 

En los problemas 39 a 42, encuentre todos los angulos d, si 0 
<d< 2-77, que satisfagan la ecuacion dada. No use la calcu- 
ladora. 

V3 

39 . send = — 

40 . esc d = -1 

41 . cot 9 = —1 

42 . cos 9 = 1 


Ejercicios de repaso 
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TRIGONOMETRIA DEL CIRCULO 
UNITARIO 


| En este capi'tulo 

9.1 Las funciones circulares 

9.2 Graficas de las funciones seno y coseno 

9.3 Graficas de otras funciones trigonometricas 

9.4 Identidades especiales 

9.5 Funciones trigonometricas inversas 

9.6 Ecuaciones trigonometricas 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia La exposicion de la seccion 8.4 desemboca directamente 
en una forma mas analftica de estudiar la trigonometrfa, donde coseno y seno 
se definen como las coordenadas x y y, respectivamente, de un punto (x, y ) en 
un cfrculo unitario. Esta interpretation de seno y coseno nos permite definir 
las funciones trigonometricas como un numero real, en lugar de un angulo. 
Esta segunda aproximacion a la trigonometrfa se utiliza en calculo y en apli- 
caciones avanzadas de trigonometrfa. Ademas, una funcion trigonometric a de 
un numero real se puede representar graficamente como cualquier funcion 
ordinaria y = f(x), donde la variable x representa un numero real en el domi- 
nio de f 

Desde el punto de vista historico, se desconoce quien realizo este importante 
avance de los senos y cosenos de angulos a los senos y senos de numeros 
reales. 


9 


7 


La forma de una 
cuerda de 
guitarra, fija en 
ambos extremos, 
se puede describir 
con las funciones 
trigonometricas 
de una variable. 





I I 9.1 Lasfunciones circular^ 



■ Introduction En el capftulo 8 estudiamos las funciones trigonometricas de dngulos ya 
sea en grados o radianes. En calculo y las ciencias es necesario considerar las funciones tri- 
gonometricas cuyos dominios estan formados por numeros reales y no por angulos. Para 
realizar la transition de angulos a numeros reales debemos reconocer que a cada numero real 
t corresponde un angulo que mide t radianes. Como veremos a continuation, esta correspon- 
dencia se puede representar graficamente con un crrculo de radio 1 y centra en el origen en 
un sistema de coordenadas rectangulares. Este crrculo se conoce como circulo unitario. De 
la seccion 4.2 se desprende que la ecuacion del circulo unitario es x 2 + y 2 = 1. En esta sec- 
cion nos centraremos en las funciones seno y coseno. Las otras cuatro funciones trigonome- 
tricas se estudiaran con pormenores en la seccion 9.3. 

Ahora consideraremos un angulo central t en posicion estandar, es decir, un angulo 
cuyo vertice se situa en el centra de un crrculo y su lado inicial coincide con el eje x positivo. 
Segun la definition de medida en radianes (3) de la seccion 8.1, el angulo t se define como 
t = sir, la razon del arco subtendido de longitud s al radio r del crrculo. Por el crrculo unita- 
rio que se muestra en la FIGURA 9.1.1, r = 1 y, por tanto, t = s/l o t = s. En otras palabras: 


En un circulo unitario la medida en radianes de un angulo de t radianes es igual a 
la medida t del arco subtendido. 


De lo anterior se desprende que para cada numero real t, el lado terminal de un angulo de t 
radianes en posicion estandar ha recorrido una distancia de \t\ unidades en la circunferencia 
del crrculo unitario: en sentido contrario al de las agujas del reloj si t > 0 y en el sentido de 
las agujas del reloj si t > 0. Esta asociacion de cada numero real t con un angulo de t radianes 
se ilustra en la FIGURA 9.1.2. 




FIGURA 9.1.2 El angulo de t radianes subtiende un arco de longitud 1 1 1 unidades 


■ Funciones trigonometricas de los numeros reales Ahora estamos en condiciones de 
definir las funciones trigonometricas de un numero real. Antes de proseguir, necesitamos 
la siguiente definition importante. 


Definition 9.1.1 Valores de las funciones trigonometricas 

El valor de una funcion trigonometrica de un numero real t se define como el valor del 
angulo de t radianes, siempre que ese valor exista. 
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Por ejemplo, el seno del numero real n/6 = 0.62359... es sencillamente el seno del 
angulo de tt/6 radianes que, como sabemos, es Por tanto, no hay nada nuevo en realidad 
en evaluar las funciones trigonometricas de un numero real. 

El cfrculo unitario es muy util para describir las funciones trigonometricas de los nume- 
ros reales. Si P(t) denota el punto de interseccion del lado terminal del angulo t con el cfrculo 
unitario x 2 + y 2 = 1 y P(x, y ) son las coordenadas rectangulares de este punto, entonces, por 
(1) de la seccion 8.4, tenemos 

y y xx 

sen t = - = — = y y cos t = - = - = x. 

Estas definiciones, ademas de las de las restantes cuatro funciones trigonometricas, se resu- 
men a continuation. 


Definition 9,1 ,2 Funciones trigonometricas 

Sea t cualquier numero real y P(t) = P(x, y), el punto de interseccion en el cfrculo unitario 
con el lado terminal del angulo de t radianes en posicion estandar. Entonces, las seis fun- 
ciones trigonometricas del numero real t son: 

sent = y cos t = x 

tant = ^ cott ps|* (1) 

1 1 

sec t = — esc t = — . 

x y 


Por la primera lfnea de (1) de la definition 9.1.2, de inmediato vemos que 

Para cualquier numero real t, el coseno y seno de t son las coordenadas xyy, res- 
pectivamente, del punto P de interseccion del lado terminal del angulo de t radianes 
(en posicion estandar) con el circulo unitario (figura 9.1.3). 



t) 


Como veremos en seguida, varias propiedades importantes de las funciones seno y coseno FIGURA 9.1.3 Las coordenadas de 
se pueden obtener de este resultado. Debido a la importancia que tiene el cfrculo unitario en P(t) son (cos t, sen t) 
esta exposition, las funciones trigonometricas (1) a menudo se conocen como funciones 
circulares. 

Varias propiedades de las funciones seno y coseno se desprenden del hecho de que P(t) = 

(cos t, sen t) se localiza en el cfrculo unitario. Por ejemplo, las coordenadas de P(t) deben 
satisfacer la ecuacion del cfrculo: 


x 2 + y 2 — 1 

Si sustituimos x = cos tyy — sen t en la ecuacion anterior, obtenemos el resultado conocido 
cos 2 1 + sen 2 1 = 1 . Esta relation entre las funciones seno y coseno es la mas importante de 
las identidades trigonometricas y se conoce como identidad pitagorica. Recuerde que esta 
identidad no es solo valida para los angulos, como se explico en las secciones 8.2 y 8.4, sino 
que ahora vemos que tambien es valida para todos los numeros reales t. 


Teorema 9.1 .1 Identidad pitagorica 

Para todos los numeros reales t, 


sen 2 t + cos 2 1= 1 

(2) 
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FIGURA 9.1.4 Signos algebraicos de 
sen t y cos t en los cuatro cuadrantes 





FIGURA 9.1.5 El punto P(3) del 
ejemplo 1 


■ Limites de los valores de seno y coseno Varias propiedades de las funciones seno y 
coseno se desprenden del hecho de que Pit) = P(x, y ) se localiza en el cfrculo unitario. Por 
ejemplo, se desprende que 

-1<x< 1 y -1 .«?>•«= 1 

Puesto que x = cos tyy = sen t, las inecuaciones siguientes equivalen a 

— 1 < cos t < 1 y — 1 < sen t < 1 (3) 

Las inecuaciones en (3) tambien se pueden expresar con valores absolutos, como I cos 1 1^1 
y I sen 1 1 #§ 1. Asf, por ejemplo, no hay ningun numero real t para el cual sen t = \. 

■ Dominio y rango Las observaciones en (3) indican que tanto cos t como sen t pueden ser 
cualquier numero comprendido en el intervalo [—1,1]. Por tanto, tenemos las funciones seno 
y coseno, 

.jc fit) = sen t y g(t) = cos t, 

respectivamente, y el dominio de cada una es el conjunto R de todos los numeros reales y el 
rango es el intervalo [—1, 1]. Los dominios y rangos de las otras cuatro funciones trigono- 
metricas se explicaran en la seccion 9.3. 

■ Signos de las funciones circulares Los signos de los valores de las funciones sen t y 
cos t quedan determinados por el cuadrante en el que esta situado el punto Pit), y viceversa. 
Por ejemplo, si sen t y cos t son negativos, entonces el punto Pit) y el lado terminal del angulo 
correspondiente de t radianes tiene que estar situado en el cuadrante III. En la FIGURA 9.1.4 se 
muestran los signos de las funciones coseno y seno y cada uno de los cuatro cuadrantes. 

H3HSSE1I Seno y coseno de un numero real 

Use la calculadora para aproximar sen 3 y cos 3 y ofrezca una interpretation geometrica 
de estos valores. 

• Solution Con la calculadora en modo de radianes, obtenemos cos 3 ~ —0.9899925 y 
sen 3 ~ 0.141 1200. Estos valores representan las coordenadas x y y, respectivamente, del 
punto de intersection P(3) del lado terminal del angulo de 3 radianes en position estandar, 
con el cfrculo unitario. Como se muestra en la FIGURA 9.1.5, este punto esta situado en el 
segundo cuadrante, porque tt/2 <3 <tt. Esto tambien es de esperar en vista de la figura 
9.1.4, pues cos 3, la coordenada x, es negativo y sen 3, la coordenada y, es positivo. = 

■ Periodicidad En la seccion 8.1 vimos que los angulos de t radianes y t ± 2 tt radianes 
son coterminales, Por consiguiente, determinan el mismo punto P(x, y) en el cfrculo unitario. 
Por tanto, 

sen t = sen ( t ± 2v) y cos t = cos (f ± 2tt ) (4) 

En otras palabras, las funciones seno y coseno repiten sus valores cada 277 unidades. Tambien 
se desprende que para cualquier entero n: 

sen (f + 2mr) = sen t 

(5) 

cos {t + 2mr) = cos t. 


Definition 9.1.3 Funciones periodicas 

Se dice que una funcion no constante/es periodica si hay un numero positivo p tal que 
fit)=fit+ P ) (6) 

para cada t en el dominio de/ Si p es el numero positivo mas pequeno para el cual (6) es 
verdadero, entonces p se llama periodo de la funcion/ 
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Las ecuaciones en (4) implican que las funciones seno y coseno son periodicas y que el 
periodo es p 2tt. Para entender que el periodo de sen t es 2tt, observamos que existe solo 
un punto en el cfrculo unitario con coordenada y 1 , a saber, P(ir/2) = (cos (ir/2)), sen ( tt/2 ) ) = 
(0, 1). Por tanto, 

sen t = 1 solo para t = — ± 2 tt, — ± 4t t, 

F 2 2 2 

y asf sucesivamente. Por tanto, el valor positivo mas pequeno posible de p es 2tt. En resumen, 
la funcion seno/(f) = sen t y la funcion coseno g(t) = cos t son periodicas con periodo 27r; 
es decir,/(t) = fit + 2tt) y git + 2i r), respectivamente. Como referenda en el futuro, tene- 
mos 


sen ( t + 27 t) = sen t y cos (t + 2v) = cos t (7) 

para cada numero real t. 


Usar la periodicidad 


Evalue a) sen (77r/3) y b) cos (137r/3). 

Solucion a) Debido a que Itt/3 es mayor que 2tt y puede escribirse 


se desprende de sen ( t + 2tt) = sen t, donde t = tt/3, que 


(V „ \ 7T V3 

:n h 27 r I — sen — — . 

\3 ) 3 2 


b ) Debido a que 


se desprende de cos(f + 2mr) = cos t, donde n = 3 y t = tt/3, que 
1977 fir , \ 77 1 

COS—— = COS I — + 077 I = COS— = — . 


^ Vease la segunda ecuacion de (7). 


■ Propiedades de funciones impares y pares La simetrfa del cfrculo unitario dota a las y, 

funciones circulares de varias propiedades adicionales. Para todo numero real t, los puntos 
P(t) y P(~t) en el cfrculo unitario se localizan en el lado terminal de un angulo de t y — t 
radianes, respectivamente. Estos dos puntos siempre seran simetricos con respecto al eje x. / 

La FIGURA 9.1.6 ilustra la situacion para un punto P(t) situado en el primer cuadrante: las / 

(cost, sent) 

iguales, pero signos opuestos. Las mismas simetrfas seran validas sin importar el cuadrante \ 
que contenga Pit). Por tanto, para/(t) = sen t y g(t) = cos t y cualquier numero real t, f(t) = \ 

—f{t) y g(—t) = g{t), respectivamente. Si aplicamos las definiciones de funciones impares 
y pares de la seccion 5.2, tendremos el siguiente resultado: 

P(-t) = (cos (-t), sen (-«)) 

Teorema 9.1 .2 Funciones impares y pares 

NuUnA 3.1.0 uooraenaaas ae t'yt) 
yP(-f) 

La funcion seno fit) = sen t es impar y la funcion coseno g(t) = cos t es par; es decir, para 
cada numero real t, 

sen(— t) = — sen t y cos(— t) = cos t (8) 


9.1 Las funciones circulates 


■SSEO Uso de las propiedades de funciones impares y pares 

Obtenga los valores exactos de sen t y cos t para el numero real t = — tt/6. 
Solution Por (8), tenemos 


y 


seno es una funcion impar 



1 

, <- Vease la tabla 8.3.1 

2 


coseno es una funcion par 



Tenga en cuenta que los signos de las respuestas concuerdan con el hecho de que el lado 
terminal del angulo — tt/6 radianes esta situado en el cuadrante IV. = 


Para verificar las siguientes propiedades adicionales de las funciones seno y coseno, se 
consideran las simetrfas de los puntos elegidos apropiadamente en el circulo unitario. Primero 
vimos los resultados de i) y ii) en el siguiente teorema planteado para angulos agudos en (5) 
de la seccion 8.2. 


p(f-t) = (cc 

*(f-t),sen(f-t)) 

X- 


/XXv) = (cos i 


Ja,o) x 


FIGURA 9.1.7 Justification 
geometrica de i) y ii) del teorema 
9.1.3 


Teorema 9.1.3 Propiedades adicionales 

Para todos los numeros reales t. 


, (it \ 

(tt \ 

0 cosl — — t J = sen t 

u) senl — — t J = cost 

iii) cos (t + 7r) = —cost 

iv) sen (t + tt) = —sent 

v) cos (tt — t) = —cos t 

vi) sen (tt — f) = sent 


Por ejemplo, para justificar las propiedades 0 y ii) del teorema 9.1.3 para 0 < t < 7t/2, 
considere la FIGURA 9.1.7. Puesto que los puntos Pit) y P(tt/2 — t) son simetricos con respecto 
a la recta y — x, para obtener las coordenadas de P(tt/2 — t), intercambiamos las coordenadas 
de P(t). Por tanto. 



En la seccion 9.4 usaremos las propiedades i) y ii) para justificar dos formulas importantes 
para la funcion seno. 


Uso del teorema 9.1.3 

En la tabla 8.3.1 de la seccion 8.3 vimos que cos (7r/3) = sen (tt/6). Este resultado es un 
caso especial de la propiedad i) del teorema 9.1.3; con t = tt/3 vemos que 

aplicacion de la propiedad i) del teorema 9.1.3 



■ Angulo de referenda, segunda parte Como senalamos al principio de esta section, para 
cada numero real t hay un angulo unico de t radianes en position estandar que determina el 
punto P(t), que coordina (cos t, sen t), en el circulo unitario. Como se muestra en la FIGURA 
9.1.8, el lado terminal de todo angulo de t radianes (donde Pit) no esta situado en un eje) 
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FIGURA 9.1.8 El angulo de referenda l’ es un angulo agudo 

formara un angulo agudo con el eje x. En seguida podemos localizar un angulo de t' radianes 
en el primer cuadrante que es congruente con este angulo agudo. El angulo de t' radianes se 
conoce como angulo de referencia para cualquier numero real t. Debido a la simetrfa del 
cfrculo unitario, las coordenadas de P(t') seran iguales en valor absoluto a las coordenadas 
respectivas de P(t). Por tanto, 

sen t = ±sen t' y cos t = ±cos t' 

Como se mostrara en los ejemplos siguientes, los angulos de referencia se pueden usar para 
obtener los valores de las funciones trigonometricas de todos los multiplos enteros de 7r/6, 
7t/4 y 7r/3. 


LESSEES! Uso de un angulo de referencia 

Obtenga los valores exactos de sen t y cos t para el numero real dado: 
a) t = 577/3 b ) t= -3tt/4. 

Solucion En primer lugar, en cada parte obtenemos el angulo de referencia correspon- 
diente al numero real t. 

a ) Por la FIGURA 9.1.9, sabemos que un angulo de t = 5 it 13 radianes determina un punto 
P(5v/3 ) en el cuarto cuadrante y tiene el angulo de referencia t' = tt/3 radianes. Despues 
de ajustar los signos de las coordenadas de P(tt/3) = (1/2, V3/2) para obtener el punto 
P(5tt/3) = (1/2, — V3/2) del cuarto cuadrante, tenemos que 

n angulo de referencia ^ 

5tT IT V3 577 77 1 

sen— = -sen— = — — y cos— = cos— = -. 

3 3 2 J 3 3 2 

b ) El punto P(— 377/4) esta situado en el tercer cuadrante y tiene un angulo de referencia 
77/4 como se ilustra en la FIGURA 9.1.10. Por tanto, 



En ocasiones, para obtener los valores trigonometricos de multiplos de las fracciones 
basicas de 77, debemos usar la periodicidad o las propiedades de las funciones impares y pares, 
ademas de los angulos de referencia. 


H3HSI3E13 Uso de la periodicidad y el angulo de referencia 

Obtenga los valores exactos de las coordenadas de P(29tt/6) en el cfrculo unitario. 


Solucion El punto P(29ttI6 ) tiene las coordenadas (cos (2977/6)), sen (2977/6). Para em- 
pezar, observamos que 2977/6 es mayor que 277 y, en consecuencia, debemos reescribir 2977/6 
como multiplo entero de 277 mas un numero menor que 277. Por la division tenemos 


577 

~ 6 ~‘ 



FIGURA 9.1.9 Angulo de referencia 
de la parte a) del ejemplo 5 



FIGURA 9.1.10 Angulo de referencia 
de la parte b) del ejemplo 5 


9.1 Las funciones circulares 


A continuation, por las ecuaciones de periodicidad en (5) con n = 2, sabemos que 




En seguida vemos, por la figura 9.1.11, que el angulo de referenda de 57r/6 es 7t/6. Puesto 
que P(5tt/6 ) es un punto situado en el segundo cuadrante, su coordenada x cos (5-77/6) es 
negativa y su coordenada y sen (5-77/6) es positiva. Por ultimo, usando el angulo de refe- 
renda como se muestra en la figura 9.1.1 1, simplemente ajustamos los signos algebraicos 
de las coordenadas de P(tt/6) = (cos(-7r/6)) sen(7r/6): 


FIGURA 9.1.11 Angulo de referenda 
del ejemplo 6 

y 


29-77 577 77 \^3 

cos = cos = —COS — = 

6 6 6 2 

2977 577 77 1 

sen-- = sen— = sen — = - 
6 6 6 2 


Por tanto, P( 29-77/6) = (-V3/2, 1/2). 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-22. 


En los problemas 1 a 8, para el numero real t dado, a) loca- 
lice el punto P(t) = (cos t, sen t) en el cfrculo unitario y b ) 
obtenga los valores exactos de las coordenadas de P(t). No 
use la calculadora. 

777 
6 

477 


1 . 

2. 


4. 277 


577 


3 



577 


4 


En los problemas 9 a 16, para el numero real t dado, a) loca- 
lice el punto P(t) = (cos t, sen t) en el cfrculo unitario y b ) 
use la calculadora para aproximar las coordenadas de P(t). 


9. 

10 . 

11. 


1.3 

-4.4 

-7.2 


12. 0.5 

13. 6.1 

14. 3.2 

15. -2.6 

16. 15.3 


En los problemas 17 a 24, use la periodicidad de sen t y cos t 
para obtener el valor exacto de la funcion trigonometrica. 

No use la calculadora. 

1377 

17. sen^^ 

6 

6177 


21. COS 977 

22. sen 2077 

777 

23. sen — 


En los problemas 25 a 30, justifique el planteamiento dado 
con una de las propiedades de sen t y cos t que estudiamos en 
esta seccion. 
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36. sen! 2tt 


25. sen n = sen 3tt 

26. cos (77/4) = sen (77/4) 

27. sen (—3 — 77) = —sen (3 + 77) 

28. cos 16.877 = cos 14.877 

29. cos 0.43 = cos (-0.43) 

30. cos (2.5 + 77) = -cos 2.5 

31. Puesto que cos t = — 5 y que Pit) es un punto en el cfrculo 
unitario en el segundo cuadrante, obtenga sen t. 

32. Puesto que sen t = \ y que P(t) es un punto en el cfrculo 
unitario en el segundo cuadrante, obtenga cos t. 

33. Puesto que sen t = — \ y que P(t) es un punto en el cfrculo 
unitario en el tercer cuadrante, obtenga cos t. 

34. Puesto que cos t = § y que Pit) es un punto en el cfrculo 
unitario en el cuarto cuadrante, obtenga sen t. 

En los problemas 35 a 38, l a coorden ada y del punto P(57r/8) 

en el cfrculo unitario es £\/2 + V2. Obtenga el valor exacto 

de la funcion trigonometrica dada. No use la calculadora. 

577 

35. cos — 


”■ “ s (“f) 

En los problemas 39 a 42, use el cfrculo unitario para deter- 
minar todos los numeros reales t para los cuales la igualdad 
dada es verdadera. 

39. sen t = V2/2 

40. cos t = — \ 

41. cos t = -1 

42. sen t = - 1 

= Para la discusion 

43. Suponga que / es una funcion periodica con periodo p. 
Demuestre que F(x) = f(ax), a > 0, es periodica con 
periodo p/a. 


| | 9.2 Graficas de las funciones seno y coseno 

■ Introduce ion Una forma de estimular la comprension de las funciones trigonometricas 
es examinar sus graficas. En esta seccion examinaremos las graficas de las funciones seno y 
coseno. 

■ Graficas del seno y del coseno En la seccion 9.1 vimos que el dominio de la funcion 
seno,/(f) = sen t, es el conjunto de todos los numeros reales (— °°, °°), y que su contradominio 
es el intervalo [—1, 1]. Como el periodo de la funcion seno es 277, comenzaremos trazando 
su grafica en el intervalo [0, 277]. Se obtiene un bosquejo aproximado de la grafica de la FIGURA 
9.2.1ft) si se examinan varias posiciones del punto P(t) en el cfrculo unitario, como se ve en la 
figura 9.2. la). Cuando t varfa de 0 a 77/2, el valor de sen t aumenta de 0 hasta su valor maximo 
1 . Pero cuando t varfa de 77/2 a 377/2, el valor de sen t disminuye desde 1 hasta su valor 



a) Cfrculo unitario b) Un ciclo de la grafica de seno 

FIGURA 9.2.1 Puntos P{t) en un cfrculo, correspondientes a puntos en la grafica 


9.2 Graficas de las funciones seno y coseno 
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mfnimo, — 1 . Se ve que sen t cambia de positivo a negativo cuando t = v. Cuando t esta entre 
37 t/ 2 y 2tt, se ve que los valores correspondientes de sen t aumentan de — 1 a 0. Se dice que 
la grafica de cualquier funcion periodica, para un intervalo de longitud igual a su periodo, es 
un ciclo de su grafica. En el caso de la funcion seno, la grafica sobre el intervalo [0, 2tt\ de 
la figura 9.2.1 b) es un ciclo de la grafica de/(r) = sen t. 

En adelante, recurriremos a los sfmbolos tradicionales x y y para graficar las funciones 
► trigonometricas. Asf, escribiremos/(/) = sen t en la forma /(x) = sen x o bien, simplemente 
y = sen x. 

La grafica de una funcion periodica se obtiene con facilidad trazando repetidamente un 
ciclo de su grafica. En otras palabras, la grafica de y = sen x en, por ejemplo, los intervalos 
[—27 r, 0] y [2tt, 47t], es la misma de la figura 9.2.1 b). Recuerde, de la section 9.1, que la 
funcion seno es una funcion impar, porque/(— x) = sen(— x) = — sen* = — f(x). Asf, como 
se puede ver en la FIGURA 9.2.2, la grafica de y = sen x es simetrica con respecto al origen. 



A1 trabajar de nuevo con el cfrculo unitario se puede obtener un ciclo de la grafica de la 
funcion coseno g(x) = cos x en el intervalo [0, 27 t], En contraste con la grafica de/(x) = sen x, 
donde/(0) = /( 27 t) = 0, en la funcion coseno se tiene g(0) = g(27r) = 1. La FIGURA 9.2.3 
muestra un ciclo (en rojo) de y = cos x en [0, 27 t], junto con la extension de ese ciclo (en azul) 
a los intervalos adyacentes [—277, 0] y [277, 477]. En esta figura se ve que la grafica de la fun- 
cion coseno es simetrica con respecto al eje y. Es una consecuencia de que g sea una funcion 
par: g(-x) = cos(-x) = cos x = g(x). 



FIGURA 9.2.3 Grafica de y = cos x 


■ Propiedades de las funciones seno y coseno En este curso de matematicas, y en los que 

siguen, es importante que conozca usted las coordenadas x de las intersecciones de las gra- 
ficas de seno y coseno con el eje x; es decir, las rafces de/'(jc) = sen x y g(x) = cos x. Segun 
la grafica del seno en la figura 9.2.2, se ve que las rafces de la funcion seno, o sea los 
numeros para los que sen x = 0, son x = 0, ± 77 , ±277, ±377, . . . son multiplos enteros de 
77 . En la grafica del coseno en la figura 9.2.3 se ve que cos x = 0 cuando x = ± 77 / 2 , ±377/2, 
► ±577/2, . . . Esos numeros son multiplos enteros impares de tt/2. 

Si n representa un entero, entonces 2« ± 1 es un entero impar. Entonces, las rafces de 
fix) = sen x y de g(x) = cos x se pueden expresar en forma compacta como sigue. 
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO 


El dominio de/(x) = sen x y el dominio de g(x) = cos x es el conjunto de nu- 
meros reales, es decir, (— °°). 

El rango de f(x) = sen x y el rango de g(x') = cos x es el intervalo [ — 1, 1] en 
el eje y. 

Los ceros de f(x) = sen x son x = nir, n un entero. Los ceros de g(x) = cos x 
son x = (2 n + 1 )tt/ 2, n un entero. 

La grafica de/(x) = sen x es simetrica con respecto al origen. La grafica de g(x) 
= cos x es simetrica con respecto al eje y. 

Las funciones f(x) = sen x y g(x) = cos x son continuas en el intervalo 

(-CC, CO). 


Al aplicar la ley distributiva, el resultado en (2) con frecuencia se escribe x = tt!2 + rnr. 
Como hicimos en los capftulos 2 y 3, se pueden obtener variaciones de las graficas basi- 
cas de seno y coseno mediante transformaciones rigidas y no rfgidas. En lo que queda de esta 
description examinaremos graficas de funciones de la forma 

y = Asen(5x + C) + D obien y = Acos(fix + C) + D, (1) 

donde A,B,CyD son constantes reales. 

■ Graficas de y = A sen x + D y y = A cos x + D Comenzaremos examinando los 
casos especiales de (1): 


y = Asenx y y = Acosx. 

Para A > 0, las graficas de esas funciones son un estiramiento vertical o una compresion 
vertical de las graficas de y = sen x o de y = cos x. En el caso de A < 0, las graficas tambien 
se reflejan en el eje x. Por ejemplo, como muestra la FIGURA 9.2.4, se obtiene la grafica de y 
= 2 sen x estirando verticalmente la grafica de y = sen x por un factor de 2. Notese que los 
valores maximo y minimo de y = 2 sen x estan en los mismos valores de x que los valores 
maximos y mmirnos de y = sen x. En general, la distancia maxima de cualquier punto en 
la grafica de y = A sen x, o y = A cos x, al eje x, es | A |. Al numero | A | se le llama amplitud 
de las funciones o de sus graficas. La amplitud de las funciones basicas y = sen xyy = cos x 
es | A | = 1. En general, si una funcion periodica/es continua, entonces, en un intervalo cerrado 
de longitud igual a su periodo,/tiene un valor maximo M y tambien un valor mmimo m. La 
amplitud se define por 

amplitud = \[M — m\. (2) 


Grafica de coseno comprimida verticalmente 

Graficar y = — \ cos x. 

Solution La grafica de y = — \ cos x es la de y = cos x comprimida verticalmente por 
un factor de \, y reflejada despues en el eje x. Si A = — \ , se ve que la amplitud de la 
funcion es | A| = | — = | . La grafica de y = —\ cos x en el intervalo [0, 27 t] se muestra 

enrojoen la FIGURA 9.2.5. = 

Las graficas de 


y = Asenx + D y y — Acosx + D 



FIGURA 9.2.5 Grafica de la funcion 
del ejemplo 1 


9.2 Graficas de las funciones seno y coseno 




FIGURA 9.2.6 Grafica de y = 2 se 
desplazada 1 unidad hacia arriba 


Tenga cuidado aquf; sen 2x # 2 



FIGURA 9.2.8 Grafica de la 
del ejemplo 2 
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son las graficas de y = A sen x y y = A cos x desplazadas verticalmente hacia arriba cuando 
D > 0, y hacia abajo cuando D < 0. Por ejemplo, la grafica de y = 1 + 2 sen x es la grafica 
de y = 2 sen x (figura 9.2.4) desplazada 1 unidad hacia arriba. La amplitud de la grafica de 
y = A sen x + D, o de y = A cos x + D sigue siendo|A 1. Notese que en la grafica de la FIGURA 

9.2.6, el maximo de y = 1 + 2 sen x es y = 3, en x = ir/2, y el mfnimo es y = -1 enr = 
37 t/2 . De acuerdo con (4), la amplitud dey = 1 + 2 sen x es, entonces, |[3 — ( — l)] = 2. 

Si se interpreta a x como comodrn para apartar lugar, en las ecuaciones (1) y (2), se 
pueden determinar las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de las graficas de las 
funciones seno y coseno, de la forma y = A sen Bx y y = A cos Bx (que veremos a continua- 
cion). Por ejemplo, para resolver sen 2x = 0, de acuerdo con (1) sucede que 

2x = mt de modo que x = \mr, n = 0, ±1, ±2, 

esto es, x = 0,±j77,±§77 = 77, ±§77, ±§77 = 27 r, y asf sucesivamente. Vease la FIGURA 

9.2.7. 



y y = sen 2x 

■ Graficas de y = A sen Bxy de y = A cos Bx Ahora examinaremos la grafica de y = sen 
Bx para B > 0. La funcion tiene amplitud 1, porque A = 1. Como el periodo de y = sen x es 
27r, un ciclo de la grafica de y = sen Bx comienza en x = 0 y se comenzaran a repetir sus 
valores cuando Bx = 2 tt. En otras palabras, un ciclo de la funcion y = sen Bx se completa 
en el intervalo definido por 0<Br< 277. Esta desigualdad se divide entre B, y se ve que el 
► periodo de la funcion y = sen Bx es IttIB, y que la grafica en el intervalo [0, 2ttIB\ es un 
ciclo de su grafica. Por ejemplo, el periodo de y = sen 2x es 2ir/2 = tt, por lo que un ciclo 
de la grafica se completa en el intervalo [0, 77]. La figura 9.2.7 muestra que se completan dos 
ciclos de la grafica de y = sen 2x (en rojo y en azul) en el intervalo [0, 277], mientras que la 
grafica de y = sen x (en verde) ha completado solo un ciclo. En terminos de transformaciones, 
se puede caracterizar el ciclo de y = sen 2x en [0, 77] como una compresion horizontal del 
ciclo de y = sen x en [0, 277]. 

En resumen, las graficas de 

y = Asenfix y y = AcosBx 
para B > 0 tienen amplitud | A | y periodo 2n/B, las dos. 


BEEJHEH Grafica del coseno comprimida horizontalmente 

Determinar el periodo de y = cos Ax y graficar la funcion. 

Solucion En razon de que B = 4, se ve que el periodo de y = cos Ax es 2 77/4 = 77/2. Se 
llega a la conclusion que la grafica de y = cos 4x es la de y = cos x comprimida horizon- 
talmente. Para graficar la funcion se traza un ciclo del coseno con amplitud 1 en el in- 
tervalo [0, 77/2] y a continuation se usa la periodicidad para extender la grafica. La FIGURA 
9.2.8 muestra cuatro ciclos completos de y = cos 4x (el ciclo basico en rojo, y la grafica 
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extendida en azul) y un ciclo de y = cos x (en verde) en [0, 277-]. Notese que y = cos 4x llega 
a su mmimo en x = tt/4, porque cos 4[rr/4t) = cos tt = — 1, y llega a su maximo en x = 
7t/2, porque cos 4{tt/2) = cos 2tt = 1 . = 


Si B < 0 en y = A sen Bxoy = A cos Bx, se pueden usar las propiedades par/impar (vea 
(8) de la section 9. 1) para escribir la funcion con B positiva. Esto se ve en el siguiente ejem- 
plo. 


BV Grafica del seno estirada horizontalmente 

Determinar la amplitud y el periodo de y = sen ( — |x). Graficar la funcion. 

Solution Como se requiere que B > 0, usaremos sen (— x) = —sen x para reformular la 
funcion como sigue: 


y = sen(— jx) = — sen \x. 

Si se identifica A = -1 , se ve que la amplitud es | A | = | — 1 1 = 1. Ahora bien, con B = 2 , 
se ve que el periodo es 2ttI\ = 4tt. Por consiguiente se puede interpretar al ciclo de 
y = —sen 2* en [0, 47r] como un estiramiento horizontal y una reflexion (en el eje x, por- 
que A < 0) del ciclo de y = sen x en [0, 27 t]. La FIGURA 9.2.9 muestra que en el intervalo 
[0, 4tt], la grafica de y = —sen \x (en azul) completa un ciclo, mientras que la grafica de 
y = sen x (en verde) hace dos ciclos. = 




FIGURA 9.2.9 Grafica de la funcion 
del ejemplo 3 


■ Graficas de y = A seniBx + C) y y = A cos (Bx + C) Hemos visto que las graficas basi- 
cas de y = sen xyy = cos x se pueden estirar o comprimir verticalmente (y = A sen xyy = 
A cos x), se pueden desplazar verticalmente (v = A sen x + Dy y = A cos x + D), y estirarse 
o comprimirse horizontalmente (v = A sen Bx + Dyy = A cos Bx + D). Las graficas de 

y = A sen(Bx + C)+£> y y = A cos(Bx + C) + D 

son las graficas de y = A sen Bx + Dyy = A cos Bx + D desplazadas horizontalmente. 

En el resto de esta description nos concentraremos en las graficas de y = A sen [Bx + C) 
y y = A cos {Bx + C). Por ejemplo, de acuerdo con la section 5.2, la grafica de y = cos (x — 
v/2) es la grafica basica del coseno desplazada hacia la derecha. En la FIGURA 9.2.10 la 
grafica de y = cos ( x — tt/2) (en rojo) en el intervalo [0, 27 t] es un ciclo de y = cos x en el 
intervalo [—vl2, 37t/ 2] (en azul), pero desplazada horizontalmente tt/2 unidades hacia la 
derecha. De igual modo, las graficas de y = sen ( x + tt/2) y y = sen (x — tt/2) son las 
graficas basicas del seno desplazadas tt/2 unidades hacia la izquierda y hacia la derecha, 
respectivamente. Veanse las FIGURAS 9.2.11 y 9.2.12. 

Si se comparan las graficas en rojo de las figuras 9.2.10 a 9.2.12 con las graficas de las 
figuras 9.2.2 y 9.2.3, se ve que 

• la grafica del coseno desplazada tt/2 unidades hacia la derecha es la grafica del 
seno, 



plazada horizontalmente plazada horizontalmente horizontalmente 


9.2 Graficas de las funciones seno y coseno 


401 


• la grafica del seno desplazada tt/2 unidades hacia la izquierda es la grafica del coseno y 

• la grafica del seno desplazada 7r/2 unidades hacia la derecha es la grafica del coseno 
reflejada en el eje x. 

En otras palabras, hemos comprobado graficamente las identidades 



Ahora examinaremos la grafica de y = A sen(Bx + C) para B > 0. Como los valores de 
sen ( Bx + C) van de — 1 a 1, entonces A sen (Bx + C) varfa entre —A y A. Esto es, la ampli- 
tud de y = A sen {Bx + C) es | A |. Tambien, como Bx + C varfa de 0 a 2ir, la grafica hace un 
ciclo completo. A1 resolver Bx + C = 0yBx + C= 2ir, se ve que un ciclo se completa 
cuando x varfa de —C/B hasta (27T — C)/B. Por consiguiente, la funcion y = A sen {Bx + C) 
tiene como periodo 

2t t-C _ (_C\ _ 2tt 
B \ BJ ~ B ' 

Ademas, si f{x) = A sen Bx, entonces 

f^x + = A senB^x + = A sen(Bx + C). (4) 

El resultado de (4) indica que se puede obtener la grafica de y = A sen {Bx + C) desplazando 
la grafica de f{x) = A sen Bx horizontalmente, una distancia | C | /B. Si C < 0, el desplaza- 
miento es hacia la derecha, mientras que si C > 0, el desplazamiento es hacia la izquierda. 
El numero | C | /B se llama desplazamiento de fase, o desfasamiento, de la grafica (ley = A 
sen {Bx + C). 

Ecuacion de un coseno desplazado 

La grafica de y = 10 cos Ax esta desplazada 7r/12 unidades hacia la derecha. Deducir su 
ecuacion. 

Solucion Si se escribe /(x) = 10 cos Ax y se aplica la ecuacion (4), se ve que 
f(x ~ = 10 cos a(^c -J 2) 0 sea y = 10 cos ( 4x - f )• 

En la ultima ecuacion se identificarfa a C = —tt/3. El desplazamiento de fase es 7r/12. = 

► Como cosa practica, el desplazamiento de fase de y = A sen (Bx + C) se puede obtener 
sacando B como factor comun de Bx + C. 

y = Asen(Bx + C) = AsenB^x + 

Por comodidad, resumiremos la informacion anterior. 


GRAFICAS DE UN SENO O COSENO DESPLAZADAS 


Las graficas de 

y = A sen(Bx + C) y y = A cos (Bx + C), B > 0, 

son, respectivamente, las de y = A sen Bx y y = A cos Bx, desplazadas horizontalmente 
| C |/B. El desplazamiento es hacia la derecha si C < 0, y hacia la izquierda si C > 0. 

El numero | C \/B se llama desplazamiento de fase. La amplitud de cada grafica es 
| A | y el periodo de cada grafica es 2tt/B. 

\ J 
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MSEEEEElI Grafica del seno desplazada horizontalmente 

Graficar y = 3 sen (2x — 7 t/3). 

Solucion Para comparar, primero graficaremos y = 3 sen 2x. La amplitud de y = 3 sen 
2x es | A | = 3, y su periodo es 2ttI2 = tt. Asf, un ciclo de y = 3 sen 2x se completa en el 
intervalo [0, 77]. Entonces, extendemos la grafica hacia el intervalo adyacente [77, 2 77], como 
se indica en azul en la FIGURA 9.2.13. A continuation se vuelve a escribir y = 3 sen (2x — 
77/3) sacando 2 como factor comun de 2x — tt/3 : 


En esta ultima forma se ve que el desplazamiento de fase es 77/6. La grafica de la funcion 
dada, que se ve en rojo en la figura 9.2.13, se obtiene desplazando 77/6 unidades hacia la 
derecha la grafica de y = 3 sen 2x. Recuerde que eso quiere decir que si (x, y) es un punto 
en la grafica en azul, entonces (x + 77/6, y) es el punto correspondiente en la grafica roja. 
Por ejemplo, x = 0 y x = 77 son dos coordenadas x de intersecciones con el eje x de la 
grafica en azul. Por consiguiente, x = 0 + 77/6 = 77/6 y x = 77 + 77/6 = 777/6 son coor- 
denadas x de intersecciones con el eje x de la grafica en rojo, desplazada. Estos numeros 
se indican con flechas en la figura 9.2. 13. = 


y = 3 sen! 2x - 



FIGURA 9.2.13 Grafica de la funcion 
del ejemplo 5 


Graficas desplazadas horizontalmente 

Determinar la amplitud, el periodo, el desplazamiento de fase y la direction del desplaza- 
miento horizontal de cada una de las funciones siguientes. 

a) y = 15cos^5x — b) y = -8sen^2x + 0 

Solucion 

a) Primero se identifican A = 15, B = 5 y C = — 377/2. Entonces, la amplitud es | A | = 
15, y el periodo es 2ir/B = 2tt/5. El desplazamiento de fase se puede calcular ya sea 
por (| — 377 1/2)/5 = 377/10, o bien ordenando la funcion como sigue: 

, = 15cos 5 (, - 50 

La ultima forma indica que la grafica de y = 15 cos (5x — 3 77/2) es la grafica de 
y = 15 cos 5x desplazada 377/10 unidades hacia la derecha. 

b ) Como A = -8,1a amplitud es | A \ = \ — 8 1 =8. Con B = 2, el periodo es 2 77/2 = 77. 
El 2 se saca como factor comun de 2x + 7r/4, y queda 

y = — 8sen^2x + --0 = -8sen2^x + 0 

y se ve que el desplazamiento de fase es 77/8. La grafica de y = —8 sen (2x + 7r/4) 
es la de y = —8 sen 2x desplazada 77/8 unidades hacia la izquierda. = 


LESSEES Grafica del coseno desplazada horizontalmente 

Graficar y = 2 cos (77X + tt). 

Solucion La amplitud de y = 2 cos 7rx es | A | = 2, y el periodo es 277/77 = 2. Entonces, 
un ciclo de y = 2 cos 77X se completa en el intervalo [0, 2], En la FIGURA 9.2.14 se muestran 
dos ciclos de la grafica de y = 2 cos 7rx. Las intersecciones con el eje x de esta grafica 
corresponden a los valores de x para los cuales cos ttx = 0. De acuerdo con (2), eso quie- 
re decir que 7rx = (2 n + 1)77/2, o sea x = (2 n + l)/2, n un entero. En otras palabras, para 
n = 0, — 1, 1, —2, 2, —3, ... se ve que x = dfcj, ±§, ±|,y asf sucesivamente. Ahora, si 
se reacomoda la funcion dada como sigue: 

y = 2 cos 7r(x + l) 


y = 2 cos (nx + 71) 



-2 y = 2 cos nx 

FIGURA 9.2.14 Grafica de la funcion 
del ejemplo 7 
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se ve que el desplazamiento de fase es 1 . La grafica de y — 2 cos (ttx + tt) (en rojo) en la 
figura 9.2. 14 se obtiene desplazando la grafica de y = 2 cos ttx una unidad hacia la izquierda. 
Eso quiere decir que las intersecciones con el eje x son iguales para ambas graficas. = 


/ 

30- 

. 

= 30 sen 120 nt 

-30- 

t l\ /l 

240 120\. / 60 


FIGURA 9.2.15 Grafica de la 
corriente del ejemplo 8 


MSHSHEIl Corriente alterna 

La corriente I (en amperes) que pasa por un conductor de un circuito de corriente alterna 
se determina con 7(f) = 30 sen 1 20-77/, donde t es el tiempo expresado en segundos. Trazar 
el ciclo de la grafica. ^Cual es el valor maximo de la corriente? 

Solucion La grafica tiene una amplitud de 30, y su periodo es 2vl 120-77 = gg . Por con- 
siguiente, se traza un ciclo de la grafica del seno basica en el intervalo [0, gg], como se ve 
en la FIGURA 9.2.15. En la figura se ve que el valor maximo de la corriente es I = 30 am- 
peres, y se presenta cuando t = 2® de segundo, ya que 

/(a®) = 30 sen ( 120-77 • 235) = 30seny = 30. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-22. 


En los problemas 1 a 6 aplique las tecnicas de desplazar, esti- 
rar, comprimir y reflejar, para trazar al menos un ciclo de la 
grafica de la funcion. 

1. y = \ + cosx 

2. y = -1 + cos* 

3. y = 2 — sen* 

4. y = 3 + 3senx 

5. y = — 2 + 4cosx 

6. y ~ X - 2 sen* 

En los problemas 7 a 10, la figura muestra un ciclo de una 
senoide o cosenoide. De acuerdo con la figura, determine A 
y D y deduzca una ecuacion de la forma y = A sen x + D, 
o y = A cos x + D de la grafica. 

7. y A 

3 


-3 

FIGURA 9.2.16 Grafica del problema 7 




FIGURA 9.2.17 Grafica del problema 8 

9- n 



FIGURA 9.2.18 Grafica del problema 9 


10. y. 



FIGURA 9.2.19 Grafica del problema 10 
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En los problemas 1 1 a 16, use las relaciones (1) y (2) de la 
seccion 9.2 para determinar las intersecciones con el eje x de 
la grafica de la funcion indicada. No trace la grafica. 

11. y = sen7rx 

12. y = -cos2x 

13. y = lOcos— 

14. y = 3sen(— 5x) 



16. y = cos(2x - tt) 

En los problemas 17 y 18, determine las intersecciones con el 
eje x de la grafica de la funcion, en el intervalo [0, 2ir]. A 
continuation, aplicando la periodicidad, determine todas las 
intersecciones. 

17. y = -1 + sen* 

18. y = 1 — 2cosjc 

En los problemas 19 a 24, la figura muestra un ciclo de una 
grafica del coseno o seno. De acuerdo con la figura, deter- 
mine A y B, y deduzca una ecuacion de la forma y = A sen 
Bx o y = A cos Bx de la grafica. 

19. y 

3 


-3 

FIGURA 9.2.20 Grafica 
del problema 19 


FIGURA 9.2.21 Grafica 
del problema 20 


21 . vi 


FIGURA 9.2.22 Grafica 
del problema 21 






FIGURA 9.2.23 Grafica 
del problema 22 


FIGURA 9.2.24 Grafica del 
problema 23 



FIGURA 9.2.25 Grafica d< 
problema 24 


En los problemas 25 a 32, determine la amplitud y el periodo 
de la funcion. Trace cuando menos un ciclo de la grafica. 

25. y = 4 sen ttx 

26. y = —5 sen— 

2 

27. y = —3 cos 27 tx 

5 , 

28. y = -cos4x 

29. y = 2 - 4senx 

30. y = 2 — 2 sen ttx 

2x 

31. y = 1 + 

TTX 

32. y = -1 + sen — 

2 
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En los problemas 33 a 42, determine amplitud, periodo y des- 
plazamiento de fase de la funcion. Trace al menos un ciclo de 
la grafica. 



En los problemas 49 y 50, verifique graficamente la identi- 
dad. 

49. cos(x + v) = — cos* 

50. sen(x + 7r) = — sen* 


35. y = cos + — J 

36. y = — 2cos ( 2x 


38. y = 3 sen I 2x + - 


—4 sen — x - - 


42. y = 2 cos I -2vx — I 


= Aplicaciones diversas 

51. Pendulo El desplazamiento angular 6 de un pendulo, 
respecto a la vertical en el momento t segundos, se deter- 
mina con 0(f) = 0 O cos cut, donde 0 O es el desplazamiento 
inicial cuando t = 0 segundos. Vease la FIGURA 9.2.26. Para 
(o = 2 rad/s y 0 O = 7r/10, trace dos ciclos de la funcion 
resultante. 



FIGURA 9.2.26 Pendulo 
del problema 5 1 


En los problemas 43 y 44, escriba la ecuacion de la funcion 
cuya grafica se describe en palabras. 

43. La grafica de y = cos x se estira verticalmente por un 
factor de 3, y a continuacion se desplaza 5 unidades hacia 
abajo. Un ciclo de y = cos x en [0, 27 t] se comprime a [0, 
7t/3] y el ciclo comprimido se desplaza 7t/4 unidades 
horizontalmente hacia la izquierda. 

44. Un ciclo de y = sen x en [0, 277] se estira hasta [0, 877] y a 
continuacion, el ciclo estirado se desplaza 7 t/ 12 unidades 
horizontalmente hacia la derecha. La grafica tambien 
se comprime verticalmente por un factor de y a conti- 
nuacion se refleja en el eje x. 

En los problemas 45 a 48, determine las funciones seno y 
coseno, desplazadas horizontalmente, de manera que cada 
funcion satisfaga las condiciones dadas. Grafique las fun- 
ciones. 

45. Amplitud 3, periodo 2-77/3, desplazada tt/3 unidades hacia 
la derecha. 

46. Amplitud §, periodo 77, desplazada 77/4 unidades hacia la 
izquierda. 

47. Amplitud 0.7, periodo 0.5, desplazada 4 unidades hacia la 
derecha. 

48. Amplitud § , periodo 4, desplazada 1/2-77 unidades hacia la 
izquierda. 


52. Corriente En cierto circuito electrico, la corriente /, en 
amperes, cuando el tiempo es t, en segundos es 

/(f) = 10cos^l2077f + 

Trace dos ciclos de la grafica de / en funcion del tiempo t. 

53. Profundidad del agua La profundidad d del agua, a la 
entrada de un puerto pequeno cuando el tiempo es t, se 
modela con una funcion de la forma 

d(t) = AsenB^t - + C, 

donde A es la mitad de la diferencia entre las profundida- 
des cuando las mareas son altas y bajas; 2tt/B, B > 0, es 
el periodo de la marea y C es la profundidad promedio. 
Suponga que el periodo de la marea es de 12 horas, que 
la profundidad en la pleamar (marea alta) es de 18 pies, y 
que en la bajamar es de 6 pies. Trace dos ciclos de la 
grafica de d. 

54. Temperatura Fahrenheit Suponga que 

T(t) = 50 + 10sen^(r - 8), 

0 ^ t ^ 24 es un modelo matematico de la temperatura 
Fahrenheit a las t horas despues de medianoche, en cierto 
dfa de la semana. 
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a) ( ',Cual es la temperatura a las 8 a.m.? 

b ) [,A cual o cuales horas T (f) = 60? 

c) Trace la grafica de T. 

d) Calcule las temperaturas maxima y minima, y los tiem- 
pos en que se presentan. 


57. /(x) = 1 + (cos 

58. /(x ) = xsenx 


= Para la discusion 


= Problemas para calculadora 


En los problemas 55 a 58, use una calculadora para investigar 
si la funcion es periodica. 


rM = s «(i) 


h. /(■«) 


sen2x 


En los problemas 59 y 60, busque el periodo de la funcion 
dada. 

59. /(x) = sen|xsen2x 

60. f{x) = senfx + cosfx 


| | 9.3 Graficas de otras funciones trigonometrical 


■ Introduccion Se definen cuatro funciones trigonometricas mas, en terminos de recfpro- 
cos y cocientes de las funciones seno y coseno. En esta seccion examinaremos las propieda- 
des y las graficas de estas nuevas funciones. 

Comenzaremos con unas definiciones. 


Definicion 9.3.1 Otras cuatro funciones trigonometricas 

Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante se representan por tan x, cot x, 
sec x y esc x, respectivamente, y se definen como sigue: 


tanx = 


senx 
cosx ’ 


cot* = 


cosx 
senx ’ 


( 1 ) 


( 2 ) 


Observe que las funciones tangente y cotangente se relacionan como sigue: 
cos* 1 1 

senx senx tanx 

cosx 

De acuerdo con las definiciones en (2) y con el resultado anterior, cotx, sec x y esc x se llaman 

funciones recfprocas. 

■ Dominio y contradominio Debido a que las funciones en (1) y (2) son cocientes, el 
dominio de cada funcion consiste en el conjunto de los numeros reales, excepto aquellos 
numeros para los cuales el denominador es cero. Hemos visto en (2), de la seccion 9.2, que 
cos x = 0 cuando x = (2« + l)7r/2, n = 0, ±1, ±2, . . . , y asf 

• el do min io de tan x y de sec x es { x | x + (2 n + n = 0, ±1, ±2, . . . }. 

De igual manera, de acuerdo con (1) de la seccion 9.2, sen x = 0 para x = rnr, n = 0, ±1, 
±2, . . . , por lo que 

• el dominio de cot x y de esc x es { x | x =/= rnr, n = 0, ±1, ±2, . . . }. 


9.3 Graficas de otras funciones trigonometricas 


407 


FIGURA 9.3.1 Signos de las funcio- 
cuatro cuadrantes 


Ya sabemos que los valores de las funciones seno y coseno estan acotados, esto es, que 
| sen x|< 1 y | cos x| < 1 . De acuerdo con estas desigualdades, 


1 1 1 1 1 1 ^ t 

secx = = -j r > 1 

|cosx| COSX 

(3) 

1 1 1 1 1 

|cscx| = = -j r a 1. 

|senx| |senx| 

(4) 


Recuerde que una desigualdad como (3) quiere decir que sec x > 1 , o sec x < — 1. Por con- 
siguiente, el contradominio de la funcion secante es (— °°, — 1] U [1, °°). La desigualdad en 
(4) implica que la funcion cosecante tiene el mismo contradominio (— — 1] U [1, °°). Cuando 
se consideran las graficas de las funciones tangente y cotangente se ve que tienen el mismo 
contradominio: (— °°). 

Si se interpreta a x como un angulo, la FIGURA 9.3.1 ilustra los signos algebraicos de las 
funciones tangente, cotangente, secante y cosecante en cada uno de los cuatro cuadrantes. Se 
verifican con facilidad usando los signos de las funciones seno y coseno que aparecen en la 
figura 9.1.4. 


TABLA 9.3.1 


X 

0 

f 

| 

f 

f 

tanx 

0 

1 

V3 

1 

V3 

- 

cotx 

- 

V3 

1 

1 

V3 

0 

secx 

1 

2 

V3 

V2 

2 

- 

esex 

- 

2 

V2 

2 

V3 

1 


H3E35EXI Regreso al ejemplo 3 de la seccion 9.1 

Determinar tan x, cot x, sec x y esc x para x = —v/6. 

Solucion En el ejemplo 3 de la seccion 9.1 se vio que 

{ Tt\ 77 1 ( 77 \ 77 

se n ^__J = _ sen _ = __ y C0S^--j=C 0 S- = — . 


Por consiguiente, de acuerdo con las definiciones en (1) y (2): 
-1/2 _ 1 ( 77 \ V3/2 


tan -- = 


6/ V3/2 V3’ 


cot I -- ) = _, /2 = -V3, 


Tambien se 


= 1/iani 


La tabla 9.3.1, que resume algunos valores importantes de la tangente, cotangente, secante 
y cosecante, se formo usando los valores de seno y coseno de la seccion 9.3. Un guion en la 
tabla indica que la funcion trigonometrica no esta definida en ese valor de x en particular. 


■ Periodicidad Como las funciones seno y coseno son periodicas cada 277 , cada una de 
las funciones en (1) y en (2) tienen un periodo de 2tt. Pero, de acuerdo con el teorema 9.1.3 
de la seccion 9.1, 

iv) del teorema 9.1 .3 

Veanse tambien los problemas 49 ^ tan (x + 77 ) = — = — = tanx. (5) 

y 50 en los ejercicios 9.2. COS(x + 77) ~COSX 

Hi) del teorema 9.1.3 

Entonces, la expresion (5) implica que tan x y cot x son periodicas, con un periodo p < 77. En 
el caso de la funcion tangente, tan x = 0 solo si sen x = 0; esto es, solo si x = 0, ± 77 , ± 277 y 
asf sucesivamente. Por consiguiente, el numero p positivo menor para el cual tan (x + p) = 
tan x es p = 77. La funcion cotangente tiene el mismo periodo, porque es recfproca de la fun- 
cion tangente. 

Las funciones secante y cosecante son periodicas, con periodo 2tt. Por consiguiente, 
sec (x + 2tt) = sec x y esc (x + 2v) = esc x (6) 

para todo numero real x para el cual esten definidas las funciones. 
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Las funciones tangente y cotangente son periodicas, con periodo 77. Por consiguiente, 
tan (x + tt) = tan* y cot(x ± 7 7 ) = cotx (7) 

para todo numero real x para el cual esten definidas las funciones. 

■ Graficas de y = tan xy y = cot x Los numeros que hacen que los denominadores de tan 
x, cot x, sec x y esc x sean iguales a cero corresponden a asmtotas verticales en sus graficas. 
Por ejemplo, recomendamos al lector que con una calculadora verifique que 


tanx 


como x 


77“ 

y tanx — > 00 como x — > — . 

2 


^ Es un buen momento para repasar 
el recuadro (7) de la seccion 6.6. 


En otras palabras, x = — 77-/2 y x = 7r/2 son asmtotas verticales. La grafica de y = tan x en el 
intervalo (— 77 / 2 , 7t/2), que muestra la FIGURA 9.3.2 es un ciclo de la grafica de y = tan x. 
Aplicando la periodicidad se puede extender el ciclo de la figura 9.3.2 a intervalos adyacen- 
tes de longitud 77, que se ven en la FIGURA 9.3.3. Las intersecciones con el eje x en la grafica 
de la funcion tangente estan en (0, 0), (±7r, 0), (±27T, 0), . . . , y las asmtotas verticales de la 
grafica son x = ±7r/2, ±37t/2, ±57t/2, . . . 

La grafica de y = cot x se parece a la grafica de la funcion tangente, vease la FIGURA 9.3.4. 
En este caso, la grafica de y = cot x en el intervalo (0, tt) es un ciclo de la grafica de y — cot 
x. Las intersecciones con el eje x de la funcion cotangente estan en (±tt/2, 0), (±37t/2 , 0), 
(±57r/2, 0) . . . y las asmtotas verticales de la grafica son x = 0, ±77, ±2 77, ±377, .... 





Note que las graficas de y = tan x y y = cot x son simetricas con respecto al origen, 
porque tan (— x) = —tan x, y cot (— x) = —cot x. 


Teorema 9.3.1 Funciones impares 

La funcion tangente /(x) = tan x y la funcion cotangente g(x) = cotx son funciones impa- 
res tales que 

tan (-x) = -tanx y cot (-x) = —cotx (8) 

para todo numero real x cuyas funciones estan definidas. 


■ Graficas de sec xy esc x Ya se sabe que para y = sec x y y = esc x, | y ] ft 1, por lo que 
no puede haber alguna parte de sus graficas en la faja horizontal — 1 < y < 1 en el piano 
cartesiano. Por consiguiente, las graficas de y — sec x y y = esc x no tienen intersecciones 
con el eje x. Tanto y = sec x como y = esc x tienen el periodo 2v. Las asmtotas verticales de 
la grafica de y = sec x son las mismas que las de y = tan x, es decir, x = ±77/2, ±377/2, 
±577/2, . . . Como y = cos x es una funcion par, tambien lo es y = sec x = 1/cos x. La grafica 
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de y = sec x es simetrica con respecto al eje y. Por otra parte, las asmtotas verticales de la 
grafica de y = esc x son iguales a las de y = cot x, es decir, x = 0, ±77, ±277, ±377, . . . Como 
y = sen x es una funcion impar, tambien lo es y = esc x = 1/sen x. La grafica de y = esc x 
es simetrica con respecto al origen. Un ciclo de la grafica de y = sec x en [0, 277] se extiende 
al intervalo [—277, 0] por la periodicidad (o la simetna con respecto al eje y) en la FIGURA 9.3.5. 
De igual modo, en la FIGURA 9.3.6 se extendio un ciclo de y = esc x en (0, 277) al intervalo 
(—277, 0), por periodicidad (o por simetna con respecto al origen). 




■ Transformaciones y graficas En forma parecida a las graficas de seno y coseno, se 
pueden aplicar transformaciones rfgidas y no rfgidas a las graficas de y = tan x,y = cot x, 
y = sec x y y = esc x. Por ejemplo, una funcion como y = A tan (Bx + C) + D se puede 
analizar como sigue: 



y = Atan ( Bx + C) + D 

t t 

estiramiento/compresion horizontal al cambiar el periodo desplazamiento horizontal 

Si B > 0, entonces el periodo de 

y = Atan (Bx + C) y y = Acot (Bx + C ) es 77 IB, 


( 9 ) 


( 10 ) 


mientras que el periodo de 


y = Asec(Bx + C ) y y = Acsc (Bx + C) es 277/fi. (11) 


las seis funciones trigonometri- 
, solo las funciones seno y 
eno tienen amplitud. 


^ Como se vio en (9), el numero A en cada caso se puede interpretar como un estiramiento o 
una compresion vertical de la grafica. Sin embargo, debe uno tener en cuenta que las funcio- 
nes en (10) y (1 1) no tienen amplitud, porque ninguna de ellas tiene un valor maximo ni uno 
mfnimo. 


H3SSSEB Comparacion de graficas 

Determinar el periodo, las intersecciones con el eje x y las asmtotas verticales de la grafica 
de y = tan 2x. Graficar la funcion en [0, 77]. 

Solucion Si hacemos que B = 2, se ve de (10) que el periodo es 77/2. Como tan 2x = sen 
2x/cos 2x, las intersecciones con el eje x de la grafica estan en las races de sen 2x. De 
acuerdo con (1), de la seccion 9.2, sen 2x = 0 para 

2x = rnr de modo que x = \mr, n = 0, ±1, ±2, . . . 
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Esto es, x = 0, ±7t/2, ±2v/2 = 77 , ±377/2, ±47t/ 2 = 277, y asf sucesivamente. Las inter- 
secciones con el eje x estan en (0, 0), (±77/2, 0), (±77, 0), (±377/2, 0), . . . Las asfntotas 
verticales de la grafica estan en las races de cos 2x. De acuerdo con (2) de la section 9.2, 
los numeros para los que cos 2x = 0 se determinan como sigue: 

2x=(2n±l)y de modo que x = (2n ± l)^, n = 0,±1,±2, . . . 

Esto es, las asfntotas verticales son x = ±77/4, ±377/4, ±577/4, . . . En el intervalo [0, 77], la 
grafica de y = tan 2x tiene tres cruces con el eje y en (0, 0), (77/2, 0) y (77, 0), y dos asfnto- 
tas verticales, x = ir/4 y x = 3 tt/4. En la FIGURA 9.3.7 hemos comparado las graficas de y 
= tan x y y = tan 2x en el mismo intervalo. La grafica de y = tan 2x es una compresion 
horizontal de la grafica de y = tan x. = 



a) y = tan x en [0, n] 


GESSOES Comparacion de graficas 

Comparar un ciclo de las graficas de y = tan x y y = tan (x — 77/4). 

Solucion La grafica de y = tan (x — tt/4) es la de y = tan x desplazada horizontalmente 
77/4 unidades hacia la derecha. La intersection, (0, 0), de la grafica de y = tan x, se despla- 
zan a (77/4, 0) en la grafica de y = tan (x — 77/4). Las asfntotas verticales x = — 77/2 y x = 
77/2 para la grafica de y = tan x estan desplazadas ar= — 7 t/ 4 y x = 3 tt/4 de la grafica de 
y = tan (x - 77/4). En las FIGURAS 9.3.8a) y 9.3.8 b) se ve, respectivamente, que un ciclo de 
la grafica de y = tan x en el intervalo (— 77/2, 77/2) esta desplazado hacia la derecha for- 
mando un ciclo de la grafica de y = tan (x — 77/4) en el intervalo (—77/4, 377/4). 




ti)y = tan 2x en [0, tt] 

FIGURA 9.3.7 Grafica de las funcio- 
nes del ejemplo 2 


a) Ciclo de y = tan x h) Ciclo de v = tan {x 

en {-nil, nil) en (_ m , 3 tt/4 ) 

FIGURA 9.3.8 Grafica de las funciones en el ejemplo 3 


Como hicimos en el analisis de las graficas de y = A sen ( Bx + C) y y = A cos ( Bx ± C), 
se puede determinar la cantidad de desplazamiento horizontal de graficas de funciones como 
y = A tan (Bx ± C) y y = A sec (Bx ± C), sacando el numero B > 0 como factor comun de 
Bx ± C. 


Dos desplazamientos y dos compresiones 

Graficary = 2 — |sec (3x — 77/2). 

Solucion Descompondremos el analisis de la grafica en cuatro partes, que seran por 
transformaciones. 
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a) Compresion horizontal b) Compresion vertical c) Traslacion horizontal d) Traslacion vertical 

y reflexion en el eje x 

FIGURA 9.3.9 Grafica de la funcion del ejemplo 5 


t) Un ciclo de la grafica de y = sec x sucede en [0, 2-n-]. Como el periodo de y = sec 3x 
es 2-77/3, un ciclo de su grafica ocupa el intervalo [0, 27 t/ 3], En otras palabras, la 
grafica de y = sec 3x es una compresion horizontal de la grafica de y = sec x. Como 
sec 3x = 1/cos 3x, las asmtotas verticales estan en las raices de cos 3x. De acuerdo 
con la seccion 9.2, se ve que 


3x=(2n + lY oseaque x = (2n + l)^, n = 0,±1,±2, . . . 

2 6 

La FIGURA 9.3.9a) muestra dos ciclos de la grafica de y = sec 3x; un ciclo en [— 2ir/3, 0] y 
otro en [0, 2-77/3]. Dentro de esos intervalos, las asmtotas verticales son x = —v/2, x = 
-77/6, x = 77/6 y x = it 12. 

ii ) La grafica de y = — |sec3x es la de y = sec 3x comprimida verticalmente por un 
factor de 3, y despues reflejada en el eje x. Vease la figura 9.3.9 b). 

iii ) Se saca a 3 como factor comun de 3x — 77/2, y se ve en 

y = -|sec^3x - y') = — |sec3^x - 

que la grafica de y = — ] sec ( 3 x — 77/2) es la de y = — |sec 3 x, desplazada 77/6 
unidades hacia la derecha. Si se desplazan los dos intervalos, [— 27 t/ 3 , 0 ] y [ 0 , 277 / 3 ], 
en la figura 9 . 3.9 b), 77/6 unidades hacia la derecha, se ve en la figura 9 . 3 . 9 c) que hay 
dos ciclos de y = — ]sec ( 3 x — 77/2) en los intervalos [—77/2, 77/6] y [77/6, 577/6]. 
Las asmtotas verticales x = —77/2, x = — 77/6, x = 77/6 y x = 77/2 que se ven en la 
figura 9 . 3 . 9 b) estan desplazadas ax = —ir/ 3 , x = 0 , x = tt /3 y x = 2 tt! 3 . Observe 
que la interseccion con el eje y en ( 0 , —3) de la figura 9 . 3 . 9 b) ahora se mueve a 
(77/6, -5) en la figura 9 . 3 . 9 c). 

tv) Por ultimo se obtiene la grafica y = 2 — f sec (3x — 77/2) de la figura 9.3.9 d) 
desplazando la grafica de y = sec (3x — 77/2) en la figura 9.3.9c), dos unidades 
hacia arriba. = 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-23. 


En los problemas 1 y 2 llene la tabla respectiva. 




En los problemas 3 a 18 determine el valor indicado sin usar En los problemas 19 a 22 use la information para determinar 
una calculadora. los valores de las cinco funciones trigonometricas restantes. 


5. tan — 

2 

6. sec 777 



'0. lan(-f) 


19. tanx = -2, rr/2 < x < 77 

20. COtX = 5,77 < X < 377/2 

21. cscx = 1,0 < x < 77/2 

22. secx = -5,77/2 < x < 77 

23. Si 3 cos x = sen x, determine todos los valores de tan x, 
cot x, sec x y esc x. 

24. Si esc x = sec x, determine todos los valores de tan x, cot x, 
sen x y cos x. 


En los problemas 25 a 32 determine el periodo, las intersec- 
ciones con el eje x y las asmtotas verticales de la funcion. 
Trace al menos un ciclo de la grafica. 

25. y = tan 77 x 

26. y = tan 

2 

27. y = cot 2x 


13. CSC 577 
2977 


(§-t) 


30. y = —cot I x - - 


16. tan 405° 


31. y = -1 + cot 77 x 


17. esc 495° 

18. cot (-720°) 


32. 
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En los problemas 33 a 40 determine el periodo y las asmtotas 
verticales de la funcion. Trace al menos un ciclo de la gra- 
fica. 

33. y = -secx 

„ 7 TX 

34. y = 2sec— 

35. y = 3 esc 7T x 

36. y = — 2csc— 

37. y = sec ^3x - 

38. y = esc (4x + ir) 

39. y = 3 + esc ^2x + 

40. y ■- — 1 + sec (x + 2tt) 

En los problemas 41 y 42, use las graficas de y = tan x y 
y = sec x para determinar los numeros Ay C para los cuales 
la igualdad indicada es cierta. 


41. cotx = A tan (x + C) 

42. esc x = A sec (x + C) 

= Para la discusion 

43. Ponga la calculadora en modo radian y compare los valo- 
res de tan 1 .57 y tan 1 .58. Explique la diferencia entre esos 
valores. 

44. Use una calculadora en modo radian y compare los valores 
de cot 3.14 y cot 3.15. 

45. /,Puede ser 9 esc x = 1 para algun numero real x? 

46. ^Puede ser 7 + 10 sec x = 0 para algun numero real x? 

47. ^Para cuales numeros reales x se cumple a) sen x < esc x? 
b) sen x < esc x? 

48. ( : ,Para cuales numeros reales x se cumple a) sec x < cos x? 
b) sec x < cos x? 

49. Describa, y despues trace, las graficas de y = | sec x | y 
y = | esc x |. 

50. Use la definicion 5.2.1 para comprobar el teorema 9.3.1, 
es decir, que fix) = tan x y g(x) = cot x son funciones 
impares. 


j | 9.4 Identidades especiales 


■ Introduccion En esta seccion examinaremos identidades trigonometricas. Una identidad 
trigonometrica es una ecuacion o formula donde intervienen funciones trigonometricas, que 
es valida para todos los angulos o numeros reales para los cuales estan definidos ambos lados 
de la igualdad. Hay numerosas identidades trigonometricas, pero solo se demostraran las que 
tienen una importancia especial en los cursos de matematicas y de ciencias. 

Las formulas que se deducen en la descripcion que sigue se aplican a un numero real x 
y tambien a un angulo x expresado en grados o en radianes. 

■ Identidades pitagoricas En la seccion 8.2 y 8.4 vimos que el seno y coseno estan rela- 
cionados por la identidad basica sen 2 x + cos 2 x = 1. En la seccion 8.4 vimos que al dividir 
a su vez estas identidades entre cos 2 x y luego entre sen 2 x, obtenemos dos identidades mas, 
una relacionada con tan 2 x al sec 2 x y la otra con cot 2 x al csc 2 x. Estas identidades pitagori- 
cas son tan fundamentales para la trigonometna que las trataremos otra vez para referencias 
futuras. 


Teorema 9.4.1 Identidades pitagoricas 

Si x es un numero real para el que estan definidas las funciones, 


sen 2 x + cos 2 x = 1, 

(1) 

1 + tan 2 x = sec 2 x. 

(2) 

1 + cot 2 x = csc 2 x. 

(3) 


■ Sustituciones trigonometricas En calculo, con frecuencia es util usar sustitucion trigo- 
nometrica para cambiar la forma de ciertas expresiones algebraicas donde intervienen radi- 


414 


CAPITULO 9 Trigonometna del circulo unitario 


cales. En general, eso se hace aplicando las identidades pitagoricas. El ejemplo que sigue 
ilustra la tecnica. 


^EEEEEIl Replanteo de un radical 

Transformar \/ a 1 — x 1 en una expresion trigonometrica que no tenga radicales, mediante 
la sustitucion x = a sen 0, a > 0 y —v/2 < 0 < 77-/2. 

Solucion Si x = a sen 0, entonces 



Ya que a > 0 y cos 0^0 para — 7t/2 < 0 < it 12, el radical original es igual que 


■ Formulas de suma y diferencia Las formulas de suma y diferencia de las funciones 
coseno y seno son identidades que reducen cos (xj + x 2 ), cos (xj — x 2 ), sen (x, + x 2 ) 
y sen (x, — x^ a expresiones que contienen cos x b cos x 2 , sen x t y sen x 2 . Aquf deduciremos 
primero la formula de cos (X| — x 2 ), y despues usaremos el resultado para obtener las 
demas. 

Por comodidad, supongamos que x, y x 2 representan angulos expresados en radianes. 
Como se ve en la FIGURA 9.4.1a), sea d la distancia entre P(x l ) y P(x 2 ). Si se coloca al angulo 
Xi — x 2 en posicion normal, como se ve en la figura 9.4.10), entonces d tambien es la distan- 
cia entre P(x x — x 2 ) y P{ 0). Al igualar los cuadrados de esas distancias se obtienen 

(cosxj - cosx 2 ) 2 + (senx! - senx 2 ) 2 = (cos(x! - x 2 ) - l) 2 + sen 2 (x! - x 2 ) 
o sea cos 2 x 1 — 2 cosxj cosx 2 + cos 2 x 2 + sen 2 X! — 2 senx! senx 2 + sen 2 x 2 
= cos 2 (x! - x 2 ) - 2cos(x! - x 2 ) + 1 + sen 2 (x! - x 2 ). 



i W; ' "l Sa 1 ' — )IL*»x 

P(0) = (1,0) 

a) b ) 

FIGURA 9.4.1 La diferencia de dos angulos 


En vista de la identidad (1), 

cos 2 X! + sen 2 Xj = 1, cos 2 x 2 + sen 2 x 2 = 1, cos 2 (xi — x 2 ) + sen 2 (x! — x 2 ) = 1, 
por lo que la ecuacion anterior se simplifica a 

cos(x! — x 2 ) = cosxj cosx 2 + senx t senx 2 . 
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Este ultimo resultado se puede poner en accion de inmediato, para determinar el coseno de 
la suma de dos angulos. Como x\ + x 2 se pueden expresar como la diferencia X\ — (— x 2 ), 

cos (xj + x 2 ) = cos (x! — (— x 2 )) 

= cos X!Cos(— x 2 ) + senx! sen (— x 2 ). 

De acuerdo con las identidades par-impar, cos (— x 2 ) = cos x 2 , y sen (— x 2 ) = —sen x 2 ; enton- 
ces, el ultimo renglon es lo mismo que 

cos (x! + x 2 ) = cosx! cosx 2 — senx! senx 2 . 

Los dos resultados que acabamos de obtener se resumen a continuation. 


Teorema 9.4.2 Formulas de suma y diferencia del coseno 

Para todos los numeros reales X\ y x 2 , 


cos(x! + x 2 ) = cosx!Cosx 2 - senx!senx 2 , 

(4) 

cos (x! - x 2 ) = cosx! cos x 2 + senx!senx 2 . 

(5) 


M3E3HE0 Coseno de una suma 

Evaluar cos (77 t/ 12). 

Solution No hay forma de evaluar cos (7 77/ 12) directamente. Sin embargo, observese 
que 


— radianes = 105° = 60° + 45° = 1 . 

12 3 4 

Como 777/12 radianes es un angulo del segundo cuadrante, el valor de cos (777/12) es 
negativo. A1 seguir, la formula de la suma (4) da como resultado 


,s (f + l)" cos f c 


_iy2_yiv5_y2 

2 2 2 2 4 


Si \f 2 \fl) = V6, este resultado tambiense puede escribir como cos (777/12) = (V^2 — 
V6)/4. Como V6 > V2, se ve que cos(777/12) < 0, como era de esperarse. = 


Para obtener las identidades correspondientes de suma o diferencia de la funcion seno, 
usaremos dos identidades: 

cos ^x — = senx y sen ^x — = —cosx. (6) 

Estas identidades fueron descubiertas en la seccion 8.2, al desplazar las graficas de seno y 
coseno. Sin embargo, los dos resultados en (6) se pueden demostrar ahora, usando (5): 
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cosl x I = cosxcos b senxsen — = cosx-0 + sen*- 1 = sen* 

V 2 ) 2 2 


Con esto se demuestra la primera 
ecuacion en (6). 



^ Con esto se demuestra la segunda 
ecuacion en (6). 


= cos — cos ( x ) + sen — sen 

2 \2 ) 2 




Ahora bien, de acuerdo con la primera ecuacion de (6), el seno de la suma X\ + x 2 se 
puede escribir en la forma 


= cosxjsenxj — senx^ — cosx 2 ). <-por(6) 

Este ultimo renglon se escribe, por tradicion, en la siguiente forma: 
sen(xj + x 2 ) = 860X^08X2 + cosx^enx^. 

Para obtener la diferencia x, — x 2 , de nuevo aplicaremos cos (— x 2 ) = cos x 2 y sen (— x 2 ) = 
— senx 2 : 

sen(x! - x 2 ) = sen(x! + (-x 2 )) = senxjcos (-x 2 ) + cosx^en (-x 2 ) 

= senx!Cosx 2 — cosx 1 senx 2 . 

Teorema 9.4.3 Formulas de suma y diferencia del seno 

Para todos los numeros reales X\ y x 2 , 


M2H232EJJ Seno de una suma 

Evaluar sen (7 tt/12). 

Solucion Procederemos como en el ejemplo 2, pero usaremos la formula (7) de la 
suma: 



cos(x! + x 2 ) = cosxjcosxj — senxjsenx; 
cos(x! — x 2 ) = cosx!Cosx 2 + senx^enx; 


(7) 

( 8 ) 


esto es (7) del teorema 9.4.3 


sen 
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Comoenelejemplo2,elresultadosepuedeexpresarcomosen(7-7r/12) = (V2 + V6)/4. 


Como ya se conoce el valor de cos (77 t/ 12) por el ejemplo 2, tambien se puede calcular 
el valor de sen (77 t/ 1 2) aplicando la identidad pitagorica (1): 


Se despeja sen (7-77/12) y se toma la rafz cuadrada positiva: 


iW 1- 

1 4 + 2y/l _ V2 + \/3 

~~ V 8 2 


(9) 


Aunque el numero en (9) no se parece al resultado que se obtuvo en el ejemplo 3, los valores 
son iguales. Vea el problema 62 en los ejercicios 9.4. 

Tambien hay formulas de suma y diferencia de la funcion tangente. Se puede deducir la 
formula de la suma con las formulas de suma del seno y el coseno, como sigue: 


tan(xj + x 2 ) = 


sen(x! + x 2 ) 
cos(xj + x 2 ) 


senx!Cosx 2 + cosx!senx 2 
cosxjCosx 2 — sen x, sen x 2 ' 


( 10 ) 


Ahora dividiremos numerador y denominador entre (10) entre cos X\ cos x 2 (suponiendo que 
X\ y x 2 son tales que cos X\ cos x 2 A 0), 


tan(x 1 + x 2 ) = 


sen x, cos a: 2 
COS^! COSX 2 

cosx : cos x 2 
COS*! cosx 2 


cosxl senx 2 
cos*! cosx 2 
senx, sen jc 2 

cos^! cos x 2 


tan x 1 + tan x 2 

1 — tanx^nx 


(ID 


La deduccion de la formula de la diferencia de tan (x.\ — x 2 ) se hace en forma parecida. 
Los dos resultados se resumen a continuacion. 


Teorema 9.4.4 Formulas de suma y diferencia de la tangente 


Para numeros reales x 1 y x 2 para los cuales estan definidas las funciones, 
tanjq + tanx 2 
1 — tanx!tanx 2 ’ 
tanx, — tanx 2 
1 + tanx!tanx 2 


tan(xj + x 2 ) = 
tan(x ; - x 2 ) = 


( 12 ) 

(13) 


Tangente de una suma 

Evaluar tan(7r/12). 

Solucion Si consideramos que 77/12 es un angulo en radianes, entonces 

— radianes = 15° = 45° — 30° = — — — radianes. 

12 4 6 
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En consecuencia de la formula (13): 


ss (13) del teorema 9.4.4 


Urn— - tan^- 

1 - 
1 + 1 


tan tan — 


1 + tan— tan — 


V3 V3 - 1 

= 1 respuesta pero se 

1 V3 + 1 puede simplificar la expresion 


racionaliza el denominador 


V3 

V3 - 1 V3 - 1 
V3 + 1 V3 - 1 
(V3- l) 2 _ 4-2V3 2(2 - V3) 

2 “ 2 “ 2 


= 2 - V3. 


El lector debe resolver este ejem- 
plo usando tr/12 = 7t/3 — 7t/4 
para ver que el resultado es el 
mismo. 


Hablando con propiedad, en realidad no necesitamos las identidades de tan (xj ± x 2 ), 
porque siempre se pueden determinar sen (xj ± x 2 ) y cos (xi ± x 2 ) aplicando las formulas 
(4) a (8) y a continuacion siguiendo como en (10), esto es, formar el cociente de sen (x| ± x 2 )/ 
cos (xi± x 2 ). 


■ Formulas de angulo doble Se pueden deducir muchas y utiles formulas trigonometricas 
a partir de las formulas de suma y diferencia. Las formulas de angulo doble expresan el 
coseno y el seno de 2x en funcion del coseno y el seno de x. 

Si se igualan x, = x 2 = x en (4), y se usa cos (x + x) = cos 2x, entonces 

cos2x = cos x cos x — sen x sen x = cos 2 x — sen 2 x. 

De igual forma, igualando X| = x 2 = x en (7), y usando sen (x + x) = sen 2x, 



sen2x = senxcosx + cosxsenx = 2senxcosx. 
Resumiremos estos dos ultimos resultados. 


Teorema 9.4.5 Formulas del coseno y seno de angulo doble 

Para todo numero real x, 


cos2x = cos 2 x — sen 2 x, 

(14) 

sen2x = 2senxcosx. 

(15) 


H3HSI3EB Uso de las formulas de angulo doble 

Si sen x = - J y 77 < x < 3v/2, determinar los valores exactos de cos 2x y sen 2x. 

Solucion Primero se calcula cos x aplicando sen 2 x + cos 2 x = 1. Como it <x< 3v/2, 
cos x < 0 y entonces se escoge la rafz cuadrada negativa: 
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De la formula (14), de angulo doble, 



15 _ J_ _ 14 _ 7 

16 16 _ 16 _ 8 ' 


Por ultimo, de acuerdo con la formula (15) de angulo doble, 


sen2x = 2senxcosx = 21 — 




Ms 

I 


La formula (14) tiene dos formas altemativas utiles. De acuerdo con (1), se sabe que sen 2 * 
= 1 — cos 2 x. Sustituyendo esta expresion en (14) se obtiene cos 2x = cos 2 x — (1 — cos 2 x), 
es decir 

cos2x = 2cos 2 x - 1. 06) 

Por otra parte, si en (14) se sustituye cos 2 x = 1 — sen 2 x, se llega a 

cos2x = 1 — 2sen z x. 07) 


■ Formulas de mitad de angulo Las formas altemativas (16) y (17) de la formula de angulo 
doble (14) son el origen de dos formulas de mitad de angulo. A1 despejar cos 2 x y sen 2 x de 
(16) y (17) se obtienen, respectivamente, 

cos 2 x = — (l + cos2x) y sen 2 x = — (l — cos2x). (18) 

El sfmbolo x en (18) se sustituye con x/2, y usando 2(x/2) = x, se obtienen las formulas 
siguientes. 


Teorema 9.4.6 Formulas de mitad de angulo del coseno y el seno 

Para todo numero real x, 


,x 1 , 

COS — = -(1 + cosx), 

09) 

,x 1 , 

sen — = -(1 - cosx), 

(20) 


B ” " 1 Aplicacion de las formulas de mitad de angulo 

Determinar los valores exactos de cos (57 t/ 8) y sen (57 t/8). 

Solucion Si hacemos que x = 5-77/4, entonces x/2 = 577/8, y las formulas (19) y (20) dan, 
respectivamente, 


y 



sen 2 



2-V2 

4 

2+V2 

4 
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Como 5 7t/8 radianes es un angulo del segundo cuadrante, cos(57t/8) < 0 y sen(5ir/8) > 
0. En consecuencia se toma la rafz cuadrada negativa como valor del coseno, 


/ 577 \ / 2 - V 2 Vl - V5 

C 0 S ItJ - V 4 “ 2 ! 

y la rafz cuadrada positiva como valor del seno 

/ 577 \ I2 + V2 V2 + V2 

Sen V 8 J _ V 4 ~~ 2 


Notas de/ aula 


i) iSe deben memorizar todas las identidades que se presentaron en esta seccion? Preguntelo 
a su profesor, pero en opinion de los autores, cuando menos deberfa memorizar las for- 
mulas (1) a (8), (14), (15) y las dos formulas en (18). 

ii ) Cuando se inscriba en un curso de calculo, examine el tftulo de su libro de texto. Si en 
su tftulo tiene las palabras Trascendentes tempranas, casi de inmediato entraran en action 
sus conocimientos de las graficas y propiedades de las funciones trigonometricas. 

iii) Como se describio en las secciones 2.9 y 3.7, los temas principales de estudio en el 
calculo son derivadas e integrates de funciones. Las identidades de suma (4) y (7) se usan 
para determinar las derivadas de sen x y cos x, vea la seccion 4. 1 1 . Las identidades tienen 
utilidad especial en el calculo integral. Reemplazar un radical por una funcion trigonome- 
trica, como se ilustra en el ejemplo 1 de esta seccion, es una tecnica normal para evaluar 
algunos tipos de integrales. Tambien, para evaluar integrates de cos 2 x y sen 2 x se usarfan 
las formulas de mitad de angulo, en la forma que se presenta en (18): 



cos 2 x = j(l + cos2x) y sen 2 x = |(l - cos2x). 


En algun momenta de sus estudios de calculo integral se le pedira evaluar integrales de 
productos como 


sen2xsen5x y sen 10xcos4x. 

Una forma de hacerlo es usar las formulas de suma o diferencia para formar una identidad 
que convierta esos productos ya sea en una suma de senos o en una suma de cosenos. Vea 
los problemas 66 a 70 en los ejercicios 7.4. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-24. 


En los problemas 1 

a 8 proceda como 

en el ejemplo 1 y for- 

5. 

X 

x = 3sen0, 

-tt/2 < 0 < tt/2 

mule la expresion como expresion trigonometrica sin radica- 
les. haciendo la sustitucion indicada. Sunonea aue a > 0. 

V9 - x 2 ’ 




6. 

Vx 2 - 3 

x = V3sec0, 

0 < 0 < tt/2 

1. \/a 2 — x 2 . 

x = acosQ, 

0 < 0 < 7 T 

x 2 ’ 

2 m \/a 2 + x 2 . 

x = atanO, 

-tt/2 <0 <tt/2 

7. 

1 

x = V7tan0, 

-tt/2 < 0 < tt/2 

3 v^v 

x = a seed, 

0 < 0 < tt/2 

Vl + x 2 ’ 


8. 

V5^V 

x = V5cos0, 

b 

VI 

qs 

1 

O 

4. Vl6 - 25 x 2 , 

x = jsend, 

VI 

VI 

1= 

X 
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En los problemas 9 a 30, use una formula de suma o diferen- 
cia para determinar el valor exacto de la expresion indicada. 


33. 1 - 2 sen 2 — 


2cos 2 —x - 1 


10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 


S6n 12 
sen 75° 
cos 75° 
Itt 

sen- 

1177 


Itt 

tan l2 

cos 165° 
sen 165° 
tan 165° 
cos 195° 
sen 195° 
tan 195° 
cos 345° 
sen 345° 
137T 


1777 


En los problemas 31 a 34, use una formula de angulo doble 
para escribir la expresion dada como una sola funcion trigo- 
nometrica del doble del angulo. 

31. 2 cos /3 sen / 3 

32. cos 2 2f - sen 2 2f 


En los problemas 35 a 40, use la informacion presentada para 
determinar a ) cos 2x, b ) sen 2x y c) tan 2x. 

35. senx = V2/3, 77/2 < X < 77 

36. cos x = V3/5, 377/2 < x < 277 

37. tan x = 77 < x < 3t7/2 

38. esc x = -3, 77 < x < 377/2 

39. sec x = — y, tt/2 < x < 77 

40. cot x = f , 0 < x < 77/2 

En los problemas 41 a 48, use la formula de mitad de angulo 
para determinar el valor exacto de la expresion dada. 

41. cos (77/12) 

42. sen (77/8) 

43. sen (377/8) 

44. tan (77/12) 

45. cos 67.5° 

46. sen 15° 

47. esc (1377/12) 

48. sec (-377/8) 


En los problemas 49 a 54 use la informacion indicada para 
determinar a) cos(x/2), b) sen(x/2) y c ) tan(x/2). 

49. sen t = \ f, 77/2 < t < 77 

50. cos t = 5, 377/2 < t <2 tt 


51. tan x = 2, 77 < x < 3 t7/2 

52. esc x = 9, 0° < x < 77/2 

53. sec x = §, 0° < x < 90° 

54. cotx=-|, 90° < x < 180° 

55. Si P(x|) y P(x 2 ) son puntos del cuadrante II en el lado ter- 
minal de los angulos X\ y x 2 , respectivamente, y 
cosx, = — 3 y senx 2 = 5, determine a) sen (xi + x 2 ), b) 
cos (xi + x 2 ), c) sen (xi — x 2 ) y d) cos (xi - x 2 ). 


56. Si x l es un angulo del cuadrante II, x 2 es un angulo del 
cuadrante III, senx [ = yy y tan x 2 = |, determine a) sen (xy 
+ x 2 ), b) sen (x, - x 2 ), c) cos (x, + x 2 ) y d) cos (x, - x 2 ). 


= Aplicaciones diversas 

57. NumerodeMach Larelaciondelavelocidaddeunavion 
con la velocidad del sonido se llama numero de Mach, M, 
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del avion. Si M > 1, el avion produce ondas sonoras que 
forman un cono (en movimiento), como se ve en la FIGURA 
9.4.2. Un estampido sonico se oye en la intersection del 
cono con el suelo. Si el angulo del vertice del cono es 0, 
entonces 


59. Area de un triangulo Demuestre que el area de un trian- 
gulo isosceles, con lados iguales de longitud x, es 

A = ^x 2 sen0, 


Si 0 = 77/6, calcule el valor exacto del numero de Mach. 



FIGURA 9.4.2 Avion del problema 57 


58. Ramificacion cardiovascular Un modelo matematico 
del flujo de la sangre en un vaso sangumeo grande indica 
que los valores optimos de los angulos 0, y 0 2 , que repre- 
sentan los angulos (positivos) de las ramas menores (vasos) 
con respecto al eje del conducto inicial, se determinan 
con 


An + A I — A 2 


Al — A\ + A\ 
2 A 0 A 2 ’ 


donde A 0 es el area transversal del conducto inicial y A | y 
A 2 son las areas transversales de las ramas. Vease la FIGURA 
9.4.3. Sea 0 = Oi + 0 2 el angulo de ramificacion, como se 
indica en la figura. 
a) Demuestre que 


COS 0 = 


A 2 0 - A? — A\ 
2 AjA 2 ' 


b) Demuestre que, para los valores optimos de 0\ y 0 2 , el 
area transversal de las ramas, A l + A 2 , es mayor o 
igual que la del vaso inicial. Por consiguiente, el flujo 
de la sangre debe desacelerarse en las ramas. 



donde 6 es el angulo que forman los dos lados iguales. 
Vease la FIGURA 9.4.4. [Pista: tenga en cuenta a 0/2, como 
se ve en la figura]. 



FIGURA 9.4.4 Triangulo 
isosceles del problema 59 


60. Alcancedeunproyectil Siunproyectil, como por ejemplo 
una bala de atletismo, se lanza hacia arriba desde una altura 
h, en direction que hace angulo r/> con una velocidad v 0 , el 
alcance R hasta donde llega al suelo se determina con 

R = ° ° ^ (sen 4> + Vsen 2 (f> + (2gh/vl)), 

donde g es la aceleracion de la gravedad. Vease la FIGURA 
9.4.5. Se puede demostrar que el alcance maximo, // m4x , se 
logra si el angulo </> satisface la ecuacion 


cos 2 cf) = 


gh 

Vo + gh' 


Demuestre que 


^max 


VqVvq + 2gh 
g 


usando las ecuaciones para R y cos 20, y las formulas de 
medio angulo de seno y coseno, con t = 20. 



FIGURA 9.4.5 Proyectil del problema 60 
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= Para la discusion 

61 . Explique por que es de esperar que su calculadora muestre 
un mensaje de error cuando se trata de evaluar 

tan35° + tan55° 

1 - tan35° tan55° 


Itt V 2 + V6 

62. En el ejemplo 3 se demostro que sen — = . 


Siguiendo el ejemplo, despues se demostro que sen — = 

y / 2 + \/3 


. Demuestre que estos resultados son equiva- 


. Explique como se podria expresar sen 3 6 en funcion de 
sen 6. Ejecute sus ideas. 

. En el problema 55, ^en que cuadrante estan P(x\ + x 2 ) y 

P(Xi-X 2 )? 


65. En el problema 56 ^en que cuadrante esta el lado terminal 
de X\ + x 2 ? i,Y el lado terminal de X\ — x 2 ? 

66. Use las formulas de suma o diferencia (4), (5), (7) y (8) para 
deducir las formulas de producto a suma: 

sen*! senx 2 = j[cos(x 1 - x 2 ) - cos(xj + x 2 )] 
cosx! cos x 2 = i[cos(x 1 — x 2 ) + cos(xj + x 2 )] 
sen XiCosx 2 = 2 [sen(x! + x 2 ) + sen(x! 


En los problemas 67 a 70 use una formula de producto a 
suma como las del problema 66 para expresar el producto 
indicado como una suma de senos o una suma de cosenos. 

67. cos 4 6 cos 30 

3 1 t 

68. sen — cos— 

2 2 


69. sen 2x sen 5x 

70. sen lOx sen 4x 


En los problemas 71 y 72 use una de las formulas del 
problema 66 para hallar el problema exacto de la expresion 
dada. 

71. sen 15° sen 45° 

72. sen 75° cos 15° 

73. Demuestre la formula del doble angulo para la funcion 
tangente: 


tan2x = 


2tanx 
1 - tanV 


74. Demuestre la formula de mitad de angulo para la funcion 
tangente: 


,x 1 - cosx 

tan 2 - = ■ . 

2 1 + cosx 


En los problemas 75 y 76, pruebe las formulas altemativas de 
mitad de angulo para la funcion tangente. [Pista: en el pro- 
blema 75, multiplique el numerador y el denominador de 

sen (x/2) ^ ^ sen ( x / 2 ) y despues examine (15) y (20)]. 

cos (x/2) 


75. 


1 — cosx 
senx 


76. 


senx 
1 + cosx 


77. Explique: ( ',por que las formulas de los problemas 75 y 76 
son mas utiles que la formula del problema 74? 


j | 9.5 Funciones trigonometricas inversas 

■ Introduccion Aunque se pueden calcular los valores de las funciones trigonometricas de 
numeros reales o de angulos, en muchas aplicaciones se debe hacer la inversa: dado el valor 
de una funcion trigonometrica, determinar un angulo o numero correspondiente. Eso parece 
indicar que se deben usar funciones trigonometricas inversas. Antes de definir esas funciones, 

^ vamos a recordar de la section 5.6 algunas de las propiedades de una funcion uno a uno y su 
a uno si toda y en su contradomi- • r - 1 

inversa f . 

mo corresponde exactamente a una 
x en su dominio. 

■ Propiedades de las funciones inversas Si y = f(x) es una funcion uno a uno, hay enton- 
ces una funcion inversa unica ,/ _1 , con las propiedades correspondientes: 
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• El dominio de/ -1 = contradominio de/. 

• El contradominio de/ -1 = dominio de/. 

• y = f{x) equivale a x = / -1 (y). 

• Las graficas de/y/ -1 son reflexiones en la recta y — x. 

• f(f~ '(jc)) = x para toda x en el dominio de/ -1 . 

• / -l (/(*)) = x para jc en el dominio de/. 

V | | w 

A1 revisar las graficas de las diversas funciones trigonometricas se ve con claridad que ninguna 

de esas funciones es uno a uno. En la seccion 5.6 describimos que si una funcion / no es ^ ca el ejemplo 7 en la section 5.6. 
uno a uno, se podra restringir la funcion a una parte de su dominio donde sf sea uno a uno. 

Entonces, se puede definir una inversa de/en ese dominio restringido. En el caso normal, 
cuando se restringe el dominio, uno se asegura de conservar todo el contradominio de la 
funcion original. 

■ Funcion arco seno En la FIGURA 9.5.1a) se ve que la funcion y = sen x en el intervalo 
cerrado [— 7 t/ 2, ir/2] asume todos los valores en su contradominio [—1, 1], Observe que toda 
recta horizontal que se trace para cruzar la parte roja de la grafica lo puede hacer cuando 
mucho una vez. Asf, la funcion seno en este dominio restringido es uno-a-uno y tiene una 
inversa. Para representar la inversa de la funcion que se ve en la figura 9.5.1b) se usan nor- 
malmente dos notaciones: 


FIGURA 9.5.1 Restriction del dominio de y = sen x para obtener una funcion uno-a-uno 

En la FIGURA 9.5.2a) se ha reflejado una parte de la grafica de y = sen x en el intervalo 
[— W2, 7 t/ 2] (la grafica roja en la figura 9.5.1b) en la recta y = x para obtener la grafica de 
y = arcsen x (en azul). Para mayor claridad, hemos reproducido esta grafica en azul en la 
figura 9.5.2b). Como indica esta curva, el dominio de la funcion arco seno es [—1, 1] y el 
contradominio es [— 7r/2, 7 t/2], 


arcsen x o sen 1 x, 

y se leen arco seno de x y seno inverso de jc, respectivamente. 



a ) No es funcion uno-a-uno 


b) Sf es funcion uno-a-uno 



arcsen x 


FIGURA 9.5.2 La grafica de 


a) 


y = arcsen x es la curva azul 


9.5 Funciones trigonometricas inversas 
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Definicion 9,5.1 Funcion arco seno 

La funcion arco seno, o funcion seno inverso, se define por 

y = arcsenx si y solo si x = seny, (1) 

donde -1 <j;< 1 y -77-/2 < y ££ 77/2. 


En otras palabras: 

El arco seno del numero x es aquel numero y (o angulo expresado en radianes) entre 

—77-/2 y 7t/2 cuyo seno es x. 

A1 usar la notacion sen 1 x es importante tener en cuenta que “—1” no es un exponente; 
mas bien representa una funcion in versa. La notacion arcsen x tiene la ventaja sobre la nota- 
cion sen 1 x de que no hay “— 1” y en consecuencia no da pie a malas interpretaciones; es 
mas, el prefijo “arco” se refiere a un angulo, el angulo cuyo seno es x. Pero como y = arcsen 
xyy= sen -1 x se usan en forma indistinta en calculo y en sus aplicaciones, continuaremos 
altemando su uso, para que el lector se sienta comodo con ambas notaciones. 


^OEESEIl Evaluacion de la funcion seno inverso 

Determinara) arcsen^, b) sen _1 ( — |) y c) sen _1 ( — l). 

Solucion 

a) Si se hace que y = arcsen^, entonces, de acuerdo con (1), se debe encontrar el nu- 
mero y (o el angulo en radianes) que satisfaga seny = §, y tambien — 7t/ 2 < y < 77-/2. 
Ya que sen (77/6) = 5, y 77/6 satisface la desigualdad — 7 t/ 2 < y < 77/2, entonces 
y = 77/6. 

b) Si se hace que y = sen _1 (- 5), entonces seny = Como se debe escoger a y tal 
que -77/2 < y < 77/2, se ve que y = -77/6. 

c) Si y = sen^— 1), entonces sen y = -1 y —77/2 <y< 77/2. Por consiguiente, 

y = -77/2. = 

► En los incisos b) y c) del ejemplo 1 se tuvo cuidado de escoger a y tal que —77/2 

77/2. Por ejemplo, es un error frecuente pensar que como sen (377/2) = —1, entonces por 
necesidad sen - *(— 1) se puede suponer que es 3tt/2. Recuerde: si y = sen 'x, entonces y esta 
sujeta a la restriccion —77/2 <y< 77/2, y 377/2 no satisface esta desigualdad. 


Precaucidn: 
(se«)- = ^. 



FIGURA 9.5.3 Angulo t = sen 1 \ 
del ejemplo 2 


MEEuSIsO Evaluacion de una composicion 

Sin usar calculadora, calcular tan(sen _1 |). 

Solucion Se debe calcular la tangente del angulo de t radianes, cuyo seno sea igual 
esto es, tan t, donde t = sen -1 El angulo t se ve en la FIGURA 9.5.3. Como 


tan t 


1/4 
cos t ’ 


se debe determinar el valor de cos t. De la figura 9.5.3 y por la identidad pitagorica sen 2 1 
+ cos 2 / = 1, se ve que 




— + cos 2 / = 1 


o sea cos / 


Vl5 

4 
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Por consiguiente, 


1/4 1 Vl5 

tant ~VT5l4~VT5~ 15 ’ 

( -i ^ Vl5 

y asi tan I sen — I = tan t jp g ^ . = 

■ Funcion arco coseno Si se restringe el dominio de la funcion coseno al intervalo cerrado 
[0, 77 ■], la funcion que resulta es uno-a-uno y tiene inversa. A esta inversa se le representa 
por 

arccos jc o cos -1 *, 
lo cual nos da la siguiente definicion. 


Definicion 9.5.2 Funcion arco coseno 

La funcion arco coseno, o funcion coseno inverso, se define por 

y = arccos.* si y solo si x = cosy, (2) 

donde — 1 MS x M 1 y 0 M y 77. 


Las graficas que se ven en la FIGURA 9.5.4 ilustran como se puede restringir la funcion 
y = cos x al intervalo [0, 77 ] para que sea uno-a-uno. La inversa de la funcion que muestra la 
figura 9 . 5 . 4 b) es y = arc cos x,oy = arccos x. 




FIGURA 9.5.4 Restriction del dominio de y = cos x para obtener ui 
funcion uno a uno 


Si se refleja la grafica de la funcion uno a uno en la figura 9 . 5 . 4 b) en la recta y = x, se 
obtiene la grafica de y = arc cos x, que muestra la FIGURA 9.5.5. 

Note que en la figura se ve con claridad que el dominio y el contradominio de y = arc cos 
x son [—1, 1] y [0, 77], respectivamente. 



FIGURA 9.5.5 Grafica de 


Evaluation de la funcion coseno inverso 

Determinar a) arccos (V2/2) y b) cos -1 (-V3/2). 

Solution 

a) Sisehacequey = arccos ( V2/2), entonces cosy = V2/2, y 0 < y < 7r. Entonces, 
y = 7t/4. 

b) Si y = cos -1 (— V3/2), tenemos cosy = — V3/2, y se debe determinar y tal que 

0 < y < 7T. Por consiguiente, y = 5 77/6, porque cos(577/6) = — V3 / 2. = 


9.5 Funciones trigonometricas inversas 
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FIGURA 9.5.6 Angulo t = cos- 
del ejemplo 4 



FIGURA 9.5.8 Grafica dey = 
arctan x 


Evaluation de composition defunciones 

Escribir sen (cos - 'x) como expresion algebraica en x. 

Solucion En la FIGURA 9.5.6 se ha trazado un angulo de ? radianes cuyo coseno es igual a 
x. Entonces, t = cos -1 *, ox = cos ?, donde 0 < ? < 77 . Ahora, para determinar sen (cos - 'x) 
= sen ?, se usara la identidad sen 2 1 + cos 2 1 = 1 . Asf, 


sen 2 ? + x 2 = 1 

sen 2 ? = 1 - x 2 
sen ? = Vl - x 2 
sen(cos - 1 x) = Vl - x 2 . 


Se usa la rafz cuadrada no negativa de 1 - - x 2 , porque el contradominio de cos 'x es 
[ 0 , 7 r], el seno de un angulo ? en el primero o segundo cuadrantes es positivo. = 


■ Funcion arco tangente Si se restringe el dominio de tan x al intervalo abierto (—77/2, 
7 t/ 2 ), entonces, la funcion que resulta es uno-a-uno y por consiguiente tiene inversa. Esa 
inversa se representa por 


arctan x 


o tan l x. 


Definition 9.5.3 Funcion arco tangente 

La funcion arco tangente, o tangente inversa, se define como sigue: 

y = arctan x si, y solo si x = tany, (3) 

donde — °° < x < 00 y — 77/2 < y < tt! 2 . 


Las graficas de la FIGURA 9.5.7 ilustran la forma en que se restringe la funcion y = tan x 
al intervalo abierto (— 77/2, 77/2), para que sea funcion uno a uno. 



a) No es funcion uno a uno b ) Funcion uno a 1 

FIGURA 9.5.7 Restriction del dominio de y = tan x para obtener una funcion ui 


Si se refleja la grafica de la funcion uno-a-uno en la figura 9 . 5 . 7 b) en la recta y = x, se 
obtiene la grafica de y = arctan x, que se ve en la FIGURA 9.5.8. En esa figura se ve que el 
dominio y el contradominio de y = arctan x son, respectivamente, los intervalos (— °°, °°) y 
(-77/2, 77/2). 
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MSEEEEH Evaluacion de la tangente inversa 

Determinar tan -1 (— 1). 

Solucion Si tan -1 (— 1) = y, entonces tan y = — 1, donde — 7 t/2 < y < 7t/ 2. Entonces, 
tan -1 (— 1) = y = —77/4. ’ = 

Evaluacion de composicion de funciones 

Sin usar una calculadora, determinar sen (arctan( — f )) . 

Solucion Si hacemos que t = arctan ( — f), entonces tanf = — f . Se puede aplicar la 
identidad pitagorica 1 + tan 2 1 = sec 2 t para determinar sec t: 


En este ultimo renglon se toma la rafz cuadrada positiva, porque t = arctan (— f) esta en 
el intervalo (— 7 t/2, 7t/ 2) (el contradominio de la funcion arco tangente) y la secante de un 
angulo t en el primero y cuarto cuadrantes es positiva. Tambien, de sec t = \/ 34/ 3 se 
determina el valor de cos t, con la identidad reciprocal 


Por ultimo, se puede usar la identidad tan t = sen f/cos t en la forma sen t = tan t cos t, 


■ Propiedades de las funciones inversas Recordemos, de la seccion 5.6, que/ -1 (/(x)) = 
x, y qu ef(f~\x)) = x valen para cualquier funcion /y su inversa, bajo las restricciones ade- 
cuadas en x. Entonces, para las funciones trigonometricas inversas se tienen las siguientes 
propiedades. 


Teorema 9.5.1 Propiedades de las funciones trigonometricas inversas 

i ) arcsen(senx) = sen -1 (senjc) = x s 

1 -7T/2 < X < 7t/2 

ii ) sen(arcsen x) = sen(sen -1 jc) = x s 

1 -1 < X < 1 

Mi) arccos(cosx) = cos _ 1 (cosjc) = x s 

b 

VI 

VI 

0 

z'v) cos(arccos jc) = cos(cos -1 ;c) = x s 

1 -1 < X < 1 

v) arc tan ( tan x) = tan _1 (tanx) = x s 

1 -tt/2 < X < 7t/2 

vi) tan (arctan x) = tan(tan -1 x) = x s 

i -00 < X < 00 

iB5T37!nf!WI Aplicacion de las propiedades inversas 


Sin usar calculadora, evaluar: 



1 1 3 



sec t V34/3 V34' 


para calcular sen (arctan ( — f)) Entonces, 
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Solucion 

a) De acuerdo con i) de las propiedades de las funciones trigonometricas inversas, 


sen' 



12 ' 


b) De acuerdo con la propiedad iv), cos (cos -1 3) = 3. 

c) En este caso no se puede aplicar la propiedad v), porque el numero 37 t /4 no esta en 
el intervalo (— 7 t/ 2, tt/2). Si primero se evalua tan (37r/4) = — 1, entonces 


1 ^tan^^j = tan I ( — l) 


El siguiente section se muestra como se usan las funciones trigonometricas inversas para 
resolver ecuaciones trigonometricas. 


■ Nota final: las demas funciones trigonometricas inversas Las funciones cot x, sec x y 

esc x tambien tienen inversas, cuando se restringe su dominio en forma adecuada. Veanse los 
problemas 49 a 5 1 en los ejercicios 9.5. Como esas funciones no se usan con tanta frecuencia 
como arctan, arccos y arcsen, la mayor parte de las calculadoras cientfficas no tienen teclas 
para ellas. Sin embargo, cualquier calculadora que determine arcsen, arccos y arctan se puede 
usar para obtener valores de arccsc, arcsec y arccot. A diferencia de que sec x = 1/cos x, se 
ve que sec’ l x A 1/cos 'x; mas bien sec ’ l x = cos -1 (l/x) para | x j & 1. Hay relaciones simi- 
lares para esc 1 x y cot ’ 1 x. Veanse los problemas 56 a 58 de los ejercicios 9.5. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-24. 


En los problemas 1 a 14 determine el valor solicitado sin usar 
una calculadora. 

1. sen -1 0 

2. tan~*V3 

3. arccos (—1) 


4. 


6. 


VI 

arcsen 


arccos \ 
arctan (— V3) 



-iV3 
8- cos — 

9. tan -1 l 

_ X V2 

10. sen 2 


11 . 

12. 

13. 

14. 



arccos (—5) 



arctan 0 


En los problemas 15 a 32, determine el valor indicado sin 
usar una calculadora. 

15. sen (cos -1 |) 

16. cos (sen -1 !) 

17. tan (arccos(— |)) 

18. sen (arctan \) 

19. cos (arctan(-2)) 

20. tan (sen - ^-g)) 
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21. esc (sen -1 5) 

22. sec (tan '4) 

23. sen (sen -l |) 

24. cos (cos -1 (— 5)) 

25. tan (tan - 4.2) 

26. sen (arcsen 0.75) 


arccos cos— 


29. tan 1 (tan 77) 

30. sen -1 


"Hr) 


31. cos I cosl 


En los problemas 33 a 40, escriba la expresion como una 
expresion algebraica en x. 


49. Se puede definir a la funcion arco cotangente con y = 
arccot x (o y = cot -1 *) si y solo si, x = cot y, donde 0 < y 

< 77. Grafique y = arccot x e indique el dominio y el 
contradominio de esta funcion. 

50. Se puede definir la funcion arco cosecante con y = arccsc 
x (o y = csc -1 x) si y solo si, * = esc y, donde —tt/2 < y 

< 77-/2 y y # 0. Grafique y = arccsc * e indique el dominio 
y el contradominio de esta funcion. 

51 . Una definicion de la funcion arco secante es y = arcsec * 
(o y = sec -1 *) si y solo si, * = sec y, donde 0 <y 2 77 
y y ¥= Till. (Vea una definicion alternativa en el problema 

52.) Grafique y = arcsec * e indique el dominio y el 
contradominio de esta funcion. 

52. Una definicion alternativa de la funcion arco secante puede 
obtenerse restringiendo el dominio de la funcion secante 
a [0, 7 t/2) U [ 77, 377/2). Con esta restriction, defina la fun- 
cion arco secante. Grafique y = arcsec * e indique el domi- 
nio y el contradominio de esta funcion. 

53. Use la definicion de la funcion arco cotangente del pro- 
blema 49 e indique para cuales valores de * es cierto que 
a) cot (arccot *) = * y b) arccot (cot *) = *. 

54. Use la definicion de la funcion arco cosecante del problema 
50 e indique para cuales valores de * se cumple que a) 
esc (arccsc *) = * y b) arccsc (esc *) = *. 


33. sen (tan -1 *) 

34. cos (tan -1 *) 

35. tan (arcsen *) 

36. sec (arccos *) 

37. cot (sen -1 *) 

38. cos (sen -1 *) 

39. esc (arctan *) 

40. tan (arccos *) 

En los problemas 41 a 48 trace la grafica de la funcion. 

41. y = arctan I* | 

42. y = — — arctan* 

43. y = | arcsen * | 

44. y = sen -1 (* + 1) 

45. y = 2 cos -1 * 

46. y = cos -1 2* 

47. y = arccos (* — 1) 

48. y = cos (arcsen *) 


55. Use la definicion de la funcion arco secante del problema 
51 e indique para cuales valores de * se cumple que a) 
sec (arcsec *) = * y b) arcsec (sec *) = *. 

56. Verifique que arccot * = 77/2 — arctan * para todos los 
numeros reales *. 

57. Verifique que arccsc * = arcsen (1/*) para | * | > 1. 

58. Verifique que arcsec * = arccos(l/*) para * | > 1. 

En los problemas 59 a 64 use los resultados de los problemas 

56 a 58 y una calculadora para determinar el valor correspon- 

diente. 

59. cot -1 0.75 

60. esc - 1 (- 1.3) 

61. arccsc (—1.5) 

62. arccot (-0.3) 

63. arcsec (-1.2) 

64. sec - *2.5 

= Aplicaciones diversas 

65. Movimiento de un proyectil El angulo de salida de una 
bala, para que llegue a un bianco a una distancia R (supo- 
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niendo que el bianco y el arma estan a la misma altura) 
satisface 

Vq sen 29 


donde v 0 es la velocidad inicial y g es la aceleracion de la 
gravedad. Si el bianco esta a 800 pies del arma, y la velo- 
cidad inicial es de 200 pies/s, calcule el angulo de salida. 
Use g = 32 pies/s 2 . [Pista: hay dos soluciones], 

66. Deportes olimpicos En el lanzamiento de martillo se 
puede demostrar que la distancia maxima se alcanza con 
un angulo de lanzamiento 9 (medido desde la horizontal) 
que satisfaga 



donde h es la altura del martillo sobre el suelo, en el lan- 
zamiento, v 0 es la velocidad inicial y g es la aceleracion 
de la gravedad. Para v 0 = 13.7 m/s y h = 2.25 m, calcule 
el angulo optimo de lanzamiento. Use g = 9.81 m/s 2 . 

67. Diseno de carreteras En el diseno de las carreteras y los 
ferrocarriles, las curvas tienen un peralte para producir una 
fuerza centrfpeta que proporcione seguridad. El angulo 9 
optimo para un peralte se define con tan 9 = v 2 /Rg, donde 
v es la velocidad del vehfculo, R el radio de la curva y g 
la aceleracion de la gravedad. Vea la FIGURA 9.5.9. Como 
indica la formula, para determinado radio no hay un angulo 
que sea correcto para todas las velocidades. En consecuen- 
cia, las curvas tienen peralte para la velocidad promedio 
del trafico en ellas. Calcule el angulo correcto de peralte 
para una curva de 600 pies de radio, en una carretera secun- 
daria donde las velocidades son 30 mph en promedio. Use 
g = 32 pies/s 2 . [Pista: use unidades consistentes]. 



FIGURA 9.5.9 Curva con peralte, 
del problema 67 


68. Diseno de carreteras, continuacion Si fi es el coeficiente 
de friction entre el vehfculo y la carretera, entonces la 
velocidad maxima v m a la que puede recorrer una curva 
sin resbalar se calcula con = gR tan (6 + tan - l /i), donde 
9 es el angulo de peralte de la curva. Calcule v m en el 
camino secundario del problema 67, si fi = 0.26. 



Cono volcanico 


69. Geologia Visto desde un costado, un cono de cenizas 
volcanicas se ve como un trapezoide isosceles. Vease la 
FIGURA 9.5.10. Los estudios de conos de ceniza que tienen 
menos de 50 000 anos indican que la altura H co del cono 
y el ancho W a del crater se relacionan con el ancho W co 
del cono mediante las ecuaciones H co = 0. 1 8 VU C0 y W CT = 
0.40 W;.,,. Si W co = 1.00, con estas ecuaciones determine 
el angulo cf> de la base del trapezoide, en la figura 9.5.10. 



FIGURA 9.5.10 Cono de ceniza 
volcanica del problema 69 


= Para la discusion 

70. Use una calculadora puesta en modo radian para evaluar 
arctan(tan 1.8), arccos(cos 1.8) y arcsen(sen 1.8). Explique 
los resultados. 

71. Use una calculadora puesta en modo radian para evaluar 
tan -1 (tan(— 1)), cos -1 (cos(— 1)) y sen -1 (sen(— 1)). Explique 
los resultados. 

72. En la seccion 9.2 vimos que las graficas de y = sen x y 
y = cos x se relacionan por desplazamiento y reflexion. 
Justifique la identidad 

77 

arcsen* + arccos x = — , 

2 

para toda x en [— 1, 1], determinando una relation similar 
entre las graficas de y = arcsen x y y = arccos x. 

73. Con una calculadora puesta en modo radianes, determine 
cual de las siguientes evaluaciones trigonometricas inversas 
producen un mensaje de error: a ) sen -1 (—2), b) cos” 1 (—2), 
c) tan” 1 (—2). Explique por que. 

74. Analice lo siguiente: /.Cualquier funcion periodica puede 
ser uno-a-uno? 

75. Demuestre que arcsen | + arcsen = arcsen gf. [Pista: 
vease (7) de la seccion 9.4], 
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I I 9.6 Ecuaciones trigonometricas 


■ Introduction En la section 9.4 examinamos identidades, que son ecuaciones que con- 
tienen funciones trigonometricas que se satisfacen con todos los valores de la variable para 
la cual estan definidos ambos lados de la igualdad. En esta section examinaremos ecuaciones 
trigonometricas condicionales, esto es, ecuaciones que solo son validas para ciertos valores 
de la variable. Describiremos tecnicas para determinar los valores de la variable (si es que los 
hay) que satisfagan la ecuacion. 

Comenzaremos examinando el problema de determinar todos los numeros reales x que 
satisfacen sen x = V2/2. Como indica la grafica de y = sen x de la FIGURA 9.6.1, existe una 
cantidad infinita de soluciones de esta ecuacion: 



Observe que en cada lista de (1) y (2), cada solution se puede obtener sumando 2tt = 877/4 
a la solution anterior. Eso es una consecuencia de la periodicidad de la funcion seno. Es 
comun que las ecuaciones trigonometricas tengan una cantidad infinita de soluciones, por 
la periodicidad de las funciones trigonometricas. En general, para obtener soluciones de 
una ecuacion como senx = V2/2, lo mas comodo es usar un cfrculo unitario y angulos 
de referenda, y no una grafica de la funcion trigonometrica. Ilustraremos este metodo en 
el siguiente ejemplo. 


| Uso del cfrculo unitario 

Determinar todos los numeros reales x que satisfagan senx = V2/2. 

Solution Sisenx = V2/2, el angulo de referenda dexes 7r/4 radianes. Yaqueel valor 
de sen x es positivo, el lado terminal del angulo x esta en el primero o en el segundo cua- 
drantes. Asf, como se ve en la FIGURA 9.6.2, las unicas soluciones entre 0 y 277 son 

77 377 

X - - o X - — . 

Como la funcion seno es periodica con periodo 277, todas las soluciones restantes se pue- 
den obtener sumando multiplos enteros de 2tt a estas soluciones: 

77 377 

x = 1- 2mr o x = 1- 2mr, (3) 

4 4 

donde n es un entero. Los numeros que ve en (1) y (2) corresponden, respectivamente, a 
n= — 1, « = 0, n = lyn = 2enla primera y la segunda formulas en (3). = 

Cuando uno se encuentra con una ecuacion mas complicada, como 
4sen 2 x — 8senx + 3=0, 



FIGURA 9.6.2 Cfrculo unitario del 
ejemplo 1 
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el metodo basico es despejar una sola funcion trigonometrica (en este caso serfa sen *) con 
metodos similares a los que se usan para resolver ecuaciones algebraicas. 



ejemplo 2 


Solucion de una ecuacion trigonometrica mediante factorizacion 

Determinar todas las soluciones de 4 sen 2 * — 8 sen x + 3 = 0. 

Solucion Primero, se observa que se trata de una ecuacion cuadratica en sen x, y que se 
factoriza como sigue 


(2sen* — 3)(2sen* — l) = 0. 


Esto implica que 


3 1 

sen* = — o sen* = — . 

2 2 

La primera ecuacion no tiene solucion, porque | sen * | < 1 . Como se ve en la FIGURA 9.6.3, 
los dos angulos entre 0 y 2-77 para los cuales sen * es igual a \ son 



Por consiguiente, debido a la periodicidad de la funcion seno, las soluciones son 


* = — + 2mr o * = — — I- 2n77, 


donde n es un entero. 


Verificacion de soluciones perdidas 

Determinar todas las soluciones de 

sen * = cos *. (4) 

Solucion Para trabajar con una sola funcion trigonometrica, se dividen ambos lados de 
la ecuacion entre cos *, para obtener 


COS 0 = 1, COS 77 = - 1, COS 277 = ^ 

1, cos 377 = — 1, etc. En general, 
cos rnr = (— 1)”, donde n es un 



FIGURA 9.6.4 Ctrculo unitario del 
ejemplo 3 


Esto es consecuencia de que tan x 
sea periodica con periodo 77. 


► 


tan* = 1. (5) 

La ecuacion (5) es equivalente a (4) siempre y cuando cos * + 0. Se observa que si cos * 
= 0, entonces, de acuerdo con (4) de la seccion 9.2, * = (2 n + l)7r/2 = tt/2 + mr, donde 
n es un entero. Segun la formula de suma del seno, 

Vea (7) en la seccion 9.4 (-1)“ 0 

sen + mrj = sen— cosn7T + cos— senwr = ( — l) n =£ 0, 

estos valores de * no satisfacen la ecuacion original. Entonces, debemos determinar todas 
las soluciones de (4), resolviendo la ecuacion (5). 

Ahora bien, tan * = 1 implica que el angulo de referenda de * sea tt/ 4 radianes. Ya que 
tan * = 1 > 0, el lado terminal del angulo de * radianes puede estar en el primer cuadrante 
o en el tercero, como se ve en la FIGURA 9.6.4. Entonces, las soluciones son 

TT 5tT 

x = 1- 2mr o * = 1- 2nn, 

4 4 

donde n es un entero. En la figura 9.6.4 se puede ver que estos dos conjuntos de numeros 
se pueden expresar en forma mas compacta como sigue: 



donde n es un entero. 
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■ Perdida de soluciones A1 resolver una ecuacion, si se divide entre una expresion que 
contenga una variable, se pueden perder algunas soluciones de la ecuacion original. Por 
ejemplo, un error comun en algebra, al resolver ecuaciones como x 2 = x es dividir entre x, 
para obtener x = 1. Pero si se escribe x 2 = x en la forma x 2 — x = 0, o x(x — 1) = 0, se ve 
que de hecho x = 0 o x = 1. Para evitar perder alguna solucion se deben determinar los 
valores que hacen que la expresion sea cero, y comprobar si son soluciones de la ecuacion 
original. En el ejemplo 3, notese que cuando se dividio entre cos x, se tuvo cuidado de com- 
probar que no se perdieran soluciones. 

Cuando sea posible, es preferible dividir entre una expresion variable. Como se ilustro 
con la ecuacion algebraica x 2 = x, esto se puede hacer con frecuencia reuniendo todos los 
terminos distintos de cero en un lado de la ecuacion, para entonces factorizar (algo que no 
pudimos hacer en el ejemplo 3). El ejemplo 4 ilustra esta tecnica. 


Solucion de una ecuacion trigonometrica factorizando 


- 2 V3 

zsenxcos x = — cosx. 


Solucion Para evitar dividir entre cos x, esta ecuacion se escribe como sigue: 


y se factoriza: 
Entonces, ya sea 


2senxcos 2 x + — ^-cosx = 0 


cos* (2 sen* cos * + ) = 0- 


V3 

2senxcosx H — — = 0. 


Como el coseno es cero para todos los multiplos impares de 7r/2, las soluciones de cos 
x = 0 son 

* = (2» + l)f = f + W 

donde n es un entero. 

En la segunda ecuacion sustituiremos 2 sen x cos x por sen 2x, de la formula de angulo 
doble del seno, y se obtiene una ecuacion con una sola funcion trigonometrica: 

V3 V3 

sen2x H = 0 o sea sen2x = . 

2 2 

Entonces, el angulo de referencia de 2x es v/3. Como el seno es negativo, el angulo 2x 
debe estar en el tercero o en el cuarto cuadrantes. Como muestra la FIGURA 9.6.5, 

„ 4tt „ 5tt 

2x = — + 2mr o 2x = — + 2mr. 

Se divide entre 2 y resulta 

277 577 

X = — " + A177 O X = — + H77. 

3 6 

Por consiguiente, todas las soluciones de (6) son 


donde n es un entero. 


^ Vea(15) en la seccion 9.4. 



FIGURA 9.6.5 Cfrculo unitario del 
ejemplo 4 
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En el ejemplo 4, si hubieramos simplificado la ecuacion dividiendo entre cos x y no 
hubieramos comprobado si los valores de x para los cuales cos x = 0 satisfacen la ecuacion 
(6), hubieramos perdido las soluciones x = tt!2 + rnr, donde n es un entero. 


Uso de una identidad trigonometrica 

Resolver 3 cos 2 x — cos 2x = 1. 

Solucion Se observa que la ecuacion contiene el coseno de x y el coseno de 2x. En con- 
secuencia, usaremos la formula de angulo doble del coseno, en la forma 

COs2x = 2COS 2 X — 1 «- Vea(16)delaseccion9.4. 

para reemplazar la ecuacion por una ecuacion equivalente que solo contenga cos x. Se ve 
que 


3cos 2 x — (2cos 2 x — l) = 1 se transforma en cos 2 x = 0. 
Por lo anterior, cos x = 0, y las soluciones son 

* = (2n + l)f = f + mr, 

donde n es un entero. 


Hasta ahora, en esta section hemos considerado que la variable de la ecuacion trigono- 
metrica representa un numero real, o bien un angulo medido en radianes. Si la variable 
representa un angulo expresado en grados, la tecnica para resolverla es la misma. 



del ejemplo 6 


Ecuacion cuando el angulo esta en grados 

Resolver cos 26 = — j, donde 0 es un angulo expresado en grados. 

Solucion Como cos 20 = — g, el angulo de referencia de 20 es 60° y el angulo 20 debe 
estar en el segundo o tercer cuadrantes. La FIGURA 9.6.6 muestra que 20 = 120°, o 20 = 
240°. Todo angulo que sea coterminal con uno de esos angulos tambien satisfara 
cos 20 = — 2. Estos angulos se obtienen sumando cualquier multiplo entero de 360° a 
120° o a 240°. 


20 = 120° + 360°n o 20 = 240° + 360°n, 
donde n es un entero. Este renglon se divide entre 2 y quedan 

0 = 60° + 180°n o 0 = 120° + 180°n. 


■ Soluciones extranas En el ejemplo siguiente se ve que al elevar al cuadrado una ecuacion 
se pueden introducir soluciones extranas. En otras palabras, la ecuacion resultante despues 
de elevar al cuadrado puede no ser equivalente a la original. 


H3S3I3EB Raices extranas 

Determinar todas las soluciones de 1 + tan a = sec a, donde a es un angulo expresado 
en grados. 
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Solucion La ecuacion no se factoriza, pero veremos que si se elevan ambos lados al 
cuadrado se puede aplicar una identidad fundamental para obtener una ecuacion que con- 
tenga una sola funcion trigonometrica. 

(l + tana) 2 = (sec a) 2 

1+ 2tana + tan 2 a = sec 2 a •<— Vea (2) delaseccion 9.4. 

1+ 2tana + tan 2 a = 1 + tan 2 a 
2tana = 0 
tana = 0. 

Los valores de a en [0°, 360°) para los cuales tan a = 0 son 
a = 0° y a = 180°. 

Como se elevo al cuadrado cada lado de la ecuacion original se pueden haber introducido 
soluciones adicionales. Por ello es importante comprobar todas las soluciones en la ecua- 
cion original. Si se sustituye a = 0° en 1 + tan a = sec a, se obtiene la declaracion cierta 
1 + 0 = 1. Pero despues de sustituir a = 180° se obtiene la declaracion falsa 1 + 0 = — 1. 
Por lo anterior, 180° es una solucion adicional no valida, y a = 0° es la Ulrica solucion en 
el intervalo [0°, 360°). Entonces, todas las soluciones de la ecuacion son 

a = 0° + 360°« = 360 °n, 

donde n es un entero. Para n ¥= 0, son los angulos que son coterminales con 0°. = 


Recuerde, de la seccion 5.1, que la determinacion de las intersecciones con el eje x de la 
grafica de una funcion y = f(x) equivale a resolver la ecuacion /(x) = 0. En el siguiente ejem- 
plo se usa lo anterior. 


H3SSSED Intersecciones de una grafica 

Determine las primeras tres intersecciones con el eje x de la grafica de/(x) = sen 2x cos x 
en el eje de las x positivas. 

Solucion Se debe resolver f(x) = 0; esto es, sen 2x cos x = 0. Se ve que o bien sen 2x = 0, 
o cos x = 0. 

De sen 2x = 0 se obtiene 2x = mr, donde n es un entero; es decir, x = mr/2, donde n 
es un entero. De cos x = 0 se obtiene x = tt/2 + mr, donde n es un entero. Entonces, para 
n = 2,x = mr/2 da x = it, mientras que para n = 0 y n = 1, x = 7t/2 + nv da x = 7t/2 y 
x = 3-77/2. Asf, las primeras tres intersecciones con el eje x en el eje de las x positivas estan 
en (tt/2, 0), (tt, 0) y (3-77/2, 0). EE 


■ Uso de funciones inversas Hasta ahora, todas las ecuaciones trigonometricas han tenido 
soluciones que estaban relacionadas por angulos de referenda con los angulos especiales 0, 
77/6, -77/4, 77/3 o 77/2. Si este no es ese caso, en la siguiente seccion veremos como usar fun- 
ciones trigonometricas inversas y una calculadora para determinar las soluciones. 

Resolucion de ecuaciones usando funciones inversas 

Encuentre las soluciones de 4cos 2 x — 3cosx — 2 = 0 en el intervalo [0, 77]. 

Solucion Reconocemos que se trata de una ecuacion cuadratica en cos x. En vista de que 
el lado izquierdo de la ecuacion no se puede factorizar tal como esta, aplicamos la formu- 
la cuadratica para obtener 
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En este momenta podemos descartar el valor (3 + V41 )/8 ~ 1.18, porque cos x no puede 
ser mayor que 1 . A continuacion usamos la funcion coseno inversa (y la ayuda de una 
calculadora) para resolver la ecuacion restante: 

3 - V4T . _,/3-V4l\ 

cosx = que implica que x = cos I I ~ 2.01. — 


Por supuesto, en el ejemplo 9, si hubieramos intentado calcular cos *[(3 + V4l)/8] con 
una calculadora, habriamos recibido un mensaje de error. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-24. 


En los problemas 1 a 6 determine todas las soluciones de la 
ecuacion trigonometrica, si x representa un angulo expresado 
en radianes. 

1. sen x = V3/2 

2. cos x = - V2/2 

3. sec x = V2 

4. tan x = - 1 

5. cot x = — V3 

6. cos x = 2 

En los problemas 7 a 12 determine todas las soluciones de la 
ecuacion trigonometrica correspondiente, si x representa un 
numero real. 

7. cos x = — 1 

8. 2 sen x = -1 

9. tan x = 0 

10. V3 sec x = 2 

11. —CSC X = 1 

12. V3cotx = 1 

En los problemas 13 a 18, determine todas las soluciones de 
la ecuacion trigonometrica respectiva si 0 representa un 
angulo expresado en grados. 

13. esc 0 = 2V3/3 

14. 2 sen 0 = V2 

15. 1 + cot0 = 0 

16. V3 sen 0 = cos 0 

17. sec 0= -2 

18. 2 cos 0 + V2 = 0 


En los problemas 19 a 46 determine todas las soluciones de la 
ecuacion trigonometrica respectiva si x es un numero real, y 0 
es un angulo expresado en grados. 

19. cos 2 x - 1 = 0 

20. 2 sen 2 x - 3 sen x + 1 = 0 

21. 3 sec 2 x = sec x 

22. tan 2 x + (V3 — 1) tan x — V3 = 0 

23. 2 cos 2 0-3 cos 0-2 = 0 

24. 2 sen 2 0 - sen 0-1=0 

25. cot 2 0 + cot 0 = 0 

26. 2 sen 2 0 + (2 - V3) sen 0 - V3 = 0 

27. cos 2x = — 1 

28. sec 2x = 2 

29. 2 sen 30 = 1 

30. tan 40 = -1 

31. cot (x/2) = 1 

32. esc (0/3) = -1 

33. sen 2x + sen x = 0 

34. cos 2x + sen 2 ;c = 1 

35. cos 20 = sen 0 

36. sen 20 + 2 sen 0 — 2 cos 0 = 2 

37. sen 4 x — 2 sen 2 x + 1 = 0 

38. tan 4 0-2 sec 2 0 + 3 = 0 

39. sec x sen 2 x = tan x 


41. 1 + cot 0 = esc 0 

42. sen x + cos x = 0 
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1 + 2sen. 


43. 


- = 1 


44. senx + V sen x = 0 

45. cos 6 - Vcosd = 0 

46. cosdV 1 + tan 2 d = 1 

En los problemas 47 a 54, determine las tres primeras inter- 
secciones con el eje x de la grafica de la funcion, en el eje de 
las x positivas. 


47. f(x) = — 5 sen (3x + tt) 

48. f{x) = 2 cos (x + 


49. fix) = 2 - secyx 

50. /(x) = 1 + cos 77X 

51. fix) = senx + tanx 

52. fix) = 1 - 2 cos (x + y) 

53. /(x) = sen x — sen 2x 

54. f(x) = cos x + cos 3x [Pista: escriba 
3x = x + 2x], 

En los problemas 55 a 58 haga la grafica y determine si la 
ecuacion tiene soluciones. 

55. tan x = x. [Pista: grafique y = tan x y y = x en el mismo 
conjunto de ejes]. 

56. sen x = x 

57. cot x — x = 0 

58. cos x + x + 1 = 0 

En los problemas 59 a 64, use una funcion trigonometrica 
inversa para obtener las soluciones de la ecuacion dada en el 
intervalo indicado. Redondee las respuestas a dos decimales. 

59. 20 cos 2 x + cos x -1 =0, [0, 77] 

60. 3 sen 2 x — 8 senx + 4 = 0, [— 7 t/2, 7t/2] 

61. tan 2 x + tanx - 1 = 0, (—77-/2, tt/2) 

62. 3 sen 2x + cos x = 0, [— 7 t/2, 7t/2] 

63. 5 cos 3 x — 3 cos 2 x — cos x = 0, [0, 7r] 

64. tan 4 x — 3 tan 2 x + 1 = 0, (— 77/2, tt/2) 


66. Movimiento circular Un objeto describe una trayectoria 
circular centrada en el origen, con velocidad angular cons- 
tante. La coordenada y del objeto, en cualquier momenta 
a los t segundos, es y = 8 cos (77? — 77/12). ^En que momen- 
ta^) cruza el objeto al eje x? 

67. Numero de Mach Use el problema 57 de los ejercicios 9.4 
para determinar el angulo del vertice del cono, de las ondas 
sonoras provocadas por un avion que vuele a Mach 2. 

68. Corriente alterna Un generador electrico produce una 
corriente alterna de 60 ciclos, definida por 7(f) = 30 sen 
120 77(7— 3^), donde 7(7) es la corriente en amperes a los 7 
segundos. Calcule el valor positivo mas pequeno de 7 para 
el cual la corriente es de 15 amperes. 

69. Circuitos electricos Si se aplica un voltaje definido por 
V = Vo sen (w7 + a) a un circuito en serie, se produce una 
corriente alterna. Si V 0 = 110 volts, at = 12077 radianes 
por segundo y a = —77/6, ^cuando el voltaje es igual a 
cero? 

70. Refraccion de la luz Un rayo de luz pasa de un medio 
(como el aire) a otro (como un cristal). Sean <f> el angulo 
de incidencia y d el angulo de refraccion. Como se ve en 
la FIGURA 9.6.7, esos angulos se miden respecto de una 
lfnea vertical. De acuerdo con la ley de Snell, hay una c 
constante, que depende de los dos medios, tal que 
sen c/t 

= c. Suponga que cuando la luz pasa de aire a un 

send 

cristal, c = 1.437. Calcule cf> y d tales que el angulo de 
incidencia sea el doble del angulo de refraccion. 



FIGURA 9.6.7 Rayos de 
luz en el problema 70 


71. Capadenieve Con base en datos recolectados entre 1966 
y 1980, la superficie de la capa de nieve S en el hemisferio 
norte, medida en millones de kilometros cuadrados, se 
puede modelar por la funcion 

Siw) =25 +21cos(^77(w-5)), 


= Aplicaciones diversas 

65. Triangulo isosceles En el problema 59 de los ejercicios 
9.4, el area del triangulo isosceles cuyo vertice tiene angulo 
d, como se ve en la figura 9.4.4, es A = \ x 2 send. Si la 
longitud x es 4 ^con que valor de d el area del triangulo 
sera 4? 


donde w es la cantidad de semanas despues del 1 de 
enero. 

a) ^Cuanta capa de nieve indica esta formula para media- 
dos de abril? (Redondee w al entero mas cercano.) 

b) ^.En que semana la capa nevada sera minima, segun la 
formula? 

c) ^.En que mes se encuentra esa semana? 
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Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Funciones circulares: 
circuit) unitario 
angulo central 
angulo de referenda 
Funciones periodicas: 
periodo de seno 
periodo de coseno 
periodo de tangente 
periodo de cotangente 
periodo de secante 
periodo de cosecante 


Graficas de funciones trigonometricas: 
ciclo 
amplitud 
diferencia de fase 
Identidades: 
pitagorica 
impares y pares 
Formulas especiales: 
adicion 
sustraccion 
angulo doble 
medio angulo 


Funciones trigonometricas inversas: 
arcoseno 
arcocoseno 
arcotangente 

Graficas de funciones trigonometricas 
inversas: 
arcoseno 
arcocoseno 
arcotangente 

Ecuaciones trigonometricas 


EHHHEEHEjercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pagina RESP-25. 


= A. Verdadero/Falso 

En los problemas 1 a 20 conteste verdadero o falso. 

1. Si tan t = |, entonces sen t = 3 y cos t = 4. 

2 . En un triangulo rectangulo, si 

send = g} , entonces cot 6 = * . 


, sec(— 7r) = esc 


2 3-7r\ 


14 . sen 20x = 2 sen lOx cos 1 Ox. 

15. La grafica de y = sen (2x — tt/3) es la grafica de y = sen 

2x desplazada tt/3 unidades hacia la derecha. 


16 . Las graficas y = 3 sen (— 2x) y y - 
son iguales. 


-3 cos (2x — 7 t/2) 
17 . Como tan (57 t/ 4) = 1, entonces arctan (1) = 5-77/4. 


4 . No hay angulo t tal que sec t = 

5. sen (277 — t) = —sen t. 

6 . 1 + sec 2 9 = tan 2 9. 

7. (—2, 0) es una intersection en x de la grafica 
y = 3 sen (ttx/2). 

8. (277/3, — 1/V3) es un punto de la grafica de y = cot x. 

9. El contradominio de la funcion y = esc x es (— °°, — 1], U 

[!.“)■ 

10 . La grafica de y = esc x no cruza el eje y. 

11. La lrnea x = v/2 es una asintota vertical de la grafica de 

y = tan x. 


18 . tan 877 = tan 9-77 _ 


19. La funcion /(x) = arcoseno x no es periodica . 

20 . arcsen Q) = 30°. 

= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 14, llene los espacios en bianco. 

1. Si senu = |, 0 < u < v/2 y cos v = l/\/5 , 377/2 < v 

< 2 - 77 , entonces cos (u + v) = . 

2 . La intersection con el eje y en la grafica de la funcion 

y = 2 sec(x + 77) es . 

3. El periodo de la funcion y = 2 sen— x es . 


12 . Si tan (x + 2tt) = 0.3, entonces tan x = 0.3. 

13. Para la funcion/(x) = — 2 sen x, el rango esta definido por 
-2<y<2. 


4 . La primeraasmtota vertical de la grafica dey = tan ^ 
a la derecha del eje y es . 
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5. La diferencia de fase en la grafica de y = 5 cos (3x — 4tt) 

es . 

6. Si sen t = entonces cos = . 

7. La amplitud de y = — 10 cos ^y x^ es . 

8 - “(I “ f) = 

f 9tt\ 

9. El valor exacto de arccos I cos— I = . 

10. El periodo de la funcion y = tan 4x es . 

11. La quinta intersection en xen el ejex positivo de la grafica 

de la funcion y = sen 77X es . 

12. Si P{t) = (—5, 3^) es un punto en el cfrculo unitario, 

entonces sen 2 1 = . 

13. Si cos x = Tf , donde 3ir/2 <x< 2 tt, entonces los valores 

exactos de sen ~ = , cos ~ = , sen 2x 

= , y cos 2x = . 

14. Por los resultados del problema 13, tenemos que tan ~ = 

y tan 2 x = . 


9 . sen t + cos t = 1 

10. tan t - 3 cot t = 2 

En los problemas 1 1 y 12, obtenga las soluciones de la ecua- 
cion dada en el intervalo (—tt/2, tt/2). Redondee las solucio- 
nes a dos decimales. 

11 . 3 cos 2x + senx = 0 

12. tan 4 x + tan 2 x — 1 = 0 

En los problemas 13 a 20, calcule el valor indicado sin usar 
calculadora. 

13 . cos -1 (— |) 

14 . arcsen (— 1) 

15 . cot (cos _1 |) 

16 . cos (arcsen |) 

17 . sen 1 (sen tt) 

18. cos (arccos 0.42) 

19. sen (arccos(| 5 3 )) 

20. arctan (cos tt) 


= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 4, represente graficamente las funciones 
dadas. Indique la amplitud, el periodo y la diferencia de fase 
donde corresponda. 

1. y = 5(1 + senx) 

4 

2. y — — — cos x 

3 . y = 10cos^-3x + 

4 . y ■■ — 4cos^— x — 77^ 

En los problemas 5 a 10 determine todas las t en el intervalo 
[0, 277] que satisfagan la ecuacion. 

5. cos t sen t — cos t + sen t — 1 = 0 

6. cos t — sen t = 0 

7 . 4 sen 2 t — 1=0 

8. sen t = 2 tan t 


En los problemas 21 y 22 escriba la expresion como expre- 
sion algebraica en x. 

21. sen (arccos x) 

22. sec (tan -1 x) 

En los problemas 23 a 26, de dos ejemplos de la funcion tri- 
gonometrica indicada tal que cada una tenga las propiedades 
dadas. 

23 . Funcion seno con periodo 4 y amplitud 6. 

24 . Funcion coseno con periodo tt, amplitud 4 y diferencia de 
fase \. 

25 . Funcion seno con periodo tt/2, amplitud 3 y diferencia de 
fase 77/4. 

26 . Funcion tangente cuya grafica completa un ciclo en el 
intervalo (—77/8, 77/8). 

En los problemas 27 a 30, la grafica correspondiente se puede 
interpretar como una transformation rfgida/no rfgida de la 
grafica de y = sen x o de la grafica de y = cos x. Deduzca la 
ecuacion de la grafica, usando la funcion seno. A continua- 
tion deduzca la ecuacion de la misma grafica, esta vez 
mediante la funcion coseno. 


Ejercicios de repaso 
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FIGURA 9.R.1 Grafica del 
problema 27 



FIGURA 9.R.2 Grafica 
del problema 28 



n In 

FIGURA 9.R.3 Grafica 
del problema 29 



FIGURA 9.R.4 Grafica 
del problema 30 
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APLICACIONES DE TRIGONOMETRIA 


En este capitulo 


10.1 Resolution de triangulos rectangulos 

10.2 Aplicaciones de triangulos rectangulos 

10.3 Ley de los senos 

10.4 Ley de los cosenos 

10.5 Movimiento armonico simple 

10.6 Forma trigonometrica de los numeros complejos 

10.7 Potencias y rafces de numeros complejos 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia La trigonometrfa se desarrollo a partir de los esfuerzos 
realizados en la antigiiedad para impulsar el estudio de la astronomfa y pro- 
nosticar la trayectoria y posicion de los cuerpos celestes, asi como para mejo- 
rar la precision en la navegacion y el calculo del tiempo y los calendarios. 

Una gran parte del trabajo matematico realizado en el siglo xviii fue pro- 
ducto de la necesidad de describir ciertos fenomenos fisicos. Por ejemplo, 
^que forma tiene una vela bajo la presion del viento? ^Que forma tiene una 
cuerda elastica que vibra (por ejemplo, una cuerda de violin o guitarra), pero 
esta fija en ambos extremos? Las respuestas a estas preguntas con frecuencia 
requieren el uso de funciones trigonometricas. 

El aleman Ernst Florens Chladni (1756-1827), fisico, especialista en mate- 
maticas aplicadas y rnusico, invento una tecnica interesante para estudiar la 
vibracion de placas elasticas. Despues de espolvorear arena sobre superficies 
parecidas a un tambor, pasaba un arco de violin por los bordes para hacerlas 
vibrar. La Academia Francesa de Ciencias ofrecio un premio a la mejor des- 
cripcion matematica de este fenomeno. En 1816 Marie-Sophie Germain 
(1776-1831), matematica francesa casi autodidacta, gano el premio de la 
Academia de Paris con su ensayo sobre elasticidad. 

En este capitulo pondremos en uso las funciones trigonometricas desarro- 
lladas en los dos ultimos capftulos para resolver diversos problemas y aplica- 
ciones matematicas. 



I I 10.1 Resolucion de triangulos rectangulos 



FIGURA 10.1.1 Identificacion nor- 
mal de un triangulo rectangulo 


■ Introduccion Las aplicaciones de la trigonometna de triangulos rectangulos en campos 
como topograffa y navegacion implican resolver triangulos rectangulos. La expresion 
“resolver un triangulo” quiere decir que se desea determinar la longitud de cada lado y la 
medida de cada angulo del triangulo. Se puede resolver cualquier triangulo rectangulo si se 
conocen dos lados o un angulo agudo y un lado. Como se vera en los ejemplos que siguen, 
una parte esencial del proceso de solucion es trazar e identificar el triangulo. Nuestra practica 
general para identificar un triangulo sera la que se muestra en la FIGURA 10.1.1. Los tres ver- 
tices se denominaran 4, By C, donde C es el vertice del angulo recto. Representaremos los 
angulos en A y B por a y /3, y las longitudes de los lados opuestos a esos angulos por ay b, 
respectivamente. La longitud del lado opuesto al angulo recto en C se denomina c. 



Solucion de un triangulo rectangulo 

Resolver el triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide 4\/ 3 y uno de sus angulos es de 
60°. 

Solucion Primero se hace un esquema del triangulo y se identifica como se ve en la FI- 
GURA 10.1.2. Se desea determinar a, b y /3. Puesto que ay [3 son angulos complementarios, 
a + [3 = 90°, y 


FIGURA 10.1.2 Triangulo rectangulo /3 = 90° — a = 90° — 60° = 30°. 

del ejemplo 1 

La longitud de la hipotenusa es, a saber, hip = 4 V 3 . Para determinar a, la longitud del 
lado opuesto al angulo a = 60°, se escoge la funcion seno. De sen a = op/hip, 


sen 60° = 7= o a = 4\/3sen60 o . 

4V3 

Como sen 60° = V^/2, entonces 


a = 4V^sen60° = = 6. 

Por ultimo, para determinar la longitud b del lado adyacente al angulo de 60° selecciona- 
mos la funcion coseno. De cos a = ady/hip se obtiene 

cos 60° = -p, o sea b = 4 cos 60°. 

4V3 

Como cos 60° = 3, entonces 

b = 4\/3cos60° = AV?>{\) = 2V3. = 


En el ejemplo 1, una vez determinado a se podria haber calculado b usando el teorema 
de Pitagoras, o la funcion tangente. En general suele haber varias maneras de resolver un 
triangulo. 

■ Uso de calculadora Si en un problema intervienen angulos que no sean de 30°, 45° o 
60°, se obtienen aproximaciones a los valores de las funciones trigonometricas que se buscan 
con una calculadora. En el resto de este capftulo, cuando se use una aproximacion, redondea- 
remos los resultados finales a la centesima, a menos que en el problema se pida otra cosa. 
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Para aprovechar bien la exactitud de la calculadora, guarde los valores calculados de las ^ 
funciones trigonometricas para calculos posteriores. Si, por otra parte, se escribe una version 
redondeada de un valor en la pantalla, y despues se teclea en la calculadora, puede ser que 
disminuya la exactitud del resultado final. 

En muchas aplicaciones podemos determinar el valor de una de las funciones trigo- 
nometricas, por ejemplo, sen 6, y deseamos obtener 6. Para ello, usamos las funciones tri- 
gonometricas inversas y una calculadora. Recuerde que las funciones trigonometricas inver- 
sas se denotan con sen -1 o arcoseno, cos -1 o arcocoseno, tan " 1 o ar c otange nt e, y as f 
sucesivamente. Las calculadoras cientfficas tienen teclas rotuladas sen -1 ! , bos -1 1 y [taa -1 ! , <4 

o |arcsen| , |arccos| y |arctan| . (Consulte el manual de su calculadora si necesita mas explica- 
ciones.) 


Algunas calculadoras tienen una 
tecla rotulada stor o sto. 


En las calculadoras cientfficas de 
HP, se utiliza la notacion asen, 


HEUEES Obtencionded 

Use una calculadora para obtener un angulo agudo 0 medido en a) grados y b) radianes 
en los cuales cos 6 = 0.5. 

Solu cion a ) Primero debemos poner la calculadora en el modo de grados. Introducimos 0.5 
y en seguida oprimimos la tecla correspondiente. El resultado es 60. Por tanto, 6 = 60°. 
b ) Con la calculadora en el modo de radianes, introducimos 0.5 y luego oprimimos la 
misma tecla; 1.0471976 aparece en la pantalla. Asf, para cos 6 = 0.5, 6 ~ 1.0471976. 
Tenga en cuenta que 1.0471976 es una aproximacion decimal de tt/3. = 


EJ Solucion de un triangulo rectangulo 

Resolver el triangulo rectangulo con catetos de longitud 4 y 5. 

Solucion Despues de trazar e identificar el triangulo como se ve en la FIGURA 10.1.3, 
deben calcular c, a y /3. De acuerdo con el teorema de Pitagoras, la hipotenusa c es 


Para determinar (3 usaremos tan /3 = op/ady. (Si se opta por trabajar con las cantidades 
dadas se evitan los errores debidos a las aproximaciones anteriores.) Entonces, 

tan/3 = f = 0.8. 



FIGURA 10.1 .3 Triangulo rectangulo 
del ejemplo 3 


En una calculadora en modo grado, se determina /3 ~ 38.66°. Como a = 90° - /3 se obtiene 
a - 51.34°. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-25. 


En los problemas 1 a 12, calcule las incognitas indicadas. 

6. 

a = 5, b = 2; a, /3, c 

Cada problema se refiere al triangulo de la FIGURA 10.1.4. 

7. 

a = 4, b = 10; a, /3, c 

1. a = 4, /3 = 27°; b, c 

8. 

b = 4, a = 58°; a, c 

2. c = 10, f3 = 49°; a, b 

9. 

a = 9, c = 12; a, /3, b 

3. b = 8, /3 = 34.33°; a,c 

10. 

b = 3, c = 6; a, /3, a 

4. c = 25, a = 50°; a, b 

11. 

b = 20, a = 23°, a, c 

5. b = 1.5, c = 3; a,p,a 

12. 

a = 11, a = 33.5°, b, c 
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A 


B 



rectangulo para demostrar que el area A(n) del polf- 
gono esta dada por: 


M») = ^r 2 sen(^y 


b) CalculeA 100 ,A 50 oyA 10 oo. 

c) Explique: i,se aproxima A(«) a un numero como 


FIGURA 10.1.4 Triangulo de los 
problemas 1 a 12 


= Para la discusion 

13. a) Un n-gono es un polfgono regular de n lados inscrito 
en un crrculo; el polfgono esta formado por n puntos 
situados a la misma distancia uno de otro en el crrculo. 
Suponga que el polfgono que se ilustra en la figura 
10.1.5 representa un polfgono regular inscrito en un 
cfrculo de radio r. Use la trigonometrfa del triangulo 





FIGURA 10.1.5 Polfgono inscrito 
para el problema 13 


| | 10.2 Aplicaciones del triangulo rectangulo 


■ Introduction La trigonometrfa del triangulo rectangulo sirve para resolver muchos pro- 
blemas practicos, en particular los que se relacionan con longitudes, alturas y distancias. 



FIGURA 10.2.1 Arbol del ejemplo 1 


^BUSHED Calculo de la altura de un arbol 

Una cometa queda atorada en las ramas de la copa de un arbol. Si el hilo de 90 pies de la 
cometa forma un angulo de 22° con el suelo, estime la altura del arbol, calculando la dis- 
tancia de la cometa al suelo. 

Solucion Sea h la altura de la cometa. En la FIGURA 10.2.1 se ve que 

= sen 22° y asf h = 90 sen 22° = 33.71 pies = 



ejemplo 2 


LOESSES Longitud del corte de una sierra 

Un carpintero corta el extremo de una tabla de 4 pulgadas, formando un bisel de 25° con 
respecto a la vertical, comenzando en un punto a 1 \ pulgadas del extremo de la tabla. 
Calcular las longitudes del corte diagonal y del lado restante. Vea la FIGURA 10.2.2. 

Solucion Sean x,yyz las dimensiones (desconocidas), como se ve en la figura 10.2.2. 
Entonces, de acuerdo con la definition de la funcion tangente, 

tan25° = — asf que, entonces x = 4tan25° = 1.87 pulg. 

Para calcular y se observa que 

4 4 

cos 25° = — asf que y = = 4.41 pulg. 

y ' cos 25° 

Ya que f =» | +■ x y x = 1.87 pulg., se ve que z ~ 1.5 + 1.87 = 3.37 pulg- = 
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FIGURA 10.2.3 Angulos de elevacion y depresion 


■ Angulos de elevacion y de depresion El angulo entre la visual del observador a un objeto, 
y la horizontal, tiene un nombre especial. En el caso de la FIGURA 10.2.3, si la visual es hacia 
un objeto arriba de la horizontal, el angulo se llama angulo de nivel, y en el caso general se 
llama angulo de elevacion, mientras que si la visual es hacia un objeto abajo de la horizon- 
tal, el angulo se llama angulo de depresion. 


H3E3QEEI Uso de los angulos de elevacion 

Un topografo usa un instrumento llamado teodolito para medir el angulo de elevacion entre 
el nivel del piso y la cumbre de una montana. En un punto, se mide un angulo de elevacion 
de 41 °. Medio kilometro mas lejos de la base de la montana, el angulo de elevacion medido 
es de 37°. i Que altura tiene la montana? 


Solucion Sea h la altura de la montana. La FIGURA 10.2.4 muestra que hay dos triangulos 
rectangulos que comparten un lado comun, h\ entonces, se obtienen dos ecuaciones con 
dos incognitas, h y z: 

— - — r = tan37° y — = tan 41°. 

z + 0.5 3 z 

De ambas ecuaciones se despeja h y se obtiene 

h = (z + 0.5)tan37° y h = ztan41°. 

Se igualan los dos ultimos resultados, y se llega a una ecuacion con la que podemos deter- 
minar la distancia z: 



FIGURA 10.2.4 Montana del ejem- 
plo 3 


(z + 0.5) tan 37° = z tan41°. 


A1 despejar z se ve que 

_ -0.5 tan 37° 

Z tan37° — tan41° 

Ahora se puede calcular h con h = z tan 41°. 


-0.5 tan37° tan41° 
tan37° - tan41° 


« 2.83 km. 


HSISQSSI Trayectoria de planeo 

Casi todos los aviones realizan su aproximacion final al Aeropuerto Intemacional de San 
Francisco (SFO) en una trayectoria de planeo de 3° desde un punto situado a 5.5 millas 
del campo aereo. Hace algunos aflos, la Administration Federal de Aviation de Estados 
Unidos experimento con una aproximacion computarizada en dos partes, en la que el avion 
se aproximaba a la pista de aterrizaje en una trayectoria de planeo de 6° desde un punto 
situado a 5.5 millas de distancia y luego cambiaba a una trayectoria de planeo de 3° cuando 
se hallaba a 1.5 millas del punto de aterrizaje. El proposito de esta aproximacion experi- 
mental era reducir el ruido de los aviones en las zonas residenciales alejadas del centra de 
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la ciudad. Compare la altura de un avion P' que realiza la aproximacion acostumbrada de 
3° con la altura de un avion P que realiza la aproximacion experimental cuando los dos 
aviones se encuentran a 5.5 millas del aeropuerto. 

Solution Para efectos de ilustracion, se han exagerado los angulos y distancias que 
aparecen en la figura 10.2.5. 



FIGURA 10.2.5 Trayectorias de planeo del ejemplo 4 


Primero, suponga que y es la altura del avion P' en la aproximacion habitual cuando se 
encuentra a 5.5 millas del aeropuerto. Como vemos en la figura 10.2.5a), 


= tan3° o y = 5.5tan3°. 

Debido a que las distancias del aeropuerto se miden en millas, convertimos y a pies: 
y = 5.5(5 280) tan 3° pies 1 522 pies 

Ahora suponga que z es la altura del avion P en la aproximacion experimental cuando se 
encuentra a 5.5 millas de distancia del aeropuerto. Como se muestra en la figura 10.2.5 b), 
z = x + w, por lo que usamos dos triangulos rectangulos para obtener 

— = tan3° o x = 1.5 tan 3°. 

y — = tan 6° o w = 4tan6°. 

Por tanto, la altura aproximada del avion P en un punto que queda a 5.5 millas de distan- 
cia del aeropuerto es 


= 1.5 tan3° + 4 tan 6° 

= 1.5(5 280) tan 3° + 4(5 280) tan 6° « 2 635 pies. 

En otras palabras, el avion P se encuentra aproximadamente 1 113 pies mas alto que el 
avion P' . = 


■ Palabras en funciones La section 5.7 se dedico a establecer o construir funciones que 
describimos o expresamos en palabras. Como se recalco en esa section, se trata de una tarea 
a la que seguramente tendra que enfrentarse en un curso de calculo. Nuestro ejemplo final 
ilustra un procedimiento recomendado para dibujar una figura y marcar las cantidades que 
nos interesan con las variables apropiadas. 
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| : U Funciones que requieren trigonometria 

Un avion que vuela a 2 millas de altitud se acerca a una estacion de radar, como muestra 

la FIGURA 10.2.6. 

a) Expresar la distancia d entre el avion y la estacion de radar en funcion del angulo de 
elevacion 9. 

b) Expresar el angulo de elevacion 9 del avion en funcion de la separacion horizontal 
x entre el avion y la estacion de radar. 

Solution Como se ve en la figura 10.2.6, 6 es un angulo agudo de un triangulo rectan- 
gulo. 

a ) Se pueden relacionar la distancia d y el angulo 0 con sen 9 = 2 Id. Se despeja d y 
resulta 



Estacion de radar 


FIGURA 10.2.6 Avion del ejemplo 5 




o sea d(9) = 2csc0, 


donde 0° < 9 < 90°. 

b ) La separacion horizontal xy9se relacionan con tan 9 = 2 lx. Se aprovecha la funcion 
tangente inversa para despejar 9: 

2 

9(x) = tan : — , 


donde 0 < x < 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-25. 


1. Un edificio proyecta una sombra de 20 m de longitud. Si 
el angulo de la punta de la sombra a un punto en la parte 
alta del edificio es de 69° ^que altura tiene el edificio? 

2. Dos arboles estan en las orillas opuestas de un rfo, como 
se ve en la FIGURA 10.2.7. Se mide una Knea de referencia 
de 100 pies del arbol 7’, y de esa position se mide un angulo 
jS a T 2 , que resulta de 29.7°. Si la Knea de referencia es 
perpendicular al segmento de recta entre Tj y T 2 , calcule 
la distancia entre los dos arboles. 



FIGURA 10.2.7 Arboles y rfo del 
problema 2 


3. Una torre de 50 pies esta a la orilla de un rfo. El angulo de 
elevacion entre la orilla opuesta y la punta de la torre es 
de 37°. cQue anchura tiene el rfo? 


4. Un topografo usa un geodimetro para medir la distancia, 
en Knea recta, desde un punto en el suelo hasta la cumbre 
de una montana. Con la information de la FIGURA 10.2.8 
calcule la altura de la montana. 



G 

FIGURA 10.2.8 Montana del problema 4 


5. Un observador en la azotea del edificio A mide un angulo 
de depresion de 27° entre la horizontal y la base del edifi- 
cio B. El angulo de elevacion del mismo punto en la azo- 
tea a la azotea del segundo edificio es de 41.42°. ^Cual es 
la altura del edificio B, si la altura del edificio A es de 150 
pies? Suponga que los edificios A y B estan sobre el mismo 
piano horizontal. 

6 . Calcule la altura h de una montana, con la information de 

la FIGURA 10.2.9. 
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[< 1 km »-| 


FIGURA 10.2.9 Montana del problema 6 

7. La parte superior de una escalera de 20 pies esta recargada 
contra la orilla del techo de una casa. Si el angulo de incli- 
nation de la escalera con respecto a la horizontal es de 5 1 °, 
^cual es la altura aproximada de la casa, y cual es la dis- 
tancia del pie de la escalera a la base de la casa? 

8. Un avion vuela horizontalmente a 25 000 pies de altura, y 
se acerca a una estacion de radar, ubicada sobre una montana 
de 2 000 pies de altura. En determinado momento, el angulo 
entre el plato de radar que apunta hacia el avion y la hori- 
zontal es de 57°. ^Cual es la distancia en lmea recta, en 
millas, entre el avion y la estacion de radar en ese instante? 

9. Un tramo recto de carretera de 5 millas sube a una montana 
de 4 000 pies de altura. Determine el angulo que forma la 
carretera con la horizontal. 

10. Las dimensiones de una caja se ven en la FIGURA 10.2.10. 
Calcule la longitud de la diagonal entre las esquinas P y 
Q. ^Cual es el angulo 6 que forma la diagonal con la orilla 
inferior de la caja? 


p 



t 



3 

1 

m"m 

i 

i 

> 

1 


W& 


* 3 *■ 



FIGURA 10.2.10 Caja del problema 10 


11. Unos observadores en dos pueblos A y B, a cada lado de 
una montana de 12 000 pies de altura, miden los angulos 
de elevation entre el suelo y la cumbre de la montana. Vea 
la FIGURA 10.2.11. Suponiendo que los pueblos y la cumbre 
de la montana estan en el mismo piano vertical, calcule la 
distancia entre ellos. 



A B 

FIGURA 10.2.11 Montana del problema 1 1 


12. Un puente levadizo* mide 7.5 m de orilla a orilla, y cuando 
se abre por completo forma un angulo de 43° con la hori- 
zontal. Vease la FIGURA 10.2.12a). Cuando el puente se cie- 
rra, el angulo de depresion de la orilla a un punto en la 
superficie del aguabajo el extremo opuesto es de 27°. Vea 
la figura 10.2.12 b). Cuando el puente esta totalmente 
abierto, <',cual es la distancia d entre el punto mas alto del 
puente y el agua? 





b ) Puente cerrado 

FIGURA 10.2.12 Puente levadizo del problema 12 


13. Una bandera esta en la orilla de un acantilado de 50 pies 
de altura, en la orilla de un no de 40 pies de ancho. Vea la 
FIGURA 10.2.13. Un observador en la orilla opuesta del rfo 
mide un angulo de 9° entre su visual a la punta del asta y 
su visual a la base del asta. Calcule la altura del asta. 



FIGURA 10.2.13 Asta de bandera del problema 13 


* El puente levadizo de la figura 10.2.12, donde el claro esta balanceado con- 
tinuamente por un contrapeso, se llama puente basculante. 
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14. Desde un mirador a 1 000 pies de la base del monte 
Rushmore, el angulo de elevacion a la coronilla de la 
cabeza esculpida de George Washington mide 80.05°, 
mientras que el angulo de elevacion hasta la punta del 
menton es de 79.946°. Calcule la altura de la cabeza de 
George Washington. 



Busto de George 
Washington en el 
monte Rushmore 


15. La longitud de un avion Boeing 747 es de 231 pies. ( ',Cual 
es la altura del avion, si abarca un angulo de 2° cuando 
esta directamente arriba de un observador en el suelo? 
Vease la FIGURA 10.2.14. 



16. La altura del estilo de un gnomon (reloj de Sol) es de 4 
pulgadas. Cuando su sombra mide 6 pulgadas, /,cual es el 
angulo de elevacion del Sol? 



Reloj de sol 


17. Un radar meteorologico puede medir el angulo de eleva- 
cion a la parte superior de una tempestad de rayos, y tam- 
bien su distancia (la distancia horizontal a la tempestad). 


Si la distancia a una tempestad es de 90 km y el angulo de 
elevacion es de 4°, /.puede un avion de pasajeros subir 10 
km para volar sobre la tempestad? 

18. El cielo de nubes es la altitud minima que tiene la base de 
las nubes. En los aeropuertos, el cielo de nubes debe tener 
la altura suficiente para que los despegues y los aterrizajes 
sean seguros. Por la noche, se lo puede determinar ilumi- 
nando la base de ellas, con un faro apuntado verticalmente 
hacia arriba. Si un observador esta a 1 km del faro, y el 
angulo de elevacion a la base de la nube iluminada es de 
8°, calcule el cielo de nubes. Vease la FIGURA 10.2.15. 
(Durante el dfa, los cielos de nubes suelen estimarse a la 
vista. Sin embargo, si se requiere un valor exacto, se infla 
un globo para que suba a una velocidad constante conocida. 
A continuation se suelta y se toma el tiempo hasta que 
desaparece en la nube. El cielo de nubes se determina 
multiplicando la velocidad por el tiempo de ascenso; para 
este calculo no se requiere trigonometrfa.) 

Cubi erta de nubes 

di» 




FIGURA 10.2.15 Faro para el problema 18 


f 

h- 


19. Si suponemos que la Tierra es una esfera, demuestre que 
C e = C e cos 6, donde C e es la circunferencia del paralelo 
de latitud en el angulo de latitud 6 y C e es la circunferencia 
de la Tierra en el ecuador. Vease la FIGURA 10.2.16. [Pista: 
R cos 6 = r]. 



FIGURA 10.2.16 Tierra del problema 19 


20. Con el problema 1 9, y sabiendo que el radio R de la Tierra 
es de 6 400 km, calcule: 

a) La circunferencia del Cfrculo Artico, que esta a 66°33 ' 
N (66.55° N) de latitud. 

b) La distancia “alrededor del mundo” a la latitud de 
58°40'N (58.67° N). 
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21. La distancia entre la Tierra y la Luna varfa mientras esta 
gira alrededor de nuestro planeta. En determinado momenta 
se mide el angulo de paralaje geocentrico que se ve en 
la FIGURA 10.2.17, y resulta de 1°. Calcule, redondeando a 
las 100 millas, la distancia entre el centro de la Tierra y el 
centra de la Luna en ese instante. Suponga que el radio de 
la Tierra es de 3 963 millas. 

3 963 mi 

1 Observador 





Tierra 

FIGURA 10.2.17 Angulo del problema 21 


23. Como se ve en la FIGURA 10.2.19, dos estaciones rastreado- 
ras Si y S 2 avistan un globo meteorologico entre ellas, con 
los angulos respectivos de elevacion a y /3. Exprese la 
altura h del globo en funcion de a y /3, y la distancia c entre 
las estaciones rastreadoras. Suponga que esas estaciones 
y el globo estan en el mismo piano vertical. 





FIGURA 10.2.19 Globo meteorologico del problema 23 


22. La longitud final de un flujo de lava volcanica parece 
decrecer a medida que aumenta la altura de un crater 
adventicio por donde sale. Un estudio empirico del monte 
Etna indica que la longitud final L del flujo de lava, en 
funcion de la elevacion h, es 

L = 23 - 0.0053/1, 



Monte Etna 


24. Un coche en una carrera de “cajas de jabon” rueda cuesta 
abajo. Con la information de la FIGURA 10.2.20 calcule la 
distancia total d\ + d 2 que recorre la caja de jabon. 



FIGURA 10.2.20 

Cajas de jabon 
del problema 24 


a aiiuia y 


. Ubtenga K 
ilustra en la FIGURA 10.2.21. 




donde L esta en kilometres y h en metros. Suponga que un 
pueblo siciliano esta a 750 m de altura en una pendiente 
de 10°, directamente abajo de un crater adventicio que esta 
a 2 500 m. Vease la FIGURA 10.2.18. De acuerdo con la 
formula, que distancia se acercara el flujo de lava al 
pueblo? 




FIGURA 10.2.21 Trapecio 
del problema 25 


26. Considere el rectangulo azul circunscrito alrededor del rec- 
tangulo rojo en la FIGURA 10.2.22. Con la ayuda de calculo, se 
puede demostrar que el area del rectangulo azul es mas grande 
cuando 9 = v/4. Calcule esta area en terminos de ay b. 



FIGURA 10.2.22 

Rectangulos del 
problema 26 
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En los problemas 27 a 30, proceda como en el ejemplo 5 y 
traduzca las palabras a una funcion adecuada. 

27. Un telescopio rastreador, que esta a 1.25 km del punto de 
lanzamiento de un cohete, da seguimiento a un cohete que 
asciende verticalmente. Exprese la altura h del cohete en 
funcion del angulo de elevacion 6. 

28. Un faro esta a media milla frente a la costa, e ilumina un 
punto P de la costa. Exprese la distancia d del faro hasta 
el punto iluminado P en funcion del angulo 6, como se ve 
en la FIGURA 10.2.23. 


P 



Costa 




FIGURA 10.2.23 Faro 
del problema 28 


29. Una estatua se coloca sobre un pedestal, como se ve en la 
FIGURA 10.2.24. Exprese el angulo de la visual 6 en funcion 
de la distancia x al pedestal. 



FIGURA 10.2.24 Angulos de 
la visual del problema 29 


30. Una mujer en una isla desea llegar a un punto R , sobre una 
costa recta, desde un punto P en la isla. El punto P esta a 
9 millas de la costa y a 15 millas del punto R. Vea la FIGURA 
10.2.25. Si la mujer rema en un bote a 3 mi/h hacia un punto 
Q en tierra y despues camina el resto sobre la costa, a 5 
mi/h, exprese el tiempo total que tarda la mujer en llegar 
al punto R, en funcion del angulo indicado 6. [Pista: dis- 
tancia = velocidad x tiempo]. 



FIGURA 10.2.25 Mujer remando a 
la costa, problema 30 


j | 10.3 Ley de los senos 


■ Introduction En la seccion 10. 1 se explico como resolver triangulos rectangulos. En esta 
seccion describiremos dos tecnicas para resolver triangulos en general. 

■ Ley de los senos Examine el triangulo ABC de la FIGURA 10.3.1, cuyos angulos son a, (3 
y y, y sus lados opuestos correspondientes son BC, AC y AB. Si se conoce la longitud de un 
lado y otras dos partes del triangulo, se pueden determinar las tres partes que restan. Una 
forma de hacerlo es con la ley de los senos. 


Teorema 10.3.1 Ley de los senos 

Supongamos que los angulos a, j3 y y, y los lados opuestos de longitud a,byc son como 
se muestran en la figura 10.3.1. Entonces 

sena _ sen/3 _ seny |ij 

a ~ nr _ c • 


A 



FIGURA 10.3.1 Triangulo general 
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Aunque la ley de los senos es valida para cualquier triangulo, solo la deduciremos aquf 
para triangulos acutangulos o agudos, esto es, en los que los tres angulos, a, /3 y y son 
menores de 90°. Como se ve en la FIGURA 10.3.2, sea h la altura desde el vertice A al lado 
BC. Como la altura es perpendicular a la base BC, determina dos triangulos rectangulos. 
En consecuencia, se puede escribir 

h h 

— = sen/3 y — = seny. (2) 

Asf, las ecuaciones (2) se transforman en 

h = csen/3 y h = b seny. (3) 

Se igualan las dos expresiones en (3), lo que da c sen /3 = b sen y, por lo que 


sen/3 seny 
b ~ c ' 


(4) 


Si se usa la altura desde el vertice C hasta el lado AB de la misma forma, entonces 


sen a _ sen/3 
~a~ ~ 

Al combinar (4) y (5) se llega al resultado que se muestra en (1). 


(5) 



^EEEHEIl Determination de las partes de un triangulo 

Calcular las partes restantes del triangulo de la FIGURA 10.3.3. 

Solucion Sean /3 = 20°, a = 30° y b = 6. La suma de los angulos de un triangulo es 
180°; entonces, y = 180° - 20° — 130° = 30°. De acuerdo con (1), 


FIGURA 10.3.3 Triangulo del ejem- 
plo 1 


sen 130° _ sen 20° _ sen 30° 
a 6 c 


( 6 ) 


Usaremos la primera igualdad de (6) para despejar a: 


^ sen 130° 
sen 20° 


13.44. 


Con la segunda igualdad de (6) se obtiene c: 


^ sen 30° 
sen 20° 


8.77. 


Direction del Sol 



FIGURA 10.3.4 Triangulo QPS del 
ejemplo 2 


■ 3 Altura de un edificio 

Un edificio esta al lado de una colina que baja formando un angulo de 15°. El Sol esta 
sobre la colina, y desde el edificio tiene un angulo de elevation de 42°. Calcular la altura 
del edificio, si su sombra mide 36 pies de longitud. 

Solucion Sea h la altura del edificio sobre la pendiente, con lo cual se forma un triangulo 
rectangulo QPS como se ve en la FIGURA 10.3.4. Ahora bien, a + 15° = 42°, por tanto, 
a = 21°. Como A QPS es triangulo rectangulo, y = 90° — 42° = 48°. Por la ley de los 
senos (1), 


sen 27° _ sen 48° 
h ~ 36 


h 


36 


sen 27° 
sen48° 


21.99 pies. 


454 


CAPITUL0 10 Aplicaciones de trigonometria 


En los ejemplos 1 y 2, donde los datos fueron dos angulos y un lado, cada triangulo tuvo 
una solucion unica. Sin embargo, puede ser que no siempre sea asf, cuando los datos de los 
triangulos sean dos lados y un angulo opuesto a uno de esos lados. El siguiente ejemplo 
ilustra este caso. 


Dos triangulos 

Calcule las partes restantes del triangulo con j8 = 50°, b = 5 y c = 6. 
Solucion Por la ley de los senos, 


sen 50° seny 
5 - ^~6~ ° 


seny = - sen 50° = 0.9193. 


Con una calculadora puesta en modo grados, se obtiene el resultado y ~ 66.82°. Llegados 
aqui es esencial recordar que la funcion seno tambien es positiva para angulos en el segundo 
cuadrante. En otras palabras, hay otro angulo que satisface 0°<y< 180° y para el cual 
sen y ~ 0.9193. Si se usa 66.82° como angulo de referenda, se ve que el angulo del 
segundo cuadrante es 180° — 66.82° = 113.18°. Por consiguiente, las dos posibilidades 
de y son y x ~ 66.82° y y 2 ~ 113.18°. Asi, como se ve en la FIGURA 10.3.5, hay dos trian- 
gulos posibles, ABC\ y ABC 2 , que satisfacen las tres condiciones de los datos. 

A fin de terminar la solucion del triangulo ABC\ (figura 10.3.5a), primero se determina 
a\ = 180° — yi — /3 ~ 63.18°. Para calcular el lado opuesto a este angulo se usa 


sen63.18° sen50° 
a x " 5 


que da como resultado 


V sen 50° ) 

Para completar la solucion del triangulo ABC 2 (figura 10.3.51)), se determina a 2 = 
180° — y 2 — y8 ~ 16.82°. Entonces, de 


sen 16.82° _ sen 50° 
02 ~~ 5 


/ senl6.82°\ 
V sen 50° / 




■ Caso ambiguo Cuando se resuelven triangulos, al caso en el que los datos son dos lados 
y un angulo opuesto a uno de ellos se le llama caso ambiguo. Acabamos de ver, en el ejem- 
plo 3, que los datos dados pueden determinar dos triangulos diferentes. En el caso ambiguo 
pueden surgir otras complicaciones. Por ejemplo, suponga que se especifican la longitud de 
los lados AB y AC (esto es, los lados cy b),y el angulo /3 del triangulo ABC. Como se ve en 
la FIGURA 10.3.6, se traza el angulo j8 y se marca el lado AB con longitud c, para localizar los 
vertices A y B. El tercer vertice, C, esta en la base, y se traza un arco de circulo con radio b 
(la longitud de AC) con centra en A. Como se ve en la FIGURA 10.3.7, hay cuatro resultados 
posibles en esta construction: 

• El arco no interseca la base y no se forma un triangulo. 

• El arco interseca la base en dos puntos distintos, C\ y C 2 , y se forman dos triangulos 
(como en el ejemplo 3). 


A 



FIGURA 10.3.6 Base horizontal, 
angulo /3 y lado AB 


AAA A 



a) No se forma triangulo b) Dos triangulos c) Un solo triangulo d) Triangulo rectangulo 

FIGURA 10.3.7 Posibilidades de solucion del caso ambiguo en la ley de los senos 


10.3 Ley de los senos 


• El arco interseca la base en un punto, y se forma un triangulo. 

• El arco es tangente a la base, y se forma un solo triangulo rectangulo. 

Determinacion de las partes de un triangulo 

Calcular las partes restantes de un triangulo con /3 = 40°, b = 5 y c = 9. 

Solucion De acuerdo con la ley de los senos (1), 

sen 40° sen 7 9 

= yasi sen-y = — sen40 ~ 1.1570. 

5 9 ^ '5 

Ya que el seno de cualquier triangulo debe estar entre — 1 y 1, entonces sen y ~ 1.1570 
es imposible. Eso quiere decir que el triangulo no tiene solucion; el lado b no tiene la 
longitud suficiente para llegar a la base. Es el caso que se ilustra en la figura 10.3.7a). = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-25. 


En los problemas 1 a 10, use la ley de los senos para resolver 
el triangulo. 4 En los P roblemas 1 a 16. 

vea la figura 10.3.1. 

1. a = 80°, /3 = 20°, b = 7 

2. a = 60°, /3 = 15°, c = 30 

3. 13 = 37°, y = 51°, a = 5 

4. a = 30°, y = 75°, a = 6 

5. /3 = 72°, b = 12, c = 6 

6. a = 120°, a = 9, c = 4 

7. y = 62°, b = 7, c = 4 

8. p= 110°, y = 25°, a = 14 

9. y = 15°, a = 8, c = 5 

10. a = 55°, a = 20, c = 18 

11. y = 150°, b = 7, c = 5 

12. a = 35°, a = 9,b = 12 

13. 13 = 30°, a = 10, b = 7 

14. a = 140°, y = 20°, c = 12 

15. a = 20°, a = 8, c = 27 

16. a = 75°, y = 45°, b = S 

= Aplicaciones diversas 

17. Longitud de una alberca Una cuerda de 10 pies que hay 
para medir la longitud entre dos puntos, A y B, en los 
extremos opuestos de una alberca en forma de rinon, no 


es lo bastante larga. Se encuentra un tercer punto C tal que 
la distancia de A a C es de 10 pies. Se determina que el 
angulo ACB es de 115°, y que el angulo ABC es de 35°. 
Calcule la distancia de A a B. Vea la FIGURA 10.3.8. 


B 



A 


FIGURA 10.3.8 Alberca del 
problema 17 


18. Ancho de un rio Dos puntos. Ay B, estan en las orillas 
opuestas de un rio. Otro punto, C, esta en la misma orilla 
del rio que B, a una distancia de 230 pies de el. Si el angulo 
ABC es de 105° y el angulo ACB es de 20°, calcule la 
distancia deAafia traves del rio. 

19. Longitud de un poste de telefono Un poste de telefono 
forma un angulo de 82° con la horizontal. Como se ve en 
la FIGURA 10.3.9, el angulo de elevacion del Sol es de 76°. 
Calcule la longitud del poste telefonico, si su sombra mide 
3.5 m (suponga que la inclinacion del poste se aleja del 
Sol, y esta en el mismo piano que el poste y el Sol). 
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FIGURA 10.3.9 Poste 
telefonico del problema 19 

20. Desnivelado Un hombre de 5 pies 9 pulgadas de estatura 
esta parado en una acera que baja en angulo constante. Un 
poste de alumbrado vertical, directamente atras de el, 
forma una sombra de 25 pies de longitud. El angulo de 
depresion desde la parte superior del hombre hasta la incli- 
nacion de su sombra es de 31°. Calcule el angulo a, que 
se indica en la FIGURA 10.3.10, que forma la acera con la 
horizontal. 



21. ^Altura? Si el senor del problema 20 esta a 20 pies del 
poste de alumbrado, pendiente abajo por la acera, calcule 
la altura de la lampara sobre la acera. 

22. Avion con altitud Los angulos de elevacion hacia un 
avion se miden desde la parte superior y la base de un edi- 
ficio que tiene 20 m de altura. El angulo desde la azotea 
es de 38°, y desde la base es de 40°. Calcule la altitud del 
avion. 

23. Angulo de golpeo La distancia del tee al green de un 
determinado hoyo de golf es de 370 yardas. Un golfista 
realiza su primer golpe y coloca la pelota a 210 yardas del 
hoyo. Desde el punto donde se encuentra la pelota, el gol- 
fista mide un angulo de 160° entre el tee y el green. Obtenga 
el angulo de golpeo desde el tee medido desde la lrnea 
punteada que va del tee al green y que se muestra en la 
FIGURA 10.3.11. 



Pelota 



FIGURA 10.3.11 Angulo de golpeo 
del problema 23 

24. En el ejercicio anterior, <;cual es la distancia de la pelota 
al green? 


j | 10.4 Ley de los cosenos 

■ Introduccion Los triangulos para los que se conocen tres lados o dos lados y el angulo 
incluido (esto es, el angulo formado por los lados indicados) no se puede resolver en forma 
directa usando la ley de los senos. El metodo que describiremos a continuation se puede usar 
para resolver triangulos en estos dos casos. 


■ Teorema de Pitagoras En un triangulo rectangulo, como el de la FIGURA 10.4.1, la longi- 
tud c de la hipotenusa se relaciona con las longitudes ay b de los otros dos lados, mediante 
el teorema de Pitagoras 


c 2 = a 2 + b 2 . (1) 

Esta ultima ecuacion es un caso especial de una formula general para relacionar las longitu- 
des de los lados de cualquier triangulo. 



10.4 Ley de los cosenos 
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■ Ley de los cosenos La generalization de (1) se llama ley de los cosenos. Como la ley 
de los senos (1) de la seccion 10.3, la ley de los cosenos es valida para cualquier triangulo. 


A 



FI GURA 10.4.2 Triangulo acutan- 
gulo 


A 



FIGURA 10.4.3 Triangulo del ejem- 
plo 1 


Teorema 10.4.1 Ley de los cosenos 

Sean los angulos a, /3 y y, y los lados opuestos a ellos sean a, by c, como f 
10.3.1. Entonces 

se ve en la figura 

a 2 = b 2 + c 2 — Ibccosa , 
b 2 = a 2 + c 2 — 2accos)3, 
c 2 = a 2 + b 2 — 2abcosy. 

(2) 

]omprobacion Igual que (1), la ley de los cosenos es valida para cualquier triangulo. Pero 
ror comodidad deduciremos las dos primeras ecuaciones de (2) usando el mismo triangulo 
acutangulo que el de la figura 10.3.2. Sin embargo, esta vez sea P el punto donde la altura 
desde el vertice A cruza al lado BC. Entonces, como tanto el A BP A y el A CPA de la FIGURA 
10.4.2 son triangulos rectangulos, de acuerdo con (1), 

c 2 = h 2 + (ccos/3) 2 
y b 2 = h 2 + {b cosy) 2 . 

(3) 

(4) 

Ahora, la longitud de BC es a = c cos /3 + b cos y, por lo que 


c cos/3 = a — b cosy. 

(5) 

Ademas, segun (4), 


h 2 = b 2 — {b cosy) 2 . 

(6) 

Las ecuaciones (5) y (6) se sustituyen en (3), y simplificando se llega a 
ecuaciones en (2): 

la tercera de las 

c 2 — b 2 — (bcosy) 2 + (a — fccosy) 2 

= b 2 — b 2 cos 2 y + a 2 — 2a&cosy + b 2 cos 2 y 
0 c 2 = a 2 + b 2 - labcosy. 

(7) 

Note que la ecuacion (7) se reduce al teorema de Pitagoras (1) cuando y = 
De igual modo, si se usan b cos y = a — c cos /3,y h 2 = c 2 — ( c cos 
b cos y y h 2 en (4), se obtiene la segunda de las ecuaciones en (2). 

= 90°. 

;6) 2 para eliminar 

Determinacion de las partes de un triangulo 



Calcular las partes restantes del triangulo que muestra la FIGURA 10.4.3. 


Solution Primero, si se llama b al lado desconocido y se identifican a = 12, c = 10 y 
/3 = 26°, entonces, de acuerdo con la segunda de las ecuaciones en (2), 

b 2 = (12) 2 + (10) 2 - 2(12)(10)cos26°. 

Por consiguiente, b 2 ~ 28.2894 y b ~ 5.32. 

A continuation se aplica la ley de los cosenos para calcular los demas angulos del 
triangulo de la figura 10.4.3. Si y es el angulo del vertice C, entonces la tercera de las 
ecuaciones (2) da como resultado 

10 2 = 12 2 + (5.32) 2 - 2(l2)(5.32)cosy o sea cosy = 0.5663. 

Con ayuda de una calculadora se ve que y ~ 55.51°. Notese que como el coseno de un 
angulo entre 90° y 180° es negativo, no hay necesidad de considerar dos posibilidades, 
como lo hicimos en el ejemplo 3 de la seccion 10.3. Por ultimo, el angulo del vertice A es 
a = 180° - /8 - y, o sea a ~ 98.89°. = 
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Observe, en el ejemplo 1, que despues de determinado b, se conocen dos lados y un angulo 
opuesto a uno de ellos. Entonces, se podia haber usado la ley de los senos para calcular el 
angulo y. 

En el ejemplo que sigue describiremos el caso en el que los datos son las longitudes de 
los tres lados. 


M3EEEE0 Determination de los angulos en un triangulo 

Calcular los angulos a, /3 y y del triangulo que muestra la FIGURA 10.4.4. 

Solucion Aplicaremos la ley de los cosenos para calcular el angulo opuesto al lado mas 
largo: 


9 2 = 6 2 + 7 2 - 2(6)(7)cosy o sea cosy = jj. 

Entonces, con una calculadora se comprueba que y ~ 87.27°. Aunque podrfamos usar la 
ley de los cosenos, optaremos por calcular (3 usando la ley de los senos: 


sen/3 _ sen 87.27° 


sen/3 = -sen 87 .27° ~ 0.6659. 


Debido a que y es el angulo opuesto, el lado mas largo es el angulo mas grande del trian- 
gulo, por lo que /3 debe ser un angulo agudo. Asf, sen /3 ~ 0.6659 da /3 ~ 41.75°. Por 
ultimo, de a = 180° - (3 - y determinamos a ~ 50.98°. EE 


■ Rumbo En navegacion se indican direcciones usando rumbos. Un rumbo (o curso, 
derrotero o trayectoria) designa el angulo agudo que forma una lrnea con la lrnea norte-sur. 
Por ejemplo, la FIGURA 10.4.5a) ilustra un rumbo de S40°O, lo que quiere decir que es hacia 
los 40 grados al oeste del sur. Los rumbos en las figuras 1 0.4.57?) y 10.4.5c) son N65°E y 
S80°E, respectivamente. 


N 

N 

N 

, co N65°E 

65 jr- 

E 

° / 

/4(f 

S40°O 

E O 

s s 

E O 

S 

80° S80 ° E 


a) b) c) 

FIGURA 10.4.5 Tres ejemplo de rumbos 


LESSEES Rumbos de dos barcos 

Dos barcos salen de un puerto a las 7:00 a.m. Uno viaja a 12 nudos (millas nauticas por 
hora) y el otro a 10 nudos. Si el barco mas rapido mantiene un rumbo de N47°0 y el rumbo 
del otro es S20°O, <;cual es su separation (redondeando a la milla nautica) a las 1 1 :00 a.m. 
de ese dfa? 

Solucion El tiempo transcurrido es 4 horas; el barco mas veloz ha recorrido 4 ■ 12 = 48 
millas nauticas desde el puerto, y el mas lento 4 • 10 = 40 millas nauticas. Con estas 
distancias y los rumbos indicados se puede trazar el triangulo (valido a las 1 1 :00 a.m.) que 
muestra la FIGURA 10.4.6. En ese triangulo, c representa la distancia que separa a los barcos, 
y y es el angulo opuesto a ese lado. Como 47° + y + 20° = 180°, se ve que y = 113°. 
Por ultimo, por la ley de los cosenos, 

c 2 = 48 2 + 40 2 - 2(48)(40)cos 113°, 


A 



FIGURA 10.4.4 Triangulo del ejem- 
plo 2 



FIGURA 10.4.6 Barcos del ejemplo 3 


10.4 Ley de los cosenos 


el resultado es c 2 ~ 5 404.41, y c ~ 74.51. Entonces, la distancia entre los barcos (a la 
milla nautica mas cercana) es de 74 millas nauticas. = 


Notas del aula 



i ) Un primer paso importante para resolver triangulos es determinar cual de los tres meto- 
dos que hemos descrito se va a usar: trigonometrfa del triangulo rectangulo, la ley de los 
senos o la ley de los cosenos. La tabla que sigue describe las diversas clases de problemas 
e indica el metodo mas apropiado para cada uno. El termino oblicuo indica cualquier 
triangulo que no sea triangulo rectangulo. 


Tipo de triangulo 

Datos 

Tecnica 

Rectangulo 

Dos lados o un angulo 
y un lado 

Definiciones basicas 
de seno, coseno y tangente; 
teorema de Pitagoras 

Oblicuo 

Tres lados 

Ley de los cosenos 

Oblicuo 

Dos lados y el angulo 
incluido 

Ley de los cosenos 

Oblicuo 

Dos angulos y un lado 

Ley de los senos 

Oblicuo 

Dos lados y un angulo 
opuesto a uno de los lados 

Ley de los senos (si el 
angulo dado es agudo, es 
un caso ambiguo) 


ii) A continuacion presentamos algunos consejos adicionales para resolver triangulos. 

• Con frecuencia, los alumnos usan la ley de los senos cuando se podrfa haber usado 
una funcion trigonometrica del triangulo rectangulo. El metodo mas sencillo y mas 
eficiente es este ultimo. 

• Cuando se dan los tres lados, verifique primero si la longitud del lado mas largo es 
mayor o igual a la suma de las longitudes de los otros dos lados. Si lo es, no puede 
haber solucion alguna (aunque la informacion indique el uso de un metodo de ley de 
los cosenos). Esto se debe a que la distancia mas corta entre dos puntos es la longitud 
del segmento de recta que los une. 

• Si obtiene usted un valor mayor que 1 para el seno de un angulo al aplicar la ley de 
los senos, el problema no tiene solucion. 

• En el caso ambiguo de la ley de los senos, al despejar el primer angulo desconocido 
debe usted tener en cuenta el angulo agudo determinado con su calculadora y tam- 
bien su suplemento como soluciones posibles. El suplemento sera una solucion si la 
suma del suplemento y el angulo proporcionado del triangulo es menor que 180°. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-25. 


En los problemas 1 a 16 use la ley de los cosenos para resol- 
ver el triangulo. ^ En los problemas 1 a 16, 

vealafigura 10.3.1. 

1. y = 65°, a = 5, b = 8 


2. 13 = 4 


a = 7, c = 6 


3. a = 8, b = 10, c = 7 

4. y = 31.5°, a = 4, b = 8 

5. y = 97.33°, a = 3, b = 6 

6. a = l,b = 9,c = 4 
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7. a= ll,b = 9.5,c = 8.2 

8 . a = 162°, b = 11, c = 8 

9. a = 5, b = 7, c = 10 

10. a = 6, b = 12, c = 7 

11. a = 3, ft = 4, c = 5 

12. a = 5,b= 12, c = 13 

13. a = 6, ft = 8, c = 12 

14. p = 130°, a = 4, c = 7 

15. a = 22°, b = 3,c = 9 

16. p = 100°, a = 22.3, c = 16.1 

= Aplicaciones diversas 

17. ^Distancia? Un barco navega 22 millas hacia el oeste, 
desde un puerto. Despues navega hacia S62°0 otras 15 
millas nauticas. i,A que distancia esta del puerto? 

18. £A que distancia? Dos excursionistas salen de su cam- 
pamento al mismo tiempo, con rumbos N42°0 y S20°E, 
respectivamente. Si cada uno de ellos camina a un prome- 
dio de 5 km/h ( ',a que distancia estan despues de 1 hora? 

1 9. Rumbos En el mapa de un excursionista, el punto A esta 
a 2.5 pulg hacia el oeste del punto B, y el punto C esta a 
3.5 pulg de B, y a 4.2 pulg de A, respectivamente. Vea la 
FIGURA 10.4.7. Calcule a) el rumbo de A a C y b) el rumbo 
de B a C. 



FIGURA 10.4.7 Triangulo del 
problema 19 


20. ^Cuanto tardan? Dos barcos salen del puerto al mismo 
tiempo; uno va a 15 nudos y el otro a 12 nudos. Mantienen 
rumbos de S42°0 y S10°E, respectivamente. Despues de 
tres horas, el primer barco queda varado y de inmediato el 
segundo barco va en su ayuda. 

a) ^Cuanto tardara el segundo barco en llegar al primero, 
si viaja a 14 nudos? 

b) (j Que rumbo tomara? 

21. Brazo robotico Un brazo robotico bidimensional “sabe” 
donde esta, porque mantiene registro del angulo a de su 
“hombro” y del angulo p de su “codo”. Como se ve en la 
FIGURA 10.4.8 este brazo tiene un punto fijo de rotacion en 
el origen. El angulo del hombro se mide en sentido con- 


trario al de las manecillas del reloj a partir del eje x, y el 
angulo del codo se mide en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, desde el brazo hasta el antebrazo. 
Suponga que el brazo y el antebrazo tienen 2 de longitud, 
y que el angulo p del codo no puede “dislocarse” mas alia 
de 180°. Calcule los angulos ay p que pongan la mano 
del robot en el punto (1,2). 



FIGURA 10.4.8 Brazo robotico del 
problema 21 


22. iHacia donde? Dos torres vigia estan situadas en las 
cumbres de las montanas A y B, a 4 millas de distancia. Un 
equipo de bomberos en helicoptero esta en un valle en el 
punto C, a 3 millas de A y a 2 millas de B. Usando la linea 
entre Ay B como referenda, un vigia ve un incendio en un 
angulo de 40° de la torre A, y a 82° de la torre B. Vease la 
FIGURA 10.4.9. < : ,A que angulo, medido a partir de CB, debe 
volar el helicoptero para dirigirse hacia el incendio? 



problema 22 

23. Cometa Para el cometa que se muestra en la FIGURA 
10.4.10, use la ley de los cosenos para calcular las longitu- 
des de las dos canas que se requieren para los soportes 
diagonales. 



FIGURA 10.4.10 Cometa del problema 23 


10.4 Ley de los cosenos 
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24. Anchura de un canon Desde el suelo de un canon se 
necesitan 62 pies de soga para alcanzar la cima de la pared 
del canon y 86 pies para alcanzar la cima de la pared 
opuesta (FIGURA 10.4.11). Si las dos sogas forman un angulo 
de 123°, <jcual es la distancia d desde la cima de una pared 
del canon a la otra? 



FIGURA 10.4.11 Canon del problema 24 


28. Mas area Use la formula de Heron del problema 25 para 
encontrar el area de un triangulo con vertices ubicados en 
(3, 2), (—3, — 6) y (0, 6) en un sistema de coordenadas rec- 
tangular. 

29. Hombre azul El esfuerzo en subir un tramo de escalera 
depende en gran medida del angulo de flexion de la rodi- 
11a delantera. Un modelo simplificado de un hombre palito 
que sube una escalera indica que la maxima flexion de la 
rodilla ocurre cuando la piema trasera esta estirada y las 
caderas estan directamente encima del talon del pie delan- 
tero. Vea la FIGURA 10.4.13. Demuestre que 


= Para la discusion 

25. Formula de Heron Use la ley de cosenos para derivar la 
formula de Heron* 

A = Vi(i - a)(s — b)(s — c), 

del area de un triangulo con lados a, b, c, respectivamente, 
y s = |(a + b + c). 

26. Parcela de jardin Use la formula de Heron del problema 
25 para hallar el area de una parcela de jardrn triangular si 
las longitudes de los tres lados son de 25, 32 y 41 m. 

27. Parcela de esquina Halle el area de la parcela de esquina 
irregular que se muestra en la FIGURA 10.4.12. [Pista: divida 
la parcela en dos parcelas triangulares como se muestra y 
luego busque el area de cada triangulo. Use la formula de 
Heron del problema 25 para calcular el area del triangulo 
agudo]. 



H A 

50.2 pies 

FIGURA 10.4.12 Parcela de esquina 
del problema 27 


donde 6 es el angulo de la articulacion de la rodilla, 2 a 
es el largo de la piema, R es la subida de un solo escalon 
y T es el ancho de un escalon. [Pista: sea h la distancia 
vertical desde la cadera hasta el talon de la piema delantera, 
como se muestra en la figura. Establezca dos ecuaciones 
que involucren a h: una aplicando el teorema de Pitagoras 
al angulo recto cuya hipotenusa consiste en la piema tra- 
sera de longitud 2a, y la otra usando la ley de cosenos en 
el angulo 6. Luego elimine h y resuelva cos 6]. 



FIGURA 10.4.13 Hombre azul del 
problema 29 


* Esta formula se llama asf en honor de Heron, matematico griego, pero el 
merito deberfa atribuirse en realidad a Arqulmedes. 


462 


CAPITULO 10 Aplicaciones de trigonometria 


I I 10.5 Movimiento armonico simple 


■ Introduccion Muchos objetos ffsicos vibran u oscilan en forma regular, moviendose de 
aquf para alia a traves de un intervalo de tiempo determinado. Algunos ejemplos son los 
pendulos de relojes, una masa sobre un resorte, las ondas sonoras, las cuerdas de una guitarra 
que se puntean, el corazon humano, la marea y la corriente altema. En esta seccion nos enfo- 
caremos en los modelos matematicos del movimiento oscilatorio no amortiguado de una masa 
sobre un resorte. 

Antes de pasar a la discusion principal tenemos que abordar la grafica de la suma de 
multiplos constantes de cos fix y sen Bx, es decir y = c, cos Bx + c 2 sen Bx, donde Ci y c 2 
son constantes. 


■ Adicion de dos funciones senoidales En la seccion 9.2 hemos examinado las graficas 
de curvas de senos y cosenos horizontalmente desplazadas. Resulta que cualquier combina- 
tion lineal de una funcion seno y una funcion coseno de la forma 

y ~ cqcosfix + c 2 senfix (1) 

donde ci y c 2 son ambas constantes, se puede expresar ya sea como una funcion seno desplazada 
y = A sen (fix + <f>),B> 0, o como una funcion coseno desplazada y = A cos (Bx + <p). Note 
que en (1) las funciones seno y coseno sen fix y cos fix tienen el mismo periodo Itt/B. 


jMOBEEL Adicion de un seno y un coseno 

Grafique la funcion y = cos2x — '\/3 sen2x. 

Solution Con una herramienta de graficacion hemos elaborado la FIGURA 10.5.1 para 
cuatro ciclos de las graficas de y = cos 2x (en rojo) y y = — \/3 sen 2x (en verde). En la 
FIGURA 10.5.2 es obvio que el periodo de la suma de estas dos funciones es tt, el periodo 
comun de cos 2x y sen 2x. Tambien es claro que la grafica azul es una funcion seno (o 
coseno) horizontalmente desplazada. Aunque la figura 10.5.2 sugiere que la amplitud de 
la funcion y = cos2x — \/?> sen 2x es 2, el desplazamiento de fase exacto de la grafica 
ciertamente no es evidente. 



■ Reduccion a una funcion seno Examinamos solamente la reduccion de (1) a la forma 
y = A sen (fix + 4>), B > 0. 


La forma senoidal y = A sen (Bx + 
(/>) es un poco mas facil de usar 
que la forma cosenoidal 
y = A cos (Bx + </>). 


10.5 Movimiento armonico simple 
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Teorema 10.5.1 Reduction de (1) a (2) 

Para los numeros reales C\, c 2 , By x, 



Cjcosfix + c 2 senBx 

= Asen (Bx + c p). 

(2) 

donde Ay cf) estan definidos por 


(3) 

A = Vcf 

T 4 

sen ch = V 

y ih V 

cos« = - J 

. C! 

tan <p = — . 
c 2 

(4) 


Para comprobar (2) utilizamos la formula de suma (7) de la section 9.4: 

Asen(£;t + eft) = A sen fix cos + A cos fix sen <^> 

= (Asen0)cosBx + (A cos $) sen fix 
= CyCosBx + c 2 sen5x 

e identificamos A sen <f> = c u A cos 4> — c i- Por lo tanto, sen tf> = cjA = c,/Vc 2 + c\ y 
cos 4> = c-J A = C2/V Cl + c\. = 


MEHSHUH Ejemplo 1 revisitado 

Exprese y = cos2x — \/3 sen 2x como una sola funcion seno. 

Solution Mediante las identificaciones c l = 1 ,c 2 = ~ y B = 2 tenemos, segun (3) 
y(4), 

A = Vc?+ cl = Vl 2 + (-V3) 2 = V4 = 2, 


sen 


cos<£ = 



tan<^) = 


Vi' 


Aunque tan 4> = — I /Vi, no podemos ciegamente suponer que <^> = tan _1 ( — I /Vi). El 
angulo que obtenemos para cj) debe ser consistente con los signos algebraicos de sen cf> y 
cos </>. Puesto que sen cf> > Q y cos cf) < 0, el lado terminal del angulo cf> se encuentra en 
el segundo cuadrante. Pero visto que el rango de la funcion de tangente inversa es el 
intervalo {—v/2, it 12), tan _1 ( — l/Vi) = — ir/6 es un cuarto angulo de cuadrante. El 
angulo correcto se encuentra utilizando el angulo de referencia 77-/6 para tan _1 ( ■ I / Vi) 
para encontrar el segundo angulo de cuadrante 


Por tanto, y = cos 2x — Vi sen 2x se puede reescribir como 


y = 2sen^2x + — j o y = 2sen2 

Por ende la grafica y = cos 2x — Vi sen 2x es la grafica de y = 2 sen 2x, que tiene la 
amplitud 2, el periodo 2tt!2 = it, y es desplazado 57r/12 unidades hacia la izquierda. = 
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■ Movimiento armonico simple Considere el movimiento de una masa que cuelga de un 
resorte como se muestra en la FIGURA 10.5.3. En la ausencia de fuerzas de friction o amorti- 
guacion, se da un modelo matematico para el desplazamiento (o distancia dirigida) de la masa 
medida desde una posicion que se llama position de equilibrio mediante la funcion 

y(t) = y 0 cos cat + ^sencaf. (5) 

Se dice que el movimiento oscilatorio modelado por la funcion (5) es un movimiento armo- 
nico simple. 

Dicho mas precisamente, tenemos la siguiente definicion. 


Definicion 10.5.1 Movimiento armonico simple 

Se dice que un punto que se mueve en una Knea de coordenadas cuya posicion en el momento 
t es dada por 

y(t) = Asen(caf + </>) o y(t) = Acos(tuf + </>), (6) 

donde A, co > Oy cf> son constantes, presenta un movimiento armonico simple. 



FIGURA 10.5.3 Un sistema de resor- 
te-masa no amortiguado presenta un 
movimiento armonico simple 


Casos especiales de las funciones trigonometricas (6) son y(t) = A sen cut, y{t) = A cos cot y 
y(t) = Ci cos cot + c i sen cut. 

■ Terminologia Se dice que la funcion (5) es una ecuacion de movimiento de la masa. 
Tambien en (5), a> — “Vk/m, donde k es la constante de resorte (un indicador de la rigidez 
del resorte), m es la masa sujetada al resorte (medida en unidades de masa o kilogramos), y 0 
es el desplazamiento inicial de la masa (medido arriba o debajo de la posicion de equilibrio), 
v 0 es la velocidad inicial de la masa, t es el tiempo medido en segundos y el periodo p del 
movimiento es p = 2tt/m segundos. El numero/ = Up = \/{2ir/a>) = m/ 277 se llama la fre- 
cuencia del movimiento. La frecuencia indica el numero de ciclos completados por la grafica 
por unidad de tiempo. Por ejemplo, si el periodo de (5) es p = 2 segundos, entonces sabemos 
que un ciclo de la funcion es completado en 2 segundos. La frecuencia / = 1 Ip = l significa 
un medio segundo de un ciclo se completa en 1 segundo. 

En el estudio del movimiento armonico simple es conveniente remodelar la ecuacion de 
movimiento (5) como una sola expresion que implique linicamente la funcion seno: 

y(t) = Asen(m/ + <j>). (7) 

La reduction de (5) a la funcion seno (7) se puede realizar en exactamente la misma forma 
que se ilustra en el ejemplo 2. En esta situation hacemos las siguientes identificaciones entre 
(2) y (5): 

c i = yo’ c 2 — v 0 /m, A = Vcf+c| y B = m. 

La ecuacion del movimiento 

a) Halle la ecuacion del movimiento armonico simple (5) para un sistema de resorte-masa 
si m = slugs, y 0 — — f pie, k = 4 libra/pie y v 0 = j pie/s 

b) Busque el periodo y la frecuencia de movimiento. 

Solution a) Empezamos con la ecuacion del movimiento armonico simple (5). Puesto que 
k/m = 4/(^) = 64, m = Vkfm = 8 y v 0 /m = (|)/8 = g. Portanto, (5) se vuelve 

y(t) = — fcos 8t + gsen8f. (8) 

b) El periodo de movimiento es 2 77/8 = 77/4 segundos, la frecuencia es 4/77 = 1.27 ciclos 
por segundo. EE 


10.5 Movimiento armonico simple 
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Continuacion del ejemplo 3 

Exprese la ecuacion del movimiento (8) como una sola funcion seno (7). 

Solucion Mediante = — §, c 2 = 5, encontramos que la amplitud de movimiento es 

A = V (-|) 2 + (g ) 2 = g\/l7 pies. 


Luego, segun 


sen cf) = — < 0 

cos cf) = > 0 


tan cf) = —4 


podemos ver por los signos algebraicos sen <f> < 0 y cos cf> > 0 que el lado terminal del 
angulo <p se encuentra en el cuarto cuadrante. Por consiguiente, el valor correcto, pero 
aproximado de <fi es tan '(—4) = —1.3258. La ecuacion del movimiento es entonces 
y(t) = gVl7sen(8t — 1.3258). Como se muestra en la FIGURA 10.5.4, la amplitud del 
movimiento es A = VT7/6 ~ 0.6872. Puesto que suponemos que no hay resistencia al 
movimiento, una vez que el sistema de resorte-masa se pone en movimiento, el modelo 
indica que permanece en movimiento rebotando de un lado al otro entre su desplazamiento 
maximo Vl7/6 pies arriba de la posicion de equilibrio y un mmimo de — VT7/6 pies 
debajo de la posicion de equilibrio. 



FIGURA 10.5.4 Grafica de la ecuacion de movimiento 
del ejemplo 4 


Solo en los dos casos C\ > 0, c 2 > 0, o cj < 0, c% > 0 podemos usar tan cf) en (4) para 
escribir <fr = tan - '(c|/c 2 ). (gPor que?) De manera correspondiente, cf> es un angulo en el primer 
o en el cuarto cuadrante. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-26. 


En los problemas 1 a 6, proceda igual que en el ejemplo 2 y 
reduzca las expresiones trigonometricas indicadas a la forma 
y = A sen (fix + cf)). Esboce la grafica y de la amplitud, el 
periodo y el desplazamiento de fase. 

1. y = cos 7r x — sen v x 

2. y = sen — x — V3 cos — x 
y 2 2 

3. y = V3 sen 2x — cos 2x 

4. y = V3 cos 4x — sen 4x 


V2 

5. y = — (— sen x — cos x) 

6. y = sen x + cos x 

En los problemas 7 a 10, proceda como en los ejemplos 3 y 4 
y utilice la informacion dada para expresar la ecuacion del 
movimiento armonico simple (5) para un sistema de resorte- 
masa en la forma trigonometrica (7). De la amplitud, el 
periodo y la frecuencia del movimiento. 

7. m = \ slugs, y 0 = 2 pie, k = 1 libra/pie y v 0 = \ pie/s 
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m = 1.6 slugs, _y 0 = ~3 pie, k = 40 libras/pie 
y v 0 = -4 pies/s 

m = 1 slugs, y 0 = — 1 pie, k = 16 libras/pie 
y v 0 = —2 pies/s 

m = 2 slugs, y 0 = — I pie, k = 200 libras/pie 
y v 0 = 5 pies/s 

La ecuacion del movimiento armonico simple de un sis- 
tema de resorte-masa es y(t) = §sen(2f — 77/3). Halle el 
desplazamiento inicial y 0 y la velocidad inicial v 0 de la 
masa. [Pista: utilice (5)]. 


12. Utilice la ecuacion del movimiento armonico simple del 
sistema de resorte-masa dada en el problema 1 1 para hallar 
los tiempos para los que la masa pasa a traves de la position 
de equilibrio y = 0. 

= Aplicaciones diversas 

13. Circuitos electricos Bajo ciertas circunstancias la 
corriente /(f) en un circuito electrico en el tiempo f esta 
dada por /(f) = / 0 [sen(cof) + 0)cos <p + cos(<wf + 0)sen<£]. 
Exprese /(f) como una sola funcion seno de la forma dada 
en (7). [Pista: revise la formula en (7) del teorema 
9.4.3], 


| | 10.6 Forma trigonometrica de los numeros complejos 


■ Introduction Un numero complejo z = a + hi queda determinado de forma unica por 
un par ordenado de numeros reales ( a , b). La primera y la segunda entradas de los pares 
ordenados corresponden, a su vez, a las partes real e imaginaria del numero complejo. Por 
ejemplo, el par ordenado (2, —3) corresponde al numero complejo z — 2 — 3i. A la inversa, 
el numero complejo z — 2 — 3i determina el par ordenado (2, —3). Los numeros 10, i, y —5 i 
son equivalentes a (10, 0), (0, 1) y (0, 5), respectivamente. Asf, podemos relacionar un numero 
complejo z = a + bi con un punto ( a , b) en un sistema de coordenadas rectangulares. 

■ Plano complejo Debido a la correspondence entre un numero complejo z, = a + bi y 
un punto, y solo uno, P{a, b) en un piano de coordenadas, usaremos los terminos numero 
complejo y punto indistintamente. El piano de coordenadas ilustrado en la FIGURA 10.6.1 se 
llama piano complejo, o simplemente piano z. El eje x u horizontal se denomina eje real 
porque cada punto en ese eje representa un numero real. El eje y o vertical se conoce como 
eje imaginario porque los puntos de dicho eje representan numeros imaginarios puros. 


^ Se recomienda revisar la seccion 


Eje 


P{a, b) 
z = a + bi 


FIGURA 10.6.1 Plano complejo 


HB Graficasde numeros complejos 

Grafique los numeros complejos 

Zi = 5 + 4i, z 2 = -2f, z 3 = —2 - 3 i y Z4 = — 4 + 2 i. 

Solution Identificamos los numeros complejos Zi, z 2 , Z3, Z4 con los puntos (5, 4), (0, —2), 
(—2, —3), (—4, 2), respectivamente. Estos puntos son, a su vez, los puntos rojo, azul, verde 
y anaranj ado en la FI G U RA 1 0.6.2. = 

■ Forma trigonometrica Si z = a + bi es un numero complejo distinto de cero y P(a, b) 
es su representation geometrica, como se ilustra en la FIGURA 10.6.3, la distancia de P al origen 
esta dada por \Za 2 + b 1 . Esta distancia se denomina modulo, magnitud o valor absoluto 
de z y se denota con | z |: 


|z| 


( 1 ) 


Por ejemplo, si z = i, entonces |f| \/o 2 + I 2 = VT 2 = 1; si z = 3 — 4 i, entonces |3 — 4j| = 
"\/3 2 + (— 4) 2 = V25 = 5. Por (4) de la seccion 3.4, sabemos que si z = a — bi es el con- 
jugado de z = a + bi, entonces zz = a 1 + b 2 . Por tanto, (1) tambien puede escribirse asf: 

|z| = Vzz. 


= -4 + 2 i 


Z 3 = -2 - 3 i " B z 2 2( 


FIGURA 10.6.2 Los numeros 
complejos del ejemplo 1, 
interpretados como puntos 



FIGURA 10.6.3 Modulo y argumento 
de un numero complejo z 
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FIGURA 10.6.4 Numero complejo 
del inciso a) del ejemplo 2 





(1,-V3) 


FIGURA 10.6.5 Numero complejo 
del inciso b) del ejemplo 2 




Si 6 es el angulo en position estandar cuyo lado terminal pasa por P(a, b)y r = \ z |, 
entonces cos 8 = airy sen 6 = blr, de los cuales obtenemos a = r cos 6 y b = r sen 6. Si 
sustituimos ay b por estas expresiones en z = a + bi, obtendremos a = a + bi = (r cos G) 
+ ( r sen Q)i o 

z = r(cos G + i sen G). (2) 

Decimos que (2) es la forma trigonometrica, o forma polar del numero complejo z. El angulo 
G es el argumento de z y satisface tan G = bla. Sin embargo, G no es necesariamente arctan(Zz/a) 
puesto que G no esta restringido al intervalo (— 7r/2, 7r/2) (veanse los ejemplos 2 y 3 a continua- 
tion). Ademas, el argumento G no esta, determinado de forma exclusiva, en virtud de que 
cos G = cos (G + 2kir) y sen G = sen(0 + 2kir) para cualquier entero k. Si z = a + bi = 0, 
entonces a = b = 0. En este caso, r = 0y podemos tomar cualquier angulo G como argu- 
mento. 

Forma trigonometrica 

Escriba los numeros complejos en forma trigonometrica: a) 1 + i: b) 1 — VI i. 

Solution a) Si identificamos a = 1 y b = 1, entonces el modulo de 1 + i es 

r = |1 + *| = V(l ) 2 + (l ) 2 = V2. 

Debido a que tan G = bla = 1 y el punto (1, 1) se situa en el primer cuadrante, podemos 

considerar que el argumento del numero complejo es 8 = tt/ 4, como se muestra en la 

FIGURA 10.6.4. Por tanto, 


z = V2( cos— + z'sen— ), 


b ) En este caso, 

r = 1 1 — V3i| = Vl 2 + (-V3) 2 = V4 = 2. 

Por tan G = — V3/1 = — V3 y el hecho de que (1, — V3) esta situado en el cuarto cua- 
drante, tenemos que G = tan _1 (— V3) = 7t/3, como se ilustra en la FIGURA 10.6.5. Por 
tanto, 

z = 2 [c°s(-f) + ,se n (-f)]. = 

Siguiendo la convention, en el resto de esta exposition asi como en los ejercicios 10.6, 
entenderemos que el argumento G de un numero complejo z es ya sea un angulo medido en 
radianes en el intervalo [0, 2-77] o un angulo medido en grados que satisface 0 < 0 < 360°. 
Por ejemplo, la respuesta del inciso b) del ejemplo 2 se puede escribir de esta otra forma: 

( 577 577 \ 

z = 21 cos— + zsen— I. 

El argumento de 1 — V3z que esta situado dentro del intervalo [0, 277) es G = 577/3, como se 
muestra en la FIGURA 10.6.5. 

LOESSES Forma trigonometrica 

Exprese el numero complejo 

/ 777 7t r\ 

z = 2V2( cos— + zsen— I 

en la forma estandar z = a + bi. 
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Solucion Con base en el concepto de angulo de referenda que se explico en la seccion 
9.1, tenemos que cos(77t/4) = V2/2 y sen(77r/4) = — V2/2. Por tanto, 


z = 2V2I 


= 2V2| 


'V2 ,V2\ 


oz = 2- 


2 i. 


H3E3SEQ Forma trigonometrica 

Obtenga la forma trigonometrica de z = —4 + 5 i. 
Solucion El modulo de z = -4 + 5 i es 


= 1-4 + 5t| = 


Debido a que el punto (—4, 5) esta situado en el segundo cuadrante, debemos tener cuidado 
de ajustar el valor del angulo obtenido de tan 0 = — § y usar una calculadora para que 
nuestra respuesta final sea un angulo del segundo cuadrante (FIGURA 10.6.6). Un metodo 
consiste en usar la calculadora en modo de radianes para obtener el angulo de referencia 
O' = tan -1 1 ~ 0.8961 radianes. Asf pues, el angulo deseado del segundo cuadrante es 
0 = 7 t - O' *= 2.2455. Por tanto, 

z «* V4T (cos 2.2455 + /sen 2.2455). 

Por otra parte, la forma trigonometrica anterior tambien se puede escribir con un angulo 
medido en grados. Con la calculadora en modo de grados, obtendrfamos O' ~ 51.34° y 
0 = 180° — O' ~ 128.66°, de lo cual se deduce que 



FIGURA 10.6.6 Numero complejo 

Z = V41 (cos 128.66° + /sen 128.66°). = delejemplo4 


| Modulo y argumento de un producto 

Obtenga el modulo y el argumento de Z1Z2, donde zi = 2i y z 2 = 1 + i. 
Solucion El producto es 


Z!Z 2 = 2i(l + 0 = -2 + 2 i. 


por tanto, el modulo es 

r = \ziz 2 \ = 1-2 + 2i\ = V8 = 2V5. 



Si identificamos a = — 2yb = 2, tenemos que tan 0 = — 1. Puesto que 0 es un angulo del FIGURA 10.6.7 El producto del 
segundo cuadrante, concluimos que el argumento de ziZ 2 es 0 = 377/4 (FIGURA 10.6.7). = ejemplo 5 


■ Multiplicacion y division En el ejemplo 5 observe que el modulo r = 2V2 del producto 
ZiZ 2 es el producto del modulo r, = 2 de zi y el modulo r 2 = V2 de z 2 . Ademas, el argu- 
mento 0 = 377/4 de ziz 2 es la suma de los argumentos 0i = 7 t /2 y 0 2 = 7 t /4 de z\ y z 2 , respec- 
tivamente. Hemos ilustrado un caso particular del siguiente teorema, que describe como 
multiplicar y dividir numeros complejos cuando se escriben en forma trigonometrica. 
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Teorema 10.6.1 

Producto y cociente 


Si Zi = r^cos 0! 

+ I sen 0|) y z 2 = r 2 (cos 0 2 + i sen 0 2 ), entonces 



ZiZ 2 = r x r 2 [ cos(0 x + 0 2 ) + t'senC©! + 0 2 )] 

(3) 


— = —[008(0! - 0 2 ) + isen(0! - 0 2 )], r 2 =h 0. 
z 2 r 2 

(4) 


Comprobacion: Comprobaremos solo (4) del teorema 10.6.1; la comprobacion de (3) es 
muy parecida. Si multiplicamos el numerador y el denominador de 

Zi _ rj( cosd! + t'sen0 1 ) 
z 2 r 2 (cos 0 2 + /sen 0 2 ) 

por cos 0 2 — i sen 02 j obtenemos 

Zj r x (cos0! + isen0!)(cos02 — tsen0 2 ) 

Z 2 r 2 COS 2 0 2 + sen 2 0 2 <- el denominador es igual a 1 

= — (cos0! + isen0 1 )(cos0 2 — t'sen0 2 ). 
r 2 

Hacemos la multiplicacion y luego usamos las formulas de diferencia de la section 9.4 y 
obtenemos 


Zl 

z 2 


ver (5) del teorema 9.4.2 ver (8) del teorema 9.4.3 


r\ 

r 2 


[(cos0!cos0 2 + sen0 1 sen0 2 ) + i(sen0 1 cos0 2 — cos0 1 sen0 2 )] 


= — [cos(0! - 0 2 ) + isen(0 l - 0 2 )]. 
r 2 


| Productoy cociente 

Si z\ = 4(cos 75° + i sen 75°) y z 2 = |(cos 45° + i sen 45°), obtenga a) Z\Z 2 b) Z|/z 2 . 
Exprese cada respuesta en la forma estandar a + hi. 

Solution a) Por (3) del teorema 10.6.1, podemos escribir el producto asi: 

multiplicar sumar 

modulos argumentos 

Z1Z2 = 4 • ^[cos(75° + 45°) + t'sen(75° + 45°) 

= 2[cos 120° + isen 120°] = 2^— | + ^t'J 

y por tanto, z\Z 2 = - 1 + V3i. 
b ) Ahora, por (4) del teorema 10.6.1, el cociente es 

dividir restar 

modulos argumentos 

— = t-[cos( 75° - 45°) + isen(75° - 45°)] 

z 2 1 

= 8[cos30° + tsen30°] = 8^-^ + ^t'J 

o zi/z 2 = 4V3 = 4 i. = 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-26. 

En los problemas 1 a 10, dibuje la grafica de los numeros 
complejos dados y evalue y grafique el numero complejo 
indicado. 

25. z = 5V3 4- 5z 

26. z = 3 4- z 

1. Zi = 2 + 5 i; zi 

27. z = -2 4- 5 z 

2. Zi = -8 - 4 i; 

28. z=24 2V3z 

3. Zi = 1 + i, z 2 = 2 - 2 i; z, 4- z 2 

29. z = 3 - 5z 

4. Zi = 4 i, z 2 = ~4 + z; z x - z 2 

30. z = - 10 + 6 i 

5. zi = 6 - 3z, z 2 = - i ; ii 4- z 2 

31. z = -2 - 2 z 

6. zj = 5 + 2z, z 2 = -1 4 2z; z, 4- z 2 

32. z = 1 - z 

7. % = — 2z, z 2 = 1 - z; ZiZ 2 

8. zi = 1 + i, z 2 = 2 - i ; ziz 2 

En los problemas 33 a 42, escriba el numero complejo dado 
en la forma estandar z = a + bi. No use la calculadora. 

9. zi = 2V3 + 2 i, z 2 = 1 — V3z; — 
^2 

33. z = V2 ^ cos ^ + rsen ^ 

10. z, = z, z 2 = 1 - z; 7^ 

( 7 77 7tt\ 

34. z = 6 cos F zsen — 

V 4 4 J 


En los problemas 1 1 a 22, obtenga el modulo y un arguments 
del numero complejo dado. 

1 V ^- 
"■ Z= 2“^ 

12. z = 4 + 3 i 

13. z = V2-4 i 

14. z = -5 + 2 z 

3 1 

15. z = --~i 

4 4 

16. z = -8 - 2 i 

17. z = 3 + 3 i 

18. z = - 1 - i 

19. z = V3 + z 

20. z = 2-2V3 i 

21. z = 2~i 

22. z = 4 + 8 z 

En los problemas 23 a 32, escriba el numero complejo dado 
en forma trigonometrica. 

23. z = -4 i 

24. z = 15 z 


35. z = 10(cos 210° + i sen 210°) 

36. z = V5(cos 420° + i sen 420°) 

37. z = 2(cos 30° + i sen 30°) 


777 


3( 5tt 

40. z = ^cw— 4 


7v\ 


41. z = 4[cos (tan l 2) + i sen (tan '2)] 


En los problemas 43 a 48, obtenga z\Z 2 y Z\lz 2 en forma trigo- 
nometrica; escriba primero zi y z 2 en forma trigonometrica. 

43. z, = 3 z, z 2 = 6 4- 6 i 

44. zi = 1 + i, z 2 = ~ 1 + i 

45. zi = 1 4- V3 i, z 2 = 2V3 + 2 i 

46. Z| = 5 i, z 2 = — 10r 

47. zi = V3 + i, z 2 = 5 -5 i 

r- 5V2 5V2. 

48. zi = -V2 + V2 i, z 2 = ~ ~ + ——1 
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En los problemas 49 a 52, obtenga z\Z 2 y zi/z 2 - Escriba la res- 
puesta en la forma estandar z = a + bi. 


49. Z\ = V6^cosy + i'seny^, 


. z\ = 3( cos— + i sen— I, z 2 = 41 cos- 


52. z\ = cos 57° + i sen 57°, z 2 = 7(cos 73° + i sen 73°) 


j | 10.7 Potencias y raices de numeros complejos 

■ Introduccion La forma trigonometrica del producto Z\Z 2 dado en (3) del teorema 10.6.1 
de la seccion anterior tambien proporciona un medio para calcular las potencias de un 
numero complejo, es decir, z n , donde n es un entero positivo. En esta seccion tambien demos- 
tramos como obtener las rafces n-esimas distintas de un numero complejo z. 

Para empezar, pondremos un ejemplo. 


Vease in) de la definition 3.4.2 en 
la pagina 140. 


■ Potencias de un numero complejo Suponga que z = 1 + i y deseamos calcular z 3 . Por 
supuesto, existen varias formas de hacerlo. Podemos ejecutar las multiplicaciones zz y (zz)z 
usando las formas estandares de los numeros, o podemos tratar el numero z = 1 + i como 
un binomio y usar la expansion binomial 

^ (a + b) 3 = a 3 + 3a 2 b + 3 ab 2 + b 3 

con a = 1 y b = i. Tambien podemos usar la forma trigonometrica 


= 14 * i = V2[ cos 1- i sen— ). 


Con z = Zi = z 2 en (3) del teorema 10.6.1, obtenemos el cuadrado de z: 
z 2 = z ■ z = (V2)(V2)[cos(j + + isen(j + 

= (v^) 2 [cos 2Q + «'sen2^]. 

Entonces, (3) del teorema 10.6.1 tambien da 

=’ = =*•*- ( V2)=( V2)[cos(f + + + ^)] 

- (V2) s |cos3^^ + iseioQJ (1) 

= 2V2^cos^- + isen^-^. 

Despues de simplificar la ultima expresion obtenemos z 3 = — 2 + 2 i. 

El resultado en (1), 

z 3 = (V2) 3 |cos 3^^ + isen3^^j, (2) 

ilustra un caso particular del siguiente teorema que lleva el nombre del matematico frances 
Abraham DeMoivre (1667-1754). La comprobacion formal de este teorema no se puede 
proporcionar en este momento porque requiere induccion matematica, que se explica en la 
seccion 15.4. 
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Teorema 10.7.1 

Teorema de DeMoivre 


Si z = r(cos 6 + i 

i sen 6) y n es un entero positivo, entonces 



z" = r"(cos nO + i sen nO). 

(3) 


La inspection de (2) muestra que el resultado es el teorema de DeMoivre, con z = 1 + t, 
r = V2 y 0 = v/4 en azul, y n = 3 en rojo. 


HEHSEEH Potencia de un numero complejo 

Evalue (V3 + re- 
solution Primero, el modulo de V3 + i es r = 'V / (V3) 2 + l 2 = 2. Asi, por tan 6 = 
1/V3, un argumento del numero es 6 = -rr/6, puesto que (V3, 1) esta situado en el cua- 
drante I. Por tanto, por el teorema de DeMoivre, 

(V3 + if = 2 8 |^cos 8^0 + 7 sen 8^0 J = 256^cos-y- + isenp^ 

= 256^-- - = -128 - 128 V3i. = 

■ Raices de un numero complejo Recuerde que en la section 2.4 vimos que -2 y 2 son 
las raices cuadradas del numero 4, porque (— 2) 2 = 4 y 2 2 = 4. En otras palabras, las dos 
raices cuadradas de 4 son soluciones distintas de la ecuacion w 2 = 4. De la misma forma 
decimos que w = 3 es una raiz cubica de 27, puesto que w 3 = 3 3 = 27. En general, decimos 
que un numero w = a + bie s una raiz n-esima o de orden n compleja de un numero com- 
plejo z que no es cero si w n = (a + bi) n = z, donde n es un entero positivo. Por ejemplo, lo 
instamos a comprobar que w t = |V2 + |V2 i yw2= — jV 2 — |V2 i son las dos raices cua- 
dradas del numero complejo z = i, porque wf = iy w 2 = i. Vease tambien el problema 77 
de los ejercicios 3.4. 

Ahora demostraremos que existen exactamente n soluciones de la ecuacion w"= z. Sean 
p y </> el modulo y el argumento de w, respectivamente, de modo que w = p( cos (f> + i sen ([>). 
Si w es una raiz n-esima del numero complejo z = r(cos 6 + i sen 6), entonces w" = z. El 
teorema de DeMoivre nos permite escribir la ultima ecuacion asi: 

p(cos <fi + i sen </>) = r(cos 6 + i sen 6). 

Cuando dos numeros complejos son iguales, sus modulos son necesariamente iguales. 
Por tanto, tenemos 


y cos ncf) + i sen n(f> = cos 6 + i sen 6. 

Igualamos las partes real e imaginaria de esta ecuacion para obtener 
cos n<f> = cos 6, sen ncf) = sen 6, 
de lo cual se desprende que ncf) = 6 + 2kv, o 

, 6 + 2k.Tr 


donde k es cualquier entero. Como k asume los valores enteros sucesivos 0, 1,2, . . ., n — 1, 
obtenemos n raices distintas de z. Para k & n, los valores de sen <p y cos <f> repiten los valores 
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obtenidos si k = 0, 1, 2, n — 1. Para entender cabalmente esto, suponga que k = n + m, 
donde m = 0, 1, 2, ... Entonces, 

d + 2{n + ni)Tr 6 + 2rmr 

<P = = 1" 277. 

^ n n 

En vista de que tanto el seno como el coseno tienen periodo de 277, tenemos 

f 6 + 2mv\ , f 6 + 2mv\ 

send> = sen I I y costp = cos I I, 

y por tanto, no se obtienen nuevas raices para k > n. Resumiendo estos resultados, obtenemos 
el siguiente teorema: 


Teorema 10.7.2 Raices complejas 

Si z = r(cos 0 + i sen 6) y n es un entero positivo, entonces n distintas raices n-esimas 
complejas de z estan dadas por 

,, r (e + 2kir\ fe + 2^X1 

w k = r 1/n cos ( I + i sen I I , (4) 

donde k = 0, 1 , 2, n — 1 . 


Denotaremos las n raices por w 0 , w h | que corresponden ak = 0, 1, ...,n — 1, 

respectivamente, en (4). 


H3S3SEH Tres raices cubicas 

Obtenga las tres raices cubicas de i. 

Solucion En la forma trigonometrica de i, r = 1 y 6 = 77/2, de modo que 

i = cos 1- isen— . 

2 2 

Con n = 3, tenemos, por (4) del teorema 10.7.2, que 

i/iT ( 7r /2 + 2kir\ ( 7t/2 + 2&7t\1 

w k = l 1/3 ^cos^ J + i sen ^ JJ, k = 0, 1, 2. 

Ahora, para 

k = 0, w 0 = cos— + isen — 

6 6 

, , ( 77 277 \ . ( 77 277 \ 

k = 1, w i = cosl — H I + isenl 1 I 

\6 3 / \6 3 / 


577 577 

= cos— + isen — 
6 6 



377 377 

= cos— + isen—. 


Asi, en forma estandar, las tres raices cubicas de i son w 0 = ^V3 + \i, w, = — |V3 + |i 
y w 2 =-i. = 
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Las tres rafces cubicas de i obtenidas en el ejemplo 2 se representan graficamente en la 
FIGURA 10.7.1. Hacemos notar que estan espaciadas por igual alrededor de un cfrculo de radio 
1 centrado en el origen. En general, las n rafces n-esimas distintas de un numero complejo z 
diferente de cero estan espaciadas por igual en la circunferencia del cfrculo de radio lzl 1/n con 
centra en el origen. 

Como muestra el siguiente ejemplo, las rafces de un numero complejo no tienen que ser 
numeros “compatibles” como los del ejemplo 2. 


M3EEEEB Resolution de una ecuacion 

Resuelva la ecuacion z 4 = 1 + i. 

Solucion Resolver esta ecuacion es equivalente a obtener las cuatro rafces complejas de 
orden 4 del numero 1 + i. En este caso, el modulo y un argumento de 1 + i son, r = V2 
y 6 = tt/4, respectivamente. Por (4), con n = 4 y el sfmbolo Zk representando el papel de 
w k , obtenemos 



de i en el ejemplo 2 


/ / — \ i /a r ( tt/4 + 2kir\ ( tt/4 + 2kTr\~\ 

* = — j + isen (~ 2 — jj 

8 ^r ( tt/4 + 2kv\ ( tt/4 + IkirW 

= ^5 cosf ~ — J + f sent — ^ — J , k = 0, 1, 2, 3, 

k = 0, zo = COS77 + i sen ) 

\ 16 16 / 

7 1 8 977 9tt\ 

k = 1 . = ^ C0S 17 + !Sen 17 


, „ B/ -f YItt 17tt\ 

k = 2, zo = v2 cos — — + «sen — — 

V 16 16 / 

, , i^( 25t r 2577 \ 

k = 3, z 3 = v2 cos — — + «sen — — ■ . 

V 16 16 / 

Con la ayuda de una calculadora obtenemos las formas estandares aproximadas, 

zo “ L0696 + 0.2127/ 
zi “ -0.2127 + 1.0696/ 
z 2 - -1.0696 - 0.2127/ 
z 3 « 0.2127 - 1.0696/. 

Como se muestra en la FIGURA 10.7.2, las cuatro rafces se situan en un cfrculo centrado en 
el origen, de radio r = ~^2 ~ 1.09, y estan espaciadas a intervalos angulares iguales de 
27 t/4 = 77/2 radianes, comenzando con la rafz cuyo argumento es 77/16. = 



FIGURA 10.7.2 Cuatro rafces de 
cuarto orden de 1 + i del ejemplo 3 


■ESI 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-26. 


En los ejercicios 1-10 use el teorema de DeMoivre para 
obtener la potencia indicada. Escriba la respuesta en la forma 
estandar z = a + hi. Si es preciso, use una calculadora. 


2. cos— + i 


V2 i 


16 


4 - [^(, cos S + isen iiJ. 

5. [V3(cos 21° + Z sen 21°] 10 


16/ 


7tt\ 
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«. [V3(ccs^ + /se n ^)]‘ 

7. [V5(cos 13.5° + 1 sen 13.5°] 6 

8. [2(cos 67° + 1 sen 67°] 3 

9. [3.2(cos 12° + 1 sen 12°] 3 

10. [|(cos 24° + 1 sen 24°] 3 


En los problemas 1 1 y 12, use (3) de esta section y (4) de la 
section 10.6 para simplificar el numero complejo dado. 
Escriba su respuesta en la forma estandar z — a + bi. 


11. 


12. 


[ 2 ( c °4 + isen lQ] ° 
K cos T + i 8 en f)] ! 
(“ s f + isen f) 




En los problemas 13 a 24, use la forma trigonometrica de un 
numero complejo junto con el teorema de DeMoivre para 
calcular la potencia dada. Escriba su respuesta en la forma 
estandar z = a + b. 

13. I 30 

14. -; 15 


15. (1 + 0 6 

16. (1 - if 

17. (-2 + 2 if 

18. (-4 - 4 1) 3 

19. (V3 + if 

20. (-V3 + O 10 

(V2 V6^ 


21. 


(V3 O 


23. (1 + 2if 

24. d + |o 20 


En los problemas 25 a 34, obtenga las ralces indicadas. 
Escriba su respuesta en la forma estandar z = a + bi. 

25. Las tres ralces cubicas de — 8. 

26. Las tres ralces cubicas de 1. 


27. Las cuatro ralces cuartas de i. 

28. Las dos ralces cuadradas de i. 

29. Las cuatro ralces cuartas de — 1 — V3 i. 

30. Las dos ralces cuadradas de — 1 + V3 i. 

31. Las dos ralces cuadradas de 1 + i. 

32. Las tres ralces cubicas de -2 V3 + 21. 

33. Las seis ralces sextas de 64(cos 54° + i sen 54°). 

( 5tt 57 r N 

34. Las dos ralces cuadradas de 81 cos 1- isen — 

V 3 3 , 


En los problemas 35 y 36, obtenga las ralces indicadas. 
Proceda como en el ejemplo 2 y dibuje la grafica de estas 
ralces en un clrculo apropiado. 

35. Las seis ralces sextas de 1 . 

36. Las ocho ralces octavas de 1 . 

37. /_Para cuales enteros positivos n sera (V2/2 + V21/2)" 
igual a 1? tigual a 1? l,Igual a -V2/2 - V21/2? /Jgual a 

V2/2 + V21/2? 

38. a) Compruebe que (4 + 31) 2 = 7 + 241. 

b ) Use la parte a) para obtener los dos valores de (7 + 
24!) 1/2 . 


En los problemas 39 a 42, resuelva la ecuacion dada. Escriba 
su respuesta en la forma estandar z = a + bi. 

39. z 4 + 1=0 


40. x 3 - 1251 = 0 

41. x 2 + 8 + 8V31 = 0 

42. z 2 - 8z + 18 = 81 


= Para la discusion 

43. El teorema de DeMoivre implica que 

(cos 0 + 1 sen 0) 2 = cos 26 + 1 sen 26. 

Use esta information para obtener las identidades trigo- 
nometricas de cos 26 y sen 26, multiplicando el lado 
izquierdo de la ecuacion e igualando despues las partes 
real e imaginaria. 

44. Siga un procedimiento analogo al que se indico en el pro- 
blema 43 para obtener las identidades trigonometricas de 
cos 36 y sen 36. 
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- 


Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Resolution de un triangulo rectangulo 
Ley de los senos: 
caso ambiguo 
Ley de los cosenos 
Rumbo 

Movimiento armonico simple 


Ecuacion de movimiento: 
amplitud 
periodo 
frecuencia 
Plano complejo 
Eje imaginario 
Eje real 


Forma trigonometrica de un numero 
complejo: 
modulo 
argumento 
producto 
cociente 

Teorema de DeMoivre 
Rafces de un numero complejo 


ifnauuMitf Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-27. 


= A. Verdadero ofalso 

En los problemas 1 a 6, responda verdadero o falso. 

1. Si w s = z, entonces w es una rafz quinta de z. 

2. El argumento de — ^ — ^ 2 i es 57r/4. 

3. El numero complejo — ^ — ~^ 2 i es una rafz cuadrada de 

4. Si el modulo de un numero complejo es V3, entonces el 

modulo de z 4 es 9. 

5. sent + cost = V2 sen^f + 

6. El teorema de Pitagoras es un caso especial de la ley de 

los cosenos. 

= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 10, llene los espacios en bianco. 

1 . Para resolver un triangulo del cual se conocen dos angulos 

y el lado opuesto a uno de estos angulos, primero se usarfa 
la ley de . 

2. El caso ambiguo se refiere a resolver un triangulo cuando 

estan dados . 

3. Para resolver un triangulo del que se conocen dos lados y 
el angulo incluido, primero se usarfa la ley de 


4. En forma estandar, z = 0.6(cos 200° + i sen 200°) 


5. En forma trigonometrica, z = — 5 = . 

6 . Si Z\ = 2 <cos 20° + i sen 20°) yz 2 = 2(cosl5° + i senl5°), 

entonces el argumento de z\_z% es . 


7. Para los numeros complejos del problema 6, la forma tri- 
gonometrica de z,\lz ,2 es . 

8. Para los numeros complejos del problema 6, la forma tri- 
gonometrica de z\ es . 

9. El modulo de § + ^ i es ■ 

io. ({ + %y ss = . 

= C. Ejercicios 

En los problemas 1 a 4, resuelva el triangulo satisfaciendo las 

condiciones dadas. 

1. a = 30°, /3 = 70°, b = 10 

2. y = 145°, a = 25, c = 20 

3. a = 51°, b = 20, c = 10 

4. a = 4,b = 6,c = 3 

5. Un topografo esta a 100 m de la base de un acantilado 
volado, y mide un angulo de elevation de 28° desde su 
lugar hasta la parte superior del acantilado. Vea la FIGURA 

10.R.1 . Si el acantilado forma un angulo de 65° con la hori- 
zontal, calcule su altura h. 



100 m ►] 


FIGURA 10.R.1 Acantilado del 
problema 5 
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6 . Se lanza un cohete desde el nivel del piso, con un angulo 
de elevacion de 43°. Si el cohete hace bianco en un avion 
automata que vuela a 20 000 pies de altura, calcule la 
distancia horizontal entre el sitio de lanzamiento y el punto 
directamente abajo del avion cuando es tocado. <;Cual es 
la distancia en lrnea recta entre el lugar de lanzamiento y 
el avion? 

7. Un esquiador acuatico sale de una rampa en un punto R, 
y aterriza en S. Vea la FIGURA 10.R.2. Un juez en el punto 
./mide un Z RJS de 47°. Si la distancia de la rampa al juez 
es de 1 10 pies, calcule la longitud del salto. Suponga que 
el ZSRJ es de 90°. 



FIGURA 10.R.2 Esquiador acuatico del problema 7 


8 . El angulo entre dos lados de un paralelogramo es de 40°. 
Si las longitudes de los lados son 5 y 10 cm, calcule las 
longitudes de las dos diagonales. 

9. Un satelite meteorologico en orbita sobre el ecuador terres- 
tre, a una altura de H = 36 000 km, localiza una tempestad 
electrica hacia el norte, en P, a un angulo de 6 = 6.5° con 
respecto a su vertical (la vertical del satelite). Vea la FIGURA 

10.R.3. 

a ) Si el radio de la Tierra es aproximadamente R = 6 370 
km, calcule la latitud </> de la tempestad electrica. 

b) Demuestre que los angulos 6 y cf> se relacionan por 
medio de 

Rsencj) 

tan 0 = 7 r. 

H + R( 1 ~ cos</>) 



FIGURA 10.R.3 Satelite del problema 9 


10. Se puede demostrar que un balon de basquetbol de diame- 
tro d, que esta llegando a la canasta formando un angulo 
6 respecto a la horizontal, pasara por un aro de diametro 


D, si D sen 0 > d, donde 0° < 9 ^ 90°. Vease la FIGURA 
10.R.4. Si el balon tiene 24.6 cm de diametro, y el diametro 
del aro es de 45 cm, centre que intervalo de angulos 6 de 
llegada se producira una canasta? 



del problema 10 


11. Cada uno de los 24 satelites NAVSTAR del sistema de 
posicionamiento global (GPS) describe una orbita alrede- 
dor de la Tierra a una altura h = 20 200 km. Con esta 
red de satelites, un receptor GPS poco costoso, manual, 
puede determinar su posicion sobre la superficie de la 
Tierra, con precision de 10 m. Calcule la distancia maxima 
(en km) sobre la superficie de la Tierra que puede obser- 
varse desde un solo satelite GPS. Vease la FIGURA 10.R.5. 
Suponga que el radio de la Tierra es de 6 370 km. [Pista: 
calcule el angulo central 6 que abarca al arco s]. 



del problema 1 1 


12. Un avion vuela horizontalmente a 400 millas por hora, y 
sube en angulo de 6° con respecto a la horizontal. Cuando 
pasa directamente arriba de un automovil que va a 60 
millas por hora, esta a 2 millas arriba del vehfculo. 
Suponiendo que el avion y el vehfculo permanecen en el 
mismo piano vertical, calcule el angulo de elevacion desde 
el automovil hasta el avion despues de 30 minutos. 

13. Una casa mide 45 pies del frente a la parte trasera. El techo 
mide 32 pies desde el frente de la casa hasta la cumbrera, 
y 18 pies desde la cumbrera a la parte trasera de la casa. 
Vease la FIGURA 10.R.6. Calcule los angulos de elevacion 
de las partes delantera y trasera del techo. 
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FIGURA 10.R.6 Casa del problema 13 


14. El angulo entre dos lados de un paralelogramo es de 40°. 
Si las longitudes de los lados son 5 y 10 cm, obtenga las 
longitudes de las dos diagonales. 

En los problemas 15 a 22, traduzca las palabras a una funcion 
adecuada. 

15. Un canal de agua de 20 pies de longitud tiene forma de 
triangulo isosceles, con lados de 4 pies de longitud. Vea 
la figura 5.7.19 en los ejercicios 5.7. Como se ve en la 
FIGURA 10.R.7, sea 9 el angulo entre la vertical y uno de los 
lados del canal. Exprese el volumen del canal en funcion 
de 26. 



FIGURA 10.R.7 Seccion 
transversal del canal del 
problema 15 


1 6. Una persona conduce un automovil y se acerca a un letrero, 
como se ve en la FIGURA 10.R.8. Sea 6 su angulo de vision 
de las orillas superior e inferior del letrero, y sea x su 
distancia horizontal (en pies) a ese letrero. Exprese a 6 
como funcion de x. 



problema 16 


17. Como se ve en la FIGURA 10.R.9, una tabla esta sostenida 
por un caballete, para que uno de sus extremos descanse 


en el piso y el otro contra un muro. Exprese la longitud de 
la tabla en funcion del angulo 6 indicado. 



problema 17 


18. Un campesino desea cercar un pastizal en forma de trian- 
gulo usando 2 000 pies de cerca, que tiene a la mano. Vease 
la FIGURA 10.R.10. Demuestre que el area del pastizal es una 
funcion del angulo 6 indicado, como sigue: 



FIGURA 10.R.10 Pastizal del problema 18 


19. Exprese el volumen de la caja de la FIGURA 10.R.11 en fun- 
cion del angulo 9, indicado. 



FIGURA 10.R.11 Caja del problema 
19 


20. Se dobla una esquina de una hoja de papel de 8.5 pulg x 
1 1 pulg, hasta llegar a la orilla de la hoja, como se ve en 
la FIGURA 10.R.12. Exprese la longitud L del doblez en fun- 
cion del angulo 9 que indica la figura. 
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FIGURA 10.R.12 Papeldoblado 
del problema 20 


21 . Se debe fabricar un canal con una lamina metalica de 30 
cm de ancho, doblando 10 cm de sus orillas hacia arriba, 
en cada lado, para que estos formen angulos iguales <fi 
con la vertical. Vease la FIGURA 10.R.13. Exprese el area 
transversal del canal en funcion del angulo <fi. 


10 cm 

FIGURA 10.R.13 Canal 
del problema 21 

22. Un tubo metalico debe transportarse horizontalmente para 
dar la vuelta a una esquina en angulo recto, desde un corre- 
dor de 8 pies de ancho hasta otro de 6 pies de ancho. Vease 
la FIGURA 10.R.14. Exprese la longitud L del tubo en funcion 
del angulo 6 que indica la figura. 



FIGURA 10.R.14 Tubo del 
problema 22 


En los problemas 23 a 26, obtenga el modulo y el argumento 
del numero complejo dado y escriba el numero en forma tri- 
gonometrica. 

23. 3 - 3z 

24. V3 - i 

25. -2 + 3 z 

26. 1 + 4z 

En los problemas 27 y 28, escriba el numero complejo dado 
en la forma estandar z, = a + bi. 

J 4tt 4tt\ 

27. z = 41 cos— + zsen— I 

28. z = 2(cos 330° + z sen 330°) 

En los problemas 29 y 30, obtenga z.\z.2 y Z\lzi en forma trigo- 
nometrica, pero escriba primero z\ y Z2 en forma trigonome- 
trica. 

29. zi = -1 ~ i, Z 2 = 1 ♦ V|z 

30. zi = V3 - i, z 2 = 2 - 2 i 

En los problemas 31 y 32, use el teorema de DeMoivre para 
calcular la potencia. 

32. J 4 (cos^ + 

En los problemas 33 y 34, obtenga las raices indicadas. 

33. Las cinco raices quintas de 32. 

34. Las tres raices cubicas de —i. 

35. Factorice el polinomio x 3 — 27 i. 

36. a) Compruebe que (2 + 2 z') 2 = 8z. 

b ) Use el resultado del inciso a ) para obtener todas las 
soluciones de la ecuacion z 2 = 8z + 16 = 8z. 
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TEMAS DE GEOMETRIA ANALITICA 


| En este capi'tulo~ 


11.1 La parabola 

11.2 Laelipse 

11.3 Lahiperbola 

11.4 Rotacion de ejes 

11.5 Ecuaciones parametricas 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Hipatia fue la primera mujer en la 
historia de las matematicas de la que tenemos amplios cono- 
cimientos. Nacio en Alejandria (hacia el ano 370 a.C.) y fue 
celebre como matematica, fildsofa y profetisa. Su vida y 
muerte prematura a manos de una muchedumbre fanatica se 
idealizaron en una novela romantica de 1853 escrita por 
Charles Kingsley ( Hypatia , or New Foes with Old Faces, 

Chicago, W.B. Conkey, 1853). Entre sus obras destaca Sobre 
las secciones conic as deApolonio, que popularizo el trabajo 
de Apolonio sobre las curvas que pueden obtenerse cuando 
un piano corta un cono: el cfrculo, la parabola, la elipse y la hiperbola. A1 
llegar a su fin el periodo griego, el interes en las secciones conicas desaparecio 
y, despues de Hipatia, el estudio de estas curvas quedo relegado al olvido 
durante mas de mil anos. En el siglo xvn, Galileo Galilei ( 1564- 1 642) demos- 
tro que cuando no hay resistencia del aire, la trayectoria que sigue un proyec- 
til describe un arco parabolico. Mas o menos al mismo tiempo, el astrdnomo, 
astrologo y matematico Johannes Kepler (1571-1630) planted la hipotesis 
que las orbitas que describen los planetas alrededor del astro son elipses que 
tienen al Sol en uno de sus focos. Newton lo comprobo posteriormente usando 
los metodos del calculo que recien se habfan descubierto. Kepler tambien 
experimento con las propiedades reflectantes de los espejos parabolicos; estas 
investigaciones aceleraron la invencion de los telescopios reflectores. Los 
griegos tenfan poco conocimiento de estas aplicaciones practicas, pues estu- 
diaron las secciones conicas por su belleza y propiedades fascinantes. 

En este capftulo examinamos tanto las propiedades antiguas como las apli- 
caciones modemas de estas curvas. 




Hipatia 


| | 11.1 La parabola 

■ Introduccion Hipatia fue la primera mujer en la historia de las matematicas de la que 
se conoce bastante. Nacio en Alejandria, en 370 a.C., tuvo renombre como matematica y 
filosofa. Entre sus escritos se destaca Sobre las conicas deApolonio, que popularizo el trabajo 
de Apolonio (200 a.C.) sobre conicas, que se pueden obtener cortando un cono doble invertido 
con un piano. Son el circulo, la parabola, la elipse y la hiperbola. Vea la FIGURA 11.1.1. A1 
cerrar el periodo griego, se desvanecio el interes en las conicas; despues de Hipatia, el estu- 
dio de esas curvas desaparecio durante mas de 1 000 anos. 



circulo elipse parabola hiperbola 


FIGURA 11.1.1 Secciones conicas 



Sistema solar 




En el siglo xvn, Galileo demostro que en ausencia de resistencia del aire, la trayectoria de 
un proyectil describe un arco parabolico. Mas o menos por ese tiempo, Johannes Kepler 
supuso que las orbitas de los planetas en torno al Sol son elipses, y que el Sol esta en uno de 
los focos. Despues, Isaac Newton a traves de los metodos del calculo recien desarrollados 
verified esta teorfa. Kepler tambien experimento con las propiedades reflectoras de los espe- 
jos parabolicos, investigaciones que aceleraron el desarrollo del telescopio reflector. Los 
griegos conocieron pocas de estas aplicaciones practicas. Habian estudiado las conicas por 
su belleza y por sus intrigantes propiedades. En las tres primeras secciones de este capitulo 
examinaremos tanto las propiedades antiguas como las aplicaciones modemas de estas curvas. 
Mas que usar un cono, indicaremos como se definen la parabola, elipse e hiperbola mediante 
una distancia. Por medio de un sistema de coordenadas rectangulares y una formula para 
determinar la distancia obtendremos ecuaciones de las conicas. Cada una de ellas estara en 
forma de una ecuacion cuadratica de las variables xyy\ 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, 

en donde A, B, C, D, E y F son constantes. En la section 5.3, ya hemos estudiado el caso 
especial de y = ax 1 + bx + c, de la ecuacion anterior. 


Definition 11.1.1 Parabola 

Una parabola es el conjunto de puntos P(x, y) en el piano que son equidistantes a una recta 
fija L, llamada directriz, y a un punto fijo F, llamado foco. 


En la FIGURA 11.1.2 se muestra una parabola. La recta que pasa por el foco perpendicular 
a la directriz se llama eje de la parabola. El punto de intersection de la parabola con el eje se 
llama vertice y se indica con V en la figura 11.1.2. 

■ Parabola con vertice en (0, 0) Para describir analiticamente una parabola se usara un 
sistema de coordenadas rectangulares donde la directriz es una recta horizontal y = — c, en 
donde c > 0, y la ubicacion del punto F sea (0, c). Entonces se ve que el eje de la parabola 
esta a lo largo del ejey, como muestra la FIGURA 11.1.3. El origen es necesariamente el vertice, 
porque esta en el eje a c unidades tanto del foco como de la directriz. La distancia desde un 
punto P(x, y) a la directriz es 

y ~ (-c) = y + c. 
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A1 aplicar la formula de la distancia, la distancia de P al foco F es 
d{P, F) = V(x - 0) 2 +(y- c) 2 . 

De acuerdo con la definicion de la parabola, d(P, F) = y + c, es decir 
V(x - 0) 2 + (y - c) 1 = y + c. 

Ambos lados se elevan al cuadrado y al simplificar se obtiene 
x 2 + (y - c) 2 = (y + c ) 2 

x 2 + y 2 — 2cy + c 2 = y 2 + 2 cy + c 2 (1) 

es decir, x 2 = 4cy. 

La ecuacion (1) se conoce como la forma normal de la ecuacion de una parabola con foco 
en (0, c), directriz y = — c, c > 0 y vertice en (0, 0). La grafica de cualquier parabola con la 
forma normal (1) es simetrica con respecto al eje y. 

La ecuacion (1) no depende de la hipotesis c > 0. Sin embargo, la direccion hacia la que 
se abre la parabola sf depende del signo de c. En forma especifica, si c > 0, la parabola se 
abre hacia arriba, como en la figura 11.1.3; si c < 0, la parabola se abre hacia abajo. 

Si se supone que el foco de la parabola esta en el eje x, en F(c, 0), y que la ecuacion de 
la directriz es x = —c, entonces el eje x es el eje de la parabola, y el vertice esta en (0, 0). Si 
c > 0, la parabola se abre hacia la derecha; si c < 0, se abre hacia la izquierda. En cualquier 
caso, la forma normal de la ecuacion es 

y 2 = 4 ex. (2) 

La grafica de cualquier parabola con la forma normal (2) es simetrica con respecto al eje x. 

En las FIGURAS 11.1.4 y 11.1.5 se presenta un resumen con toda esta informacion de las 
ecuaciones (1) y (2), respectivamente. El lector se sorprendera al ver que en la figura 11.1 Ab), 
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la directriz sobre el eje x se identifica con y = —c, y el foco en el eje de las y negativas tiene 
coordenadas F(0, c). Tenga en cuenta que en este caso, la hipotesis es que c < 0 y por con- 
siguiente — c > 0. Una aclaracion similar sucede con la figura 11.1 ,5b). 



^BUSSED La parabola mas simple 

Ya habiamos visto la grafica de y = x 2 en la seccion 4.2. A1 comparar esta ecuacion con 
la (1) se ve que 


x 2 =l -y 

por lo que 4c = 1, o sea que c = j. En consecuencia, la grafica de y = jc 2 es una parabola 
con vertice en el origen, foco en (0, \ ), y directriz y = — Estos detalles se indican en la 
grafica de la FIGURA 11.1.6. = 


Sugerencia para trazar la grafica de ^ 
las ecuaciones (1) y (2). 



Si conocemos la forma parabolica basica, todo lo que necesitamos para saber como 
trazar una grafica preliminar de las ecuaciones (1) y (2) es que la grafica pasa por su vertice 
en (0, 0), y la direction hacia la que se abre la parabola. Para que la grafica sea mas exacta, 
conviene usar el numero c determinado por la grafica de la ecuacion en la forma normal, para 
graficar dos puntos adicionales. Notese que si se opta por y = c en (1), entonces x 2 = 4c 2 
implica que x = ±2 c. Entonces los puntos (2c, c) y (—2c, c) estan en la grafica de x 2 = 4cy. 
De igual modo, la option x = c en (2) implica que y = ±2c y entonces (c, 2c) y (c, —2c) son 
puntos de la grafica dey 2 = 4cx. El segmento de recta que pasa por el foco y cuyos extremos 
estan en (2c, c) y (—2c, c) cuando las ecuaciones estan en su forma normal (1), o cuyos extre- 
mos estan en (c, 2c) y (c, —2c) en el caso de ecuaciones con la forma normal (2), se llama 
cuerda focal o diametro. Por ejemplo, en la figura 11.1.6, si se escoge y = entonces 
x 2 = (implica que x = -fc§. Los extremos de la cuerda focal horizontal paray = x 2 son ( — (,() 

y(U). 


B2S22IO Deduction de la ecuacion de una parabola 

Deduzca la ecuacion, en su forma normal, de la parabola con directriz x = 2 y foco en el 
punto (—2, 0). Haga la grafica. 


FIGURA 11.1.7 Directriz y foco del Solution En la FIGURA 11.1.7 se han graficado la directriz y el foco. Por su ubicacion se 

ejemplo 2 ve q Ue ] a ecuacion que buscamos tiene la forma y 2 = 4cx. Como c = —2, la parabola se 

abre hacia la izquierda, y asf 


y 2 = 4(— 2)x o y 2 =-8x. 



parabola del ejemplo 2 


Como se menciono en la explication anterior a este ejemplo, si se sustituye x = c, o en este 
caso x = — 2, en la ecuacion y 2 = — 8x, se pueden determinar dos puntos en su grafica. 
De y 2 = — 8(— 2) = 16 se obtiene y = ±4. Como se ve en la FIGURA 11.1.8, la grafica pasa 
por (0, 0) y tambien por los extremos (—2, —4) y (—2, 4) de la cuerda focal. = 


■ Parabola con vertice en (h, k) Supongamos que la parabola se traslada tanto horizontal 
como verticalmente, de modo que su vertice esta en el punto (h, k), y su eje es la recta vertical 
x = h. La forma normal de la ecuacion de la parabola es, entonces, 

(x - h ) 2 = 4c(y - k). (3) 

De igual modo, si su eje es la recta horizontal y = k, la forma normal de la ecuacion de la 
parabola con vertice en (h, k ) es 

(y - kf = 4 c(x ~ h). (4) 
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Las parabolas que definen estas ecuaciones tienen una forma identica a las parabolas 
definidas por las ecuaciones (1) y (2), porque las ecuaciones (3) y (4) representan transfor- 
maciones rfgidas (traslaciones hacia arriba, hacia abajo, hacia la izquierda y hacia la derecha) 
de las graficas de (1) y (2). Por ejemplo, la parabola 

(x + l) 2 = 8(y - 5) 

tiene su vertice en (— 1, 5). Su grafica es la grafica de x 2 = 8y desplazada horizontalmente 
una unidad hacia la izquierda, seguida de un desplazamiento vertical de cinco unidades. 

Para cada una de las ecuaciones (1) y (2) o (3) y (4), la distancia del vertice al foco, asi 
como la distancia del vertice a la directriz, es | c |. 


^EEEEEB Deduccion de la ecuacion de una parabola 

Deducir la ecuacion, en su forma normal, de la parabola con vertice en (— 3, — 1) y direc- 
triz y = 3. 

Solucion Comenzaremos graficando el vertice en (—3, — 1) y la directriz y = 3. En la 
FIGURA 11.1.9 se puede ver que la parabola debe abrirse hacia abajo, y entonces la forma 
normal es la (3). Esto, aunado a la observacion que el vertice esta a 4 unidades abajo de 
la directriz, indica que la solucion adecuada de | c | = 4 es c = —4. Al sustituir h = —3, 
k= — 1 y c = — 4 en la ecuacion (3) da como resultado 

[x ~ ( 3)] 2 = 4(— 4)[y — ( — l)] o (x + 3) 2 = -16(y + l). = 


MSmEEn Encontrartodo 

Encontrar el vertice, foco, eje, directriz y grafica de la parabola 

y 2 - 4y - 8x - 28 = 0. (5) 

Solucion Para escribir la ecuacion en una de las formas normales, completaremos el 
cuadrado en y: 

y 2 — 4y + 4 = 8x + 28 + 4 «- Se suma 4 en ambos lados. 

(y - 2) 2 = 8x + 32. 

Asi, la forma normal de la ecuacion (5) es (y — 2) 2 = 8(x — 4). Al comparar esta ecuacion 
con la (4) se llega a la conclusion de que el vertice esta en (—4, 2) y que 4c = 8, esto es 
c = 2. Entonces, la parabola se abre hacia la derecha. De c = 2 > 0, el foco esta 2 unidades 
hacia la derecha del vertice en (— 4 + 2, 2), o sea (—2, 2). La directriz es la recta vertical a 2 
unidades hacia la izquierda del vertice, x = — 4 — 2, o seax = —6. Sabiendo que la parabola 
se abre hacia la derecha desde el punto (—4, 2), tambien se ve que interseca los ejes coor- 
denados. Para determinar la interseccion con el eje x se hace que y = 0 en (5), y se ve de 
inmediato que x = — 2 8 8 = — ^ . La interseccion con el eje x esta en ( — | , 0) . Para determi- 
nar la interseccion con el eje y se hace que x = 0 en (5), y con la formula cuadratica se llega 
a y = 2 ± 4 V2, o sea y = 7.66 y y ** —3.66. Las intersecciones con el eje y son 
(0, 2 — 4 V2) y (0, 2 + 4 V2). Al reunir toda esta informacion se obtiene la grafica de 
la FIGURA 11.1.10. = 

■ Aplicaciones de la parabola La parabola tiene muchas propiedades interesantes que la 
hacen adecuada para ciertas aplicaciones. Con frecuencia, las superficies reflectoras se dise- 
nan para aprovechar una propiedad de reflexion de las parabolas. Esas superficies, llamadas 
paraboloides, son tridimensionales y se forman haciendo girar una parabola en tomo a su 


Directriz y = 3 

4 - 

unidades 

Vertice (-3, -1) 

FIGURA 11.1.9 Vertice y directriz 
del ejemplo 3 



(y - 2) 2 = 8 (x + 4) 


FIGURA 11.1.10 Grafica de la ecua- 
cion del ejemplo 4 
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Telescopio reflector de 508 
centimetres del observatorio del 
Monte Palomar 


V" 

Antenas parabolicas de TV 
satelital 


eje. Como se ve en la FIGURA 11.1.11a), los rayos de luz(o las senales electromagneticas) desde 
una fuente puntiforme ubicada en el foco de una superficie reflectora parabolica se reflejaran 
a lo largo de rectas paralelas al eje. Es el concepto para el diseno de faros buscadores, algunas 
lintemas sordas y antenas satelitales. Al reves, si los rayos de luz que llegan son paralelos al 
eje de una parabola, seran reflejados en la superficie en rectas que pasen por el foco. Vea la 
figura 11.1.11b). Los rayos luminosos procedentes de un objeto lejano, como una galaxia, 
son esencialmente paralelos, por lo que, cuando entran a un telescopio reflector se reflejan 
en el espejo parabolico hacia el foco, donde en el caso normal hay una camara para capturar 
la imagen durante algun tiempo. Una antena parabolica domestica funciona con el mismo 
principio que el del telescopio reflector: la serial digital de un satelite de TV se capta en el 
foco del plato mediante un receptor. 


Superficie reflectora Superficie reflectora 



a) Los rayos emitidos b) Los rayos que entran 

en el foco son reflejados se reflejan hacia el foco 

como rayos paralelos 

FIGURA 11.1.11 Superficie reflectora parabolica 



El Puente de Brooklyn es un puente 
colgante 


Tambien las parabolas son importantes en el diseno de puentes colgantes. Se puede 
demostrar que si el peso del puente esta uniformemente distribuido sobre toda su longitud, 
un cable de soporte con forma de parabola puede soportar la carga. 

La trayectoria de un proyectil lanzado oblicuamente, que puede ser un balon de basquet- 
bol arrojado desde la lfnea de tiro libre, describira un arco parabolico. 

Se ha observado que los atunes, cuyas presas son peces mas pequenos, nadan en cardu- 
menes de 10 a 20 ordenados aproximadamente en forma parabolica. Una explicacion factible 
de este hecho es que los peces mas pequenos atrapados por el cardumen de atunes trataran de 
escapar “reflejandose” afuera de la parabola. El resultado es que se concentran en el foco y 
son presa facil de los atunes (FIGURA 11.1.12). 





FIGURA 11.1.12 Atunes cazando en un arco 
parabolico 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-27. 


En los problemas 1 a 24, determine el vertice, foco, directriz 
y eje de la parabola respectiva. Haga una grafica de la para- 
bola. 

1. y 2 = 4x 

2. y 2 = \x 

3- y 2 = 

4. y 2 = — IOjc 

5. x 2 = — 16y 

6- x l = ioy 

7. x 2 = 28y 

8 . x 2 = — 64y 

9. (y — l) 2 = 16x 

10. (y + 3) 2 = — 8(x + 2) 

11. (x + 5) 2 = — 4(y + 1) 

12. (x - 2) 2 + y = 0 

13. y 2 + 12y - 4x + 16 = 0 

14. x 2 + 6x + y + 11 = 0 

15. x 2 + 5x - \y + 6 = 0 

16. x 2 - 2x - 4y + 17 = 0 

17. y 2 - 8y + 2x + 10 = 0 

18. y 2 - 4y - 4x + 3 = 0 

19. 4X 2 = 2y 

20. 3 (y - l) 2 = 9x 

21. — 2x 2 + 12x - 8y - 18 = 0 

22. 4 y 2 + 16y - 6x — 2 = 0 

23. 6/ - 12y - 24x - 42 = 0 

24. 3X 2 + 30x - 8y + 75 = 0 

En los problemas 25 a 44, deduzca una ecuacion de la para- 
bola que satisfaga las condiciones indicadas. 

25. Foco en (0, 7), directriz y = — 7 

26. Foco en (0, -5), directriz y = 5 

27. Foco en (-4, 0), directriz x = 4 


28. Foco en (§, 0), directriz x = — § 

29. Foco en (§, 0), vertice (0, 0) 

30. Foco en (0, - 10), vertice en (0, 0) 

31. Foco en (2, 3), directriz y = — 3 

32. Foco en (1, —7), directriz x = — 5 

33. Foco en (— 1, 4), directriz x = 5 

34. Foco en (— 2, 0), directriz y = § 

35. Foco en (1, 5), vertice (1, —3) 

36. Foco en (-2, 3), vertice en (-2, 5) 

37. Foco en (8, -3), vertice (0, —3) 

38. Foco en (1, 2), vertice en (7, 2) 

39. Vertice en (0, 0), directriz y = — \ 

40. Vertice en (0, 0), directriz x = 6 

41. Vertice en (5, 1), directriz y = 7 

42. Vertice en (— 1, 4), directriz x = 0 

43. Vertice en (0, 0), pasa por (—2, 8), eje a lo largo del 
ejey 

44. Vertice en (0, 0), pasa por (1, j), eje a lo largo del eje x 

En los problemas 45 a 48, calcule las intersecciones con los 
ejes coordenados de la parabola respectiva. 

45. (y + 4) 2 = 4(x + 1) 

46. (x - l) 2 = — 2(y - 1) 

47. x 2 + 2y - 18 = 0 

48. x 2 - 8y - x + 15 = 0 

= Aplicaciones diversas 

49. Candileja Una candileja grande se disena de tal modo que 
una section transversal por su eje es una parabola, y la 
fuente luminosa esta en el foco. Calcule la position de 
la fuente luminosa, si la candileja tiene 4 pies de diametro 
en la abertura, y 2 pies de profundidad. 

50. Telescopio reflector Un telescopio reflector tiene un 
espejo parabolico de 20 pies de diametro en la parte supe- 
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rior y 4 pies de profundidad en el centra. ^Donde se debe 
colocar el ocular? 

51. Rayo de luz Suponga que un rayo de luz emana del foco 
de la parabola y 2 = 4x y llega a la parabola en el punto 
(1, —2). ^Cual es la ecuacion del rayo reflejado? 

52. Puente colgante Suponga que dos torres de un puente 
colgante estan a 350 pies de distancia, y que el vertice del 
cable parabolico es tangente al asfalto en el punto medio 
entre las torres. Si el cable esta 1 pie arriba del asfalto en 
un punto a 20 pies del vertice, calcule la altura de las torres 
sobre el asfalto. 

53. Otro puente colgante Dos torres de 75 pies de alto, de 
un puente colgante con un cable parabolico, estan a 250 
pies de distancia. El vertice de la parabola es tangente al 
asfalto en el punto medio entre las torres. Calcule la altura 
del cable, sobre el asfalto, en un punto a 50 pies de una de 
las torres. 

54. Tubodealcantarillado Suponga que el agua que sale por 
el extremo de un tubo horizontal describe un arco parabo- 
lico con su vertice en el extremo del tubo. Este tubo esta 
a 20 metros sobre el suelo. En un punto a 2 metros abajo 
del extremo del tubo, la distancia horizontal del agua a una 
vertical que pase por el extremo del tubo es de 4 m. Vea 
la FIGURA 11.1.13. ^Donde el agua toca el suelo? 



55. Diana Un lanzador de dardos suelta un dardo a 5 pies 
sobre el suelo. El dardo se arroja horizontalmente y sigue 
una trayectoria parabolica. Llega al suelo a lOVTO pies 
del lanzador. A una distancia de 10 pies del lanzador, £a 
que altura debe colocarse la diana para que el dardo le 
acierte? 

56. Trayectoria balistica La position vertical de un proyec- 
til se determina mediante la ecuacion y = — 1 6t 2 , y la 
position horizontal con x = 40 1, para t > 0. Elimine t de 
las ecuaciones para demostrar que la trayectoria del pro- 
yectil es un arco parabolico. Grafique la trayectoria del 
proyectil. 

57. Ancho focal El ancho focal de una parabola es la longi- 
tud de su cuerda focal; esto es, es el segmento de recta que 
pasa por el foco perpendicular al eje, con sus extremos en 
la parabola (FIGURA 11.1.14). 



en el problema 57 

a) Calcule el ancho focal de la parabola x 2 = 8y. 

b ) Demuestre que el ancho focal de la parabola x 2 = 4 cy 
yy 2 = 4cx es 4 1 c |. 

58. Orbita parabolica La orbita de un cometa es una parabola 
con el Sol en el foco. Cuando el cometa esta a 50 000 000 
km del Sol, la lrnea del cometa al Sol es perpendicular al 
eje de la parabola. Use el resultado del problema 57 b) para 
escribir una ecuacion de la trayectoria del cometa. (Un 
cometa con orbita parabolica no regresa al sistema 
solar.) 

= Para la discusion 

59. Superficies reflectoras Suponga que dos superficies 
reflectoras parabolicas estan una frente a otra (con sus 
focos en un eje comun). Todo sonido emitido en un foco 
se reflejara en las parabolas y se concentrara en el otro 
foco. La FIGURA 11.1.15 muestra las trayectorias de dos 
ondas sonoras tfpicas. Con la definition de parabola de la 
pagina 482, demuestre que todas las ondas sonoras reco- 
rreran la misma distancia. [Nota: este resultado es impor- 
tante por la siguiente razon: si las ondas sonoras recorrie- 
ran trayectorias de distintas longitudes, llegarfan al segundo 
foco en tiempos distintos. El resultado serfa interferencia, 
y no un sonido nftido.] 
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FIGURA 11.1.15 Superficies reflectoras parabolicas 
del problema 59 


60. El punto mas cercano al foco es el vertice. <,C6mo se puede 
demostrar este enunciado? Ponga en practica sus ideas. 

61. En el caso del cometa del problema 58, use el resultado 
del problema 60 para determinar la distancia mas corta 
entre el Sol y el cometa. 
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H 11.2 Laelipse 

■ Introduction Esta figura es frecuente en astronomfa. Por ejemplo, las orbitas de los 
planetas en tomo al Sol son elfpticas, y el Sol esta en un foco. De igual manera, los satelites 
de comunicaciones, el telescopio espacial Hubble y la estacion espacial internacional giran 
en torno a la Tierra en orbitas elfpticas, con la Tierra en un foco. En esta section se definira 
la elipse y se estudiaran algunas de sus propiedades y aplicaciones. 


Definition 11.2.1 Elipse 

Una elipse es el conjunto de puntos P{x, y) en un piano, tales que la suma de las distancias 
de P a dos puntos fijos F t y F 2 es constante. Los puntos fijos F 1 y F 2 se llaman focos. El 
punto medio del segmento de recta que une a los puntos F l y F 2 se llama centro de la 
elipse. 


Como se ve en la FIGURA 11.2.1, si P es un punto en la elipse y d\ = d(F h P)yd 2 = d{F 2 , P) 
son las distancias de los focos a P, entonces, de acuerdo con la definition anterior, 


di+d 2 = constante 



FIGURA 11.2.1 Una elipse 


en donde k> 0 es una constante. 

En nivel practico, la ecuacion ( 1 ) sugiere una forma de trazar una elipse. LaFIGURA11.2.2 
muestra que si se fija un hilo de longitud k a dos clavos en una hoja de papel, se puede trazar 
una elipse recargando un lapiz en el hilo y moviendolo en tal forma que el hilo permanezca 
tenso. 

■ Elipse con centro en (0, 0) Ahora deduciremos la ecuacion de la elipse. Por comodidad 
algebraica, definiremos k = 2a > 0 y colocaremos los focos en el eje x, en las coordenadas 
F^—c, 0) y F 2 (c, 0), como muestra la FIGURA 11.2.3. Entonces, de acuerdo con (1), 



FIGURA 11.2.2 Metodo para trazar 
una elipse 


V(* + cf + y 2 + V(jc - c) 2 + y 2 = 2 a 
o sea V(jc + c) 2 + y 2 = 2 a - V(jc — c) 2 + y 2 . 

Ambos lados de la segunda ecuacion en (2) se elevan al cuadrado y se simplifica: 

( x + c ) 2 + y 2 — 4 a 2 — 4 aV (x — c) 2 + y 2 + (x — c) 2 + y 2 
a\/ ( x — c) 2 + y 2 = a 2 — cx. 

Se eleva al cuadrado por segunda vez, y entonces 



FIGURA 11.2.3 Elipse con centro en 
(0, 0) y focos en el eje x 


a 2 [(x — c) 2 + y 2 ] = a 4 — 2 a 2 cx + c 2 x 2 
o sea (a 2 - c 2 )x 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 - c 2 ). 


(3) 


En la figura 1 1.2.3 se ve que los puntos F h F 2 y P forman un triangulo. Como la suma de las 
longitudes de dos lados cualquiera en un triangulo es mayor que la longitud del otro lado, se 
debe cumplir que 2a>2c,oa> c. Por tanto, a 2 — c 2 > 0. Cuando se iguala b 2 = a 2 — c 2 , 
la ecuacion (3) se transforma en b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . Esta ultima ecuacion se divide entre a 2 b 2 
y se obtiene 



(4) 


11.2 La elipse 


La ecuacion (4) se llama forma normal de la ecuacion de una elipse con centra en (0, 0) y 
focos en (— c, 0) y (c, 0), donde c se define por b 2 = a 2 — c 2 , y a> b > 0. 

Si los focos estan en el eje y, al repetir el analisis anterior se llega a 



La ecuacion (5) es la llamada forma normal de la ecuacion de una elipse con centra en 
(0, 0) y focos en (0, —c) y (0, c), donde c se define por b 2 = a 2 - c 2 , y a > b > 0. 

■ Ejes mayor y menor El eje mayor de una elipse es el segmento de recta que pasa por su 
centra, que contiene a los focos y cuyos extremos estan en la elipse. En el caso de una elipse 
cuya ecuacion es la (4), el eje mayor es horizontal, mientras que en el de la (5) el eje mayor 
es vertical. El segmento de recta que pasa por el centra, es perpendicular al eje mayor, y cuyos 
extremos estan en la elipse, se llama eje menor. Los dos extremos del eje mayor se llaman 
vertices. En la ecuacion (4), los vertices estan en la intersection con el eje x. Si y = 0 en (4), 
el resultado es x = ±a. Entonces los vertices estan en (—a, 0) y (a, 0). En la ecuacion (5), los 
vertices son las intersecciones con el eje y (0, -a) y (0, a). En la ecuacion (4) los extremos de 
los ejes menores son (0, -b) y (0, b); en la ecuacion (5), los extremos estan en (—b, 0) y (b, 0). 
En las ecuaciones (4) o (5), la longitud del eje mayor es a — (—a) = 2a; la longitud del eje 
menor es 2b. Como a > b, el eje mayor de una elipse siempre es mas largo que su 
eje menor. 

En la FIGURA 11.2.4 se muestra un resumen de toda la informacion de las ecuaciones (4) 

y(5). 


Resumen 
grafico de la 
informacion 
de las formas 
normales (4) 

y(5) 




FIGURA 11.2.4 Resumen de la informacion de las formas normales (4) y (5) 


^BUSHED Vertices y focos 

Determinar los vertices y los focos de la elipse cuya ecuacion es 3x 2 + y 2 = 9. Hacer la 
grafica. 

Solution Ambos lados de esta igualdad se dividen entre 27, y se ve que la forma normal 
de la ecuacion es 



Como 9 > 3, se identifica esta ecuacion con la (5). De a 2 = 9 y b 2 = 3, se ve que a = 3 
y b = V3. El eje mayor es vertical con extremos en (0, — 3) y (0, 3). El eje menor es 
horizontal y sus extremos estan en ( — V3 , 0 ) y ( V3 , 0) . Claro esta que tambien los ver- 
tices son las intersecciones de la elipse con el eje y, y los extremos del eje menor son 
las intersecciones con el eje x. Ahora, para determinar la ubicacion de los focos, se usa 
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b 2 = a 2 — c 2 o c 2 = a 2 — b 2 , para escribir c = Va 2 — b 2 . Sustituyendo a = 3, b = V3 , 
se obtiene c = V9 — 3 = V6 . Por consiguiente, los focos estan en el eje y, en ( 0, — V6 ) 
y (0, V6). La grafica se muestra en la FIGURA 11.2.5. = 


HEZiZZZ Deduccion de la ecuacion de una elipse 

Deducir una ecuacion de la elipse que tiene un foco en (2, 0) y corta el eje x en (5, 0). 

Solucion Como el foco del dato esta en el eje x, se puede deducir una ecuacion en la 
forma normal (4). Asf, c = 2, a = 5, a 2 = 25 y b 2 = a 2 — c 2 , es decir, b 2 = 5 2 — 2 2 = 21. 
La ecuacion que se busca es 


yi 


(0, V6) 

K0, 3) 



(-V3, 0)1 _ 

- 7(V 3,0) 

fO, -37 

1(0, -V6) 


FIGURA 11.2.5 Elipse del ejemplo 1 


■ Elipse con centro en (h, k ) Cuando el centra esta en ( h , k), la forma normal de la ecua- 
cion de la elipse puede ser 


(x - hf (y - k ) 2 
a 2 + b 2 1 


( 6 ) 


obien 


ix ~ h) 2 (y - k) 2 
b 2 a 2 


(7) 


Las elipses definidas por estas ecuaciones tienen forma identica a las definidas por las ecua- 
ciones (4) y (5), ya que las ecuaciones (6) y (7) representan transformaciones rfgidas de las 
graficas de (4) y (5). Por ejemplo, la elipse 


U - If | (y + 3) 2 
9 16 


tiene su centro en (1, —3). Su grafica es la de x 2 /9 + y 2 /16 = 1, trasladada horizontalmente 
una unidad hacia la derecha, y despues por una traslacion vertical de tres unidades hacia 
abajo. 

No se aconseja memorizar las formulas de los vertices y los focos de una elipse con 
centro en ( h , k). Todo es igual que antes: a, by c son positivos y a > b, a > c. El lector puede 
ubicar vertices, focos y extremos del eje menor sabiendo que a es la distancia del centro a un 
vertice, b es la distancia del centro a un extremo del eje menor y c es la distancia del centro 
a un foco. Tambien, el numero c aun esta definido por la ecuacion b 2 = a 2 - c 2 . 


HEBSEliH Elipse con centro en (h, k) 

Ubicar los vertices y los focos de la elipse 4x 2 + 16y 2 — 8x — 96y + 84 = 0. Hacer la 
grafica. 

Solucion Para escribir esta ecuacion en una de las formas normales (6) o (7), se deben 
completar los cuadrados en x y en y. Recuerdese que, para completar un cuadrado, los 
coeficientes de los terminos cuadraticos x 1 yy 2 deben ser 1 . Para hacerlo, se saca a 4 como 
factor comun de x 2 y x, y a 16 como factor comun de y 2 y y: 

4(x 2 - 2x ) + 16(y 2 -6y ) = -84. 

Entonces, de acuerdo con 


y - ---- » sumj,l4 | - 1 y 16 amhos lados ^ 

4(x 2 - 2x + 1) + 16(y 2 - 6y + 9) = -84 + 4 • 1 + 16 ■ 9 


11.2 La elipse 
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obtiene 



es decir, 


4(x - l) 2 + 16 (y - 3f = 64 
U ~ l) 2 | (y ~ 3) 2 i 
16 4 


( 8 ) 


En la ecuacion (8) se ve que el centra de la elipse esta en (1, 3). Como la ultima ecuacion 
tiene la forma normal (6), se identifica a 2 = 16, o sea a = 4, y b 2 = 4, o b = 2. El eje 
mayor es horizontal y esta en la recta horizontal y = 3 que pasa por (1,3). Es el segmento 
de recta que se muestra en rojo e interrumpido en la FIGURA 11.2.6. Midiendo a = 4 unida- 
des hacia la izquierda y despues a la derecha del centra, a lo largo de la recta y = 3, lle- 
gamos a los vertices (—3, 3) y (5, 3). Si medimos b = 2 unidades tanto hacia abajo como 
hacia arriba de la recta vertical x = 1, que pasa por el centra, llegamos a los extremos del 
eje menor (1, 1) y (1, 5). El eje menor se muestra en negro e interrumpido en la figura 
1 1.2.6. Como c 2 = a 2 — b 2 = 16 — 4 = 12, c = 2 V3 . Por ultimo, si medimos c = 2 V3 
unidades hacia la izquierda y hacia la derecha del centra, a lo largo de y = 3, llegamos a 
los focos en(l — 2V3, 3) y (1 + 2V3, 3). = 



FI G U RA 1 1 .2.7 Interpretation grafica 
de los datos del ejemplo 4 


| Deduction de la ecuacion de una elipse 

Deducir la ecuacion de la elipse que tiene su centra en (2, — 1), cuyo eje mayor vertical 
mide 6 y su eje menor 3. 

Solucion La longitud del eje mayor es 2a = 6, y entonces a = 3. De igual modo, la 
longitud del eje menor es 2b = 3, por lo que b = § . A1 trazar el centra y los ejes se ve en 
la FIGURA 11.2.7 que los vertices estan en (2, 2) y en (2, —4), y que los extremos del eje 
menor estan en (5 , — 1 ) y (3,-1). Como el eje mayor es vertical, la ecuacion normal 
de esta elipse es 

(x-2f (y-(-l)) 2 (x - 2 f (y + l) 2 _ 

(I) 2 3 2 ° ! 9 

■ Excentricidad Relacionado con cada section conica hay un numero e llamado excen- 
tricidad. La excentricidad de una elipse se define mediante 




a) 


e cercana a cero 


b) e cercana a 1 

FIGURA 1 1 .2.8 Efecto de la excentri- 
cidad sobre la forma de una elipse 


donde c = \/a 2 — b 2 . Como 0 < \/ a 2 — b 2 < a, la excentricidad de una elipse satisface 
0 < e < 1. 


Regreso al ejemplo 3 

Determinar la excentricidad de la elipse en el ejemplo 3. 

Solucion Al resolver el ejemplo 3 se vio que a = 4 y c = 2 V3. Por consiguiente, la 
excentricidad de esta elipse es e = (2V3)/4 = V3/2 ~ 0.87. = 


La excentricidad es un indicador de la forma de una elipse. Cuando e ~ 0, esto es, 
cuando e es cercana a cero, la elipse es casi circular, y cuando e ~ 1, la elipse es aplanada, 
alargadao elongada. Para verlo, observe que si e es cercana a 0, entonces, de acuerdo con 
e = \/ a 2 — b 2 /a, c = \/ a 2 — b 2 ~ 0, y en consecuencia a ~ b. Como se puede ver en las 
ecuaciones normales (4) y (5), eso quiere decir que la forma de la elipse es cercana a un 
tirculo. Tambien, como c es la distancia del centra de la elipse a un foco, los dos focos estan 
cercanos entre sf, y cerca del centra. Vease la FIGURA 11.2.8a). Por otra parte, si e ~ 1 o 
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Va 2 - b 2 /a ~ 1, entonces c = V a 2 - b 2 ~ a y entonces b ~ 0. Tambien, c ~ a quiere 
decir que los focos estan alejados; cada foco esta cerca de un vertice. Por consiguiente, la 
elipse es alargada, como se ve en la figura 1 1 .2.8b). 

■ Aplicaciones de la elipse Las elipses tienen una propiedad reflectora analoga a la que 
se describio en la section 1 1 . 1 en el caso de la parabola. Se puede demostrar que si una fuente 
luminosa o sonora se coloca en un foco de una elipse, todos sus rayos u ondas se reflejaran 
en la superficie de la elipse y llegaran al otro foco. Vease la FIGURA 11.2.9. Por ejemplo, si se 
construye una mesa de pool en forma de una elipse con una buchaca en un foco, cualquier 
tiro que se origine en el otro foco nunca fallara en entrar a ella. De igual modo, si un techo 
es elfptico y sus dos focos estan en (o cerca del) el piso, cualquier susurro en un foco se oira 
en el otro. Algunas “galenas de susurros” famosas son el Vestfbulo de las Estatuas del 
Capitolio, en Washington, D. C., el Tabemaculo de Mormon, en Salt Lake City, y la Catedral 
de San Pablo, en Londres. 

Usando su ley de la gravitation universal, Isaac Newton demostro por primera vez la 
primera ley de Kepler del movimiento planetario. La orbita de cada planeta alrededor del Sol 
es una elipse con el Sol en uno de sus focos. 




Excentricidad de la orbita terrestre 

La distancia de la Tierra al Sol en su perihelio (cuando mas se acerca al Sol) es, aproxi- 
madamente, de 9.16 x 10 7 millas, y en su afelio (la maxima distancia de la Tierra al Sol) 
es de 9.46 x 10 7 millas, aproximadamente. ^Cual es la excentricidad de la orbita de la 
Tierra? 


Vestfbulo de las Estatuas, 
Washington, DC 


Solution Supondremos que la orbita de la Tierra es como la que muestra la FIGURA 11.2.10. 
En esa figura se ve que 

a- c = 9.16 X 10 7 
a + c = 9.46 X 10 7 . 

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene a = 9.31 X 10 7 y c = 0.15 X 10 7 . 
Entonces, la excentricidad e = da, es 


_ 0.15 X 10 7 
g ~~ 9.31 X 10 7 


« 0.016. 



FIGURA 11.2.10 Interpretation gra- 
fica de los datos del ejemplo 6 


Las orbitas de siete de los planetas tienen excentricidades menores que 0.1, y por con- 
siguiente, no se alejan de ser circulares. Mercurio y Pluton son las excepciones. Por ejem- 
plo, la orbita de Pluton tiene 0.25 de excentricidad. Muchos de los asteroides y cometas 
tienen orbitas muy excentricas. La orbita del asteroide Hidalgo es una de las mas excentri- 
cas, con e = 0.66. Otro caso notable es la orbita del cometa Halley. Vease el problema 43 
de los ejercicios 11.2. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-28. 


En los problemas 1 a 20, determine el centra, focos, vertices 
y extremos del eje menor, asf como la excentricidad de la 
elipse. Haga una grafica de la elipse. 




11.2 La elipse 


5. 9x 2 +I6y 2 = 144 

6. 2X 2 + y 2 = 4 

7. 9X 2 + 4/ = 36 

8. jc 2 + 4/ = 4 

(,-!)» ( y - 3)* , 

49 36 

in (x + l) 2 , (y ~ 2 ) 2 


= 1 


,, U + 5F + <^ 

12 (* ~ 3 ) 2 | (y + 4 ) 2 

64 81 

13. 4X 2 + (y + 5 ) 2 = 4 

14. 36(x + 2) 2 + (y + 4) 2 = 72 

15. 5(x -l) 2 + 3(y + 2) 2 = 45 

16. 6(x - 2) 2 + 8y 2 = 48 

17. 25X 2 + 9 y 2 - lOOx + 18y - 116 = 0 

18. 9X 2 + 5y 2 + 18x - lOy - 31 = 0 

19. x 2 + 3y 2 + 18y + 18 = 0 

20. 12X 2 + 4y 2 - 24x - 4y + 1 = 0 

En los problemas 21 a 40, deduzca la ecuacion de la elipse 
que satisfaga las condiciones indicadas. 

21. Vertices en (±5, 0), focos en (±3, 0) 

22. Vertices en (±9, 0), focos en (±2, 0) 

23. Vertices en (0, ±3), focos en (0, ±1) 

24. Vertices en (0, ±7), focos en (0, ±3) 


35. Vertices en (±4, 1), pasa por (2V3, 2) 

36. Centro en (1, - 1), un foco en (1, 1), a = 5 

37. Centro en (1, 3), un foco en (1, 0), un vertice en (1, — 1) 

38. Centro en (5, —7), longitud del eje mayor vertical 8, 
longitud del eje menor 6 

39. Extremos del eje menor en (0, 5), (0, — 1), un foco en 

( 6 , 2 ) 

40. Extremos del eje mayor en (2, 4), (13, 4), un foco en 
(4, 4) 

41. La orbita de Mercurio es una elipse con el Sol en uno de 
sus focos. La longitud del eje mayor de esta orbita es de 72 
millones de millas, y la longitud del eje menor es de 
70.4 millones de millas. ^Cual es la distancia minima 
(perihelio) entre Mercurio y el Sol? <jCual es la distancia 
maxima (afelio)? 

42. ^Cual es la excentricidad de la orbita de Mercurio, con los 
datos del problema 41? 

43. La orbita del cometa Halley es una elipse cuyo eje mayor 
tiene 3.34 x 10 9 millas de longitud, y cuyo eje menor tiene 
8.5 x 10 s millas de longitud. ^Cual es la excentricidad de 
la orbita del cometa? 

44. Un satelite gira en tomo a la Tierra en una orbita eliptica, 
con el centra de la Tierra en uno de sus focos. Tiene una 
altitud minima de 200 millas y una altitud maxima de 1 000 
millas sobre la superficie de la Tierra. Si el radio de la 
Tierra es de 4 000 millas, <',cua] es la ecuacion de su 
orbita? 

= Aplicaciones diversas 

45. Arco Un arco semieUptico tiene su eje mayor vertical. 
La base del arco tiene 10 pies de ancho, y la parte mas alta 
esta a 15 pies sobre el suelo. Calcule la altura del arco 
sobre el punto en la base del arco que esta a 3 pies del 
centra. 


25. Vertices en (0, ±3), extremos del eje menor en (± 1, 0) 

26. Vertices en (±4, 0), extremos del eje menor en (0, ±2) 

27. Vertices en (—3, —3), (5, —3), extremos del eje menor 
en (1, — 1), (1,-5) 

28. Vertices en (1, —6), (1, 2), extremos del eje menor en 
(-2, -2), (4, -2) 

29. Un foco en (0, —2), centra en el origen b = 3 

30. Un foco en (1, 0), centra en el origen a = 3 

31. Focos en (±V2, 0), longitud del eje menor 6 

32. Focos en (0, ±V5), longitud del eje mayor 16 

33. Focos en (0, ±3), pasa por (-1, 2V2) 

34. Vertices en (±5, 0), pasa por (V5, 4) 


46. Disenodeengranajes Un engranaje eliptico gira en tomo 
a su centra, y se mantiene siempre engranado con un engra- 
naje circular que tiene libertad de movimiento horizontal. 
Vea la FIGURA 11.2.11. Si el origen del sistema coordenado 
xy se coloca en el centra de la elipse, la ecuacion de la 
elipse en su position actual es 3x 2 + 9y 2 = 24. El diame- 
tro del engranaje circular es igual a la longitud del eje 
menor del engranaje eliptico. Si las unidades son centime- 
tros, £que distancia se mueve horizontalmente el centra 
del engranaje circular durante la rotation, desde el paso 
de un vertice del engranaje eliptico hasta el siguiente? 



FIGURA 11.2.11 

Engranajes eliptico y 
circular del problema 46 
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47. Carpinteria Un carpintero desea cortar en forma elfptica 
una mesa de cafe, de una pieza rectangular de madera, de 
4 pies por 3 pies, usando toda la longitud y el ancho dis- 
ponibles. Si la elipse se debe trazar usando el metodo del 
cordon y el clavo que se ilustra en la figura 11.2.2, /,que 
longitud debe tener el cordon y donde deben ponerse los 
clavos? 

48. Diseno de un parque Un parque de Washington, DC, 
llamado La Elipse, esta limitado por una vereda elfptica 
cuyo eje mayor tiene 458 m de longitud, mientras que su 
eje menor mide 390 m. Calcule la distancia entre los focos 
de esta elipse. 

49. Galena de los murmullos Suponga que se construye un 
recinto sobre una base elfptica plana, haciendo girar 180° 
una semielipse en torno a su eje mayor. Entonces, por la 
propiedad de reflexion de la elipse, todo lo que se susurre 
en un foco se oira claramente en el otro foco. Si la altura 
del recinto es de 16 pies y la longitud es de 40 pies, calcule 
la ubicacion de los puestos de susurro y escucha. 

50. Ancho focal El ancho focal de la elipse es la longitud de 
una cuerda focal, es decir, un segmento de recta perpen- 
dicular al eje mayor que pasa por un foco y con sus extre- 
mos en la elipse (FIGURA 11.2.12). 

yf 


FIGURA 11.2.12 

Ancho focal del 
problema 50 



a) Calcule el ancho focal de la elipse x 2 /9 + y 2 /4 = 1 . 

b ) Demuestre que en general, el ancho focal de la elipse 
x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 es 2 b 2 /a. 

51. Deduzca una ecuacion de la elipse cuyos focos estan en 
(0, 2) y (8, 6), y la suma fija de las distancias 2 a = 12. 
[Pista: en este caso, el eje mayor no es horizontal ni ver- 
tical; por consiguiente, no se aplica alguna de las formas 
normales de esta section. Use la definicion de la elipse], 

52. Proceda como en el problema 5 1 y deduzca la ecuacion de 
la ehpse cuyos focos estan en (— 1 , — 3) y (— 5, 7), y la suma 
fija de distancias 2 a = 20. 


= Para la discusion 

53. La grafica de la ehpse x 2 /4 + (y — l) 2 /9 = 1 se desplaza 

4 unidades hacia la derecha. /Donde estan el centra, los 
focos, los vertices y los extremos del eje menor en la gra- 
fica desplazada? 

54. La grafica de la ehpse {x — l) 2 /9 + (y — 4) 2 = 1 se desplaza 

5 unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia arriba. 
/ Donde estan el centra, los focos, los vertices y los extre- 
mos del eje menor en la grafica desplazada? 

55. En ingenierfa, con frecuencia se expresa la excentricidad 
de una ehpse solo en funcion de a y b. Demuestre que 
e = Vl - b 2 la 2 . 


11.3 La hiperbola 


■ Introduction La definicion de la hiperbola es basicamente igual que la definicion de la 
ehpse, y la unica exception es que la palabra suma se cambia a la palabra diferencia. 


Definicion 11.3.1 Hiperbola 

Una hiperbola es el conjunto de puntos P(x, y) en el piano, tal que la diferencia de las 
distancias entre P y dos puntos fijos F , y F 2 es constante. Los puntos fijos F \ y F 2 se Ha- 
inan focos. El punto medio del segmento de la recta que une los puntos F\ y F 2 se llama 

centro. 


Como se ve en la FIGURA 1 1 .3.1 , una hiperbola consta de dos ramas. Si P es un punto de 
la hiperbola, entonces 


| eh ~ d 2 1 = k. 


( 1 ) 



en donde d ] = d(F , , P) y d 2 = d(F 2 , P). 


FIGURA 11.3.1 Una hiperbola 


11.3 La hiperbola 



FI G U RA 1 1 .3.2 Hiperbola con centra 
en (0, 0) y focos en el eje x 


■ Hiperbola con centro en (0, 0) Procediendo como en la elipse, se colocan los focos en 
el eje x, en F t (— c, 0) y F 2 (c, 0), como se ve en la FIGURA 11.3.2 y definimos que la constante 
k sea igual a 2a, por comodidad algebraica. Entonces, de acuerdo con (1), 

d x ~ d 2 = ±2 a. (2) 

Como se traza en la figura 1 1 .3.2, P esta en la rama derecha de la hiperbola, y por consiguiente 
di — d 2 = 2a> 0. Si P esta en la rama izquierda, entonces la diferencia es —2a. Si (2) se 
escribe en la forma 


V(x + c) 2 + y 2 - V(jc - c) 2 + y 2 = ±2a 


V(x + c) 2 + y 2 = ±2 a + V(x — c) 2 + y 2 


se eleva al cuadrado, se simplifica y se eleva de nuevo al cuadrado: 


{x + c ) 2 + y 2 = 4 a 2 ± 4 dV(x - c ) 2 + y 2 + {x - c) 2 + y 2 
±a\/(x - c ) 2 + y 2 = cx - a 2 
* 2 [(* - c) 2 + y 2 ] = cV - 2 « 2 cx + a 4 

(c 2 - a 2 )* 2 - a 2 y 2 = a 2 (c 2 - a 2 ). (3) 


De acuerdo con la figura 1 1.3.2, se ve que la desigualdad del triangulo da como resultado 


o 


d x < d 2 + 2c y d 2 < di + 2c, 

d\ ~ d 2 < 2c y d 2 — di < 2c. 


Usando d t — d 2 = ±2a, las dos desigualdades implican que 2a<2c,oa< c. En virtud de que 
c > a > 0, c 2 — a 2 es una constante positiva. Si se hace que b 2 = c 2 — a 2 , la ecuacion (3) se 
transforma en b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 o bien, despues de dividir entre a 2 b 2 . 


La ecuacion (4) se llama forma normal de la ecuacion de una hiperbola con centro en (0, 0) 
y focos en (— c, 0) y (c, 0), y c se define por b 2 = c 2 — a 2 . 

Cuando los focos estan en el eje y, una repetition de las operaciones algebraicas ante- 
riores conduce a 


Precaution. 


(5) 


La ecuacion (5) es la forma normal de la ecuacion de una hiperbola centrada en (0, 0) con 
focos en (0, — c) y (0, c). Aquf, de nuevo, c > ay b 2 = c 2 — a 2 . 

► En el caso de la hiperbola, a diferencia de la elipse, tengase en cuenta, en (4) y (5), que no 
hay relation entre los tamanos relativos de a y b\ mas bien a 2 siempre es el denominador del 
termino positivo y las intersecciones con los ejes coordenados siempre tienen ±a como una 
coordenada. 


■ Ejes transversal y conjugado El segmento de recta con los extremos en la hiperbola, y 
que esta en la lrnea que pasa por los focos, se llama eje transversal; sus extremos se llaman 
vertices de la hiperbola. En la hiperbola que se describe con la ecuacion (4), el eje transver- 
sal esta en el eje x. Por consiguiente, las coordenadas de los vertices son las de las intersec- 
ciones con el eje x. Si se hace que y = 0 se obtiene x 2 /a 2 = 1, es decir, x = ±a. Asf, como se 
ve en la FIGURA 11.3.3a), los vertices estan en (—a, 0) y en (a, 0); la longitud del eje transver- 
sal es 2a. Notese que si se hace que y = 0 en (4), se obtiene — y 2 lb 2 = 1, o sea y 2 = —b 2 , que 
no tiene soluciones reales. Entonces, la grafica de cualquier ecuacion en esa forma no tiene 
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intersecciones con el eje y. Sin embargo, los numeros ±b son importantes. El segmento de 
recta que pasa por el centra de la hiperbola y es perpendicular al eje transversal, cuyos extre- 
mos estan en (0, —b) y (0, b ) se llama eje conjugado. En forma parecida, la grafica de una 
ecuacion, en la forma normal (5), no tiene intersecciones con el eje x. En el caso de (5) el eje 
conjugado es el segmento de recta cuyos extremos estan en {—b, 0) y (b, 0). 

La information de las ecuaciones (4) y (5) se resume en la figura 1 1.3.3. 



■ Asmtotas Toda hiperbola posee un par de asmtotas oblicuas, que pasan por su centra. Esas 
asmtotas indican el comportamiento en los extremos, y como tales son una ayuda invaluable 
para trazar la grafica de una hiperbola. Si de (4) se despeja a y en funcion de x se llega a 



Cuando x —*■ — °°ox— > °°, entonces a 2 lx 2 — > 0, por lo que Vl — a 2 /x 2 — > 1 . Por consi- 
guiente, para grandes valores de | x |, los puntos en la grafica de la hiperbola se acercan a los 
puntos en las rectas 


y 


b 

a 


y y 


b 

a 


( 6 ) 


Con un analisis parecido se ve que las asmtotas oblicuas de (5) son 



(7) 


Cada par de asmtotas se interseca en el origen, que es el centra de la hiperbola. Tambien 
observese, en la FIGURA 11.3.4a), que las asmtotas solo son las diagonales prolongadas de un 
rectangulo de 2 a de ancho (la longitud del eje transversal) y 2b de altura (la longitud del eje 
conjugado); en la figura 1 1 .3 Ab) las asmtotas son las diagonales prolongadas de un rectangulo 
de 2b de ancho y 2 a de altura. Este rectangulo se denomina rectangulo auxiliar. 

Recomendamos al lector que no memorice las ecuaciones (6) y (7). Hay un metodo facil 
para obtener las asmtotas de una hiperbola. Por ejemplo, como y = ±(b/a)x equivale a 


t 

b 2 
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Este es un metodo nemotecnico. 
No tiene importancia geometrica. 



25 


FI G U RA 1 1 .3.5 Hiperbola del 
ejemplo 1 



FIGURA 11.3.4 Hiperbolas (4) y (5) con las asmtotas oblicuas (en rojo) como las 
diagonales prolongadas de los rectangulos auxiliares (en negro). 


las asmtotas de la hiperbola (4) se obtienen con una sola ecuacion 



Note que (8) se factoriza como la diferencia de dos cuadrados: 



A1 igualar cada factor a cero y despejar y se obtiene la ecuacion de una asmtota. El lector 
ni siquiera debe memorizar la ecuacion (8), porque solo es el lado izquierdo de la forma 
normal de la ecuacion de una hiperbola, presentada en (4). De igual forma, para obtener 
las asmtotas en (5) solo sustituya 1 por 0 en la forma normal, factorice y 2 la 2 — x 2 /b 2 = 0 
y despeje y. 


^BUSHED Hiperbola centrada en (0, 0) 

Determinar la ubicacion de vertices, focos y asmtotas de la hiperbola 9x 2 — 25 y 2 = 225. 
Trazar la grafica. 

Solucion Primero se lleva la ecuacion a su forma normal, dividiendo entre 225: 



En esta ecuacion se observa que a 2 = 25 y b 2 = 9, y entonces a = 5 y b = 3. Por tanto, 
los vertices estan en (—5, 0) y (5, 0). Como b 2 = c 2 — a 2 implica que c 2 = a 2 + b 2 , 
entonces c 2 = 34, y por ende los focos estan en ( — V34, 0) y ( V34 , 0) . Para determi- 
nar las asmtotas obbcuas se usa la forma normal (9), sustituyendo 1 por 0: 

x 2 y 2 ( x y\( x y\ 

= 0 se factoriza como — I — =0. 

25 9 V5 3/\5 3/ 

Se iguala cada factor a cero y se despeja y; asf se obtienen las asmtotas y = ±3jc/ 5. Se 
grafican los vertices, y las dos rectas que pasan por el origen. Ambas ramas de la hiperbola 
deben acercarse arbitrariamente a las asmtotas cuando x — > ±°° (FIGURA 11.3.5). = 
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Determinacion de la ecuacion de una hiperbola 

Determine la ecuacion de la hiperbola cuyos vertices estan en (0, —4), (0, 4) y sus asinto- 
tas sony = ~\x,y = \x. 


Solucion El centro de la hiperbola esta en (0, 0). Eso se ve porque las asintotas se cortan 
en el origen. Ademas, los vertices estan en el eje y y estan a 4 unidades a cada lado del 
origen. Entonces, la ecuacion que se busca tiene la forma (5). De acuerdo con (7), para la 
figura 11.3.4&), las asintotas deben ser de la forma y = ±(a/b)x, y entonces alb = 1/2. 
Con los vertices indicados, se identifica que a = 4, y entonces 
4 1 

— = — implica que b = 8. 
b 2 

Entonces, la ecuacion de la hiperbola es 


y 2 

4 2 


o sea 


y 2 

16 


■ Hiperbola con centro en (h, k) Cuando el centro de la hiperbola esta en Qi, k), los analo- 
gos de la forma normal de las ecuaciones (4) y (5) son, respectivamente, 

(* - ft ) 2 ~*> 2 _ ! do ) 

y (y^kl_(x-hl =i (11) 

a 2 b 2 

Como en (4) y en (5), los numeros a 2 , b 2 y c 2 se relacionan por b 2 = c 2 — a 2 . 

El lector puede ubicar vertices y focos aprovechando que a es la distancia del centro a 
un vertice, y c es la distancia del centro a un foco. Las asintotas inclinadas de (10) se obtienen 
factorizando 


en la forma 


(x - h) 2 (y ~ k) 2 ^ q 



De igual modo, las asintotas de (11) se obtienen factorizando 
( y-k f (x-h) 2 ^ Q 

a 2 b 2 

igualando cada factor a cero y despejando y en funcion de x. Para comprobar su trabajo, 
recuerde que (h, k) debe ser un punto que este en cada asintota. 


HEBSHEJl Hiperbola centrada en (h, k) 

Halle el centro, vertices, focos y asintotas de la hiperbola 4X 2 — y 2 — 8x — 4y — 4 = 0. 
Trazar la grafica. 

Solucion Antes de completar cuadrados en x y y, sacaremos a 4 como factor comun de 
los dos terminos en x, y a — 1 de los dos terminos en y, para que el primer coeficiente 
de cada expresion sea 1 . De esta forma, 

4(x 2 — 2x ) + ( — l)(y 2 + 4y ) = 4 
4(x 2 - 2x + 1 ) - (y 2 + 4y + 4) = 4 + 4 • 1 + (- 1 ) • 4 
4(x - l) 2 - (y + 2) 2 = 4 
(x-1) 2 (y + 2) 2 
1 4 
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Ax 2 - y 2 - 8x - 4y - 4 = 0 

FIGURA 11.3.6 Hiperbola del 
ejemplo 3 


Ahora se ve que el centra esta en (1, —2). Como el termino en x de la forma normal tiene 
coeficiente positivo, el eje transversal es horizontal y esta en la recta y = —2, y se 
identifican a = 1 y b = 2. Los vertices estan 1 unidad hacia la izquierda y hacia la dere- 
cha del centra; estan en (0, —2) y (2, —2) respectivamente. De b 1 = c 2 — a 2 : 

c 2 = a 2 + b 2 = 1+4 = 5, 

y asf c = V5 . Por consiguiente, los focos estan a V5 unidades a la izquierda y a la dere- 
cha del centra que esta en (l, —2) en (l - V5, —2) y en (l + V5, -2). 

Para determinar las asmtotas se despeja y: 


(x - i) 2 (y + 2 ) 2 




A partir de y + 2 = ±2(x — 1) se advierte que las ecuaciones de las asmtotas son y——2x 
y y = 2x — 4. Observe que si se sustituye x = 1, ambas ecuaciones dan y = — 2, lo que 
quiere decir que las dos lrneas pasan por el centra. A continuation se localiza el centra, 
se grafican los vertices y las asmtotas. Como se ve en la FIGURA 11.3.6, la grafica de la hiper- 
bola pasa por los vertices y se acerca cada vez mas a las asmtotas cuando x —> ±°°. = 


Ecuacion de una hiperbola 

Halle la ecuacion de una hiperbola cuyo centra esta en (2, — 3) , que pasa por el punto (4, 1) 
y que tiene un vertice en (2, 0). 

Solution Ya que la distancia del centra a un vertice es a, entonces a = 3. De acuerdo 
con la ubicacion del centra y el vertice, el eje transversal debe ser vertical y estar en la 
recta x = 2. Por consiguiente, la ecuacion de la hiperbola debe tener la forma (11): 

(y + 3) 2 _ (x - 2) 2 = (12) 

3 2 b 2 

en donde se debe determinar b 2 . Como el punto (4, 1) esta en la grafica, en la hiperbola 
sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion (12). De 



a) e cercana a 1 


.e ve que b 2 = y . La conclusion es que la ecuacion que se busca e 

(y + 3) 2 (x ~ 2) 2 _ 

3 2 # 


b) e mucho mayor que 1 

FIGURA 11.3.7 Efecto de la excen- 
tricidad sobre la forma de una 
hiperbola 


■ Excentricidad Como la elipse, la ecuacion que define la excentricidad de una hiperbola 
es e = da. Excepto en este caso, el numero c se define como c = \/ a 2 + b 2 . Ya que 
0 < a < \/a 2 + b 2 , la excentricidad de una elipse satisface e > 1. Como en el caso de la 
ebpse, la magnitud de la excentricidad de una hiperbola es indicador de su forma. La FIGURA 
11.3.7 muestra ejemplos de dos casos extremos: e ~ 1 y e mucho mayor que 1. 


500 


CAPITUL0 11 Temas de geometria analitica 


H3EEHEH Excentricidad de una hiperbola 

y 2 — l)^ 

Calcule la excentricidad de la hiperbola — — : = 1. 

2 36 

Solucion Se identifican a 2 = 2 y b 2 = 36, y con ello se obtiene c 2 = 2 + 36 = 38. Enton- 
ces, la excentricidad de la hiperbola indicada es 



a 


yp=Vl9-4A 

V2 


La conclusion es que la hiperbola tiene sus ramas que se abren mucho, como en la figura 
11.3.7k). = 

■ Aplicaciones de la hiperbola La hiperbola tiene varias aplicaciones importantes en 
tecnicas de sondeo. En particular, varios sistemas de navegacion usan hiperbolas, como se 
describira a continuation. Dos radiotransmisores fijos a distancia conocida entre si transmi- 
ten senales sincronizadas. La diferencia entre los tiempos de reception por parte de un nave- 
gante determina la diferencia 2 a entre las distancias del navegante a los dos transmisores. 
Con esta information, el navegante se ubica en algun lugar de la hiperbola cuyos focos estan 
en los transmisores, y la diferencia fija en las distancias a los focos es igual a 2a. Usando dos 
conjuntos de senales obtenidas a partir de una sola estacion maestra, apareadas con cada una 
de dos segundas estaciones, el sistema de navegacion LORAN, de largo alcance, localiza un 
barco o un avion en la intersection de dos hiperbolas (FIGURA 11.3.8). 

En el siguiente ejemplo se ilustra el uso de una hiperbola en otro caso que implica tec- 
nicas de sondeo. 



FIGURA 11.3.8 Conceptodel 
LORAN 


HEE30EH Localization de una gran explosion 

Dos observadores ubicados en los puntos Ay B oyen el sonido de una explosion de dina- 
mita en momentos distintos. Debido a que saben que la velocidad aproximada del sonido es 
de 1 100 pies/s o 335 m/s, determinan que la explosion sucedio a 1 000 metros mas cerca 
del punto A que del punto B. Si A y B estan a 2 600 metros de distancia, demostrar que el 
lugar de la explosion esta en la rama de una hiperbola. Encuentre una ecuacion de esa 
hiperbola. 

Solucion En la FIGURA 11.3.9 se han colocado los puntos A y B en el eje x, en (1 300, 0) 
y (— 1 300, 0), respectivamente. Si P(x, y) indica el lugar de la explosion, entonces 


FIGURA 11.3.9 Grafica del ejem- 


d(P, B ) - d(P, A) = 1 000. 


De acuerdo con la definition de la hiperbola en la pagina 495, y la deduction que le sigue, 
se ve que esta es la ecuacion de la rama derecha de una hiperbola, con la diferencia de 
distancias fijas 2a = 1 000 y c = 1 300. Entonces, la ecuacion tiene la forma 

x 2 y 2 

— 2 — ^ = 1, donde r^0, 


o bien, despues de despejar x. 


x = a 



Con a = 500 y c = 1 300, b 2 = (1 300) 2 - (500) 2 = (1 200) 2 . A1 sustituir en la ecuacion 
anterior se obtiene 


V 1 + (G ooF ° I = ^ 


1 200) 2 4 
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a) Huella sonica 



Cometa: orbita 



Cometa: orbita 
hiperbolica 
c) Orbitas en tomo al Sol 


FIGURA 11.3.10 Aplicaciones de las hiperbolas 


Para determinar el lugar exacto de la explosion del ejemplo 6 se necesitarfa otro obser- 
vador, que oyera la explosion en un tercer punto C. Conociendo el tiempo entre cuando este 
observador oye la explosion y cuando la oye el observador A, se determina una segunda 
hiperbola. El punto de la detonation es un punto de intersection de las dos hiperbolas. 

Hay muchas otras aplicaciones de la hiperbola. Como se ve en la FIGURA 11.3.10a), un 
avion que vuele a velocidad supersonica, paralelo al nivel del suelo, deja una “huella” sonica 
hiperbolica en el suelo. Al igual que la parabola y la elipse, tambien la hiperbola posee una 
propiedad reflectora. El telescopio reflector Cassegrain que muestra la figura 11.3.10ft) usa 
un espejo secundario hiperbolico para reflejar un rayo de luz a traves de un agujero, que 
pasa a un ocular (o camara) detras del espejo parabolico principal. En esta construction de 
telescopio se aprovecha que un rayo de luz dirigido a lo largo de una linea que pasa por un 
foco de un espejo hiperbolico se refleja en una linea que pasa por el otro foco. 

En el universo, las orbitas de objetos pueden ser parabolicas, elipticas o hiperbolicas. 
Cuando un objeto pasa cerca del Sol (o de un planeta) no necesariamente es capturado por el 
campo gravitacional del objeto mayor. En ciertas condiciones, toma una cantidad fracciona- 
ria de energia orbital de ese cuerpo mucho mayor, y el “efecto de onda” que resulta hace que 
la orbita sea hiperbolica, alpasarelSol [figura 11.3.10c)]. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-29. 


En los problemas 1 a 20, localice centra, focos y vertices y 
determine las asintotas y la excentricidad de las hiperbolas. 
Trace la grafica de la hiperbola. 



y 2 

4. y — - 4x 2 = 1 


5. 4x 2 - 16y 2 = 64 

6. 5x 2 -5y 2 = 25 


7. y 2 — 5.x 2 = 20 


9.x 2 - 16y 2 

+ 144 = 0 

(x - 5) 2 

(y + l) 2 

4 

49 

(x + 2) 2 

( y + 4) 2 

10 

25 

(y - 4) 2 

2 1 

36 


(y - ?) 2 

(x + 3) 2 

4 

9 


13. 25 (x - 3) 2 — 50 — l) 2 = 125 

14. 10(x + l) 2 -2 (y- \f = 100 
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15. 8(x + 4 ) 2 - 50 - if + 40 = 0 

16. 9(x - l) 2 - 81(y - 2? = 9 

17. 5X 2 - 6/ - 20x + I2y - 16 = 0 

18. 16x 2 - 25/ - 256x - 150y + 399 = 0 

19. Ax 2 — / — 8x + 6y — 4 = Q 

20. 2/ - 9x 2 - 18x + 20y + 5 = 0 

En los problemas 21 a 44 deduzca una ecuacion de la hiper- 
bola que satisfaga las condiciones indicadas. 

21. Focos en (±5, 0), a = 3 

22. Focos en (±10, 0), b = 2 

23. Focos en (0, ±4), un vertice en (0, —2) 

24. Focos en (0, ±3), un vertice en (0, — §) 

25. Focos en (±4, 0), longitud del eje transversal 6 

26. Focos en (0, ±7), longitud del eje transversal 10 

27. Centro en (0, 0), un vertice en (0, §), un foco en (0, —3) 

28. Centro en (0, 0), un vertice en (7, 0), un foco en (9, 0) 

29. Centro en (0, 0), un vertice en (—2, 0), un foco en 
(-3, 0) 

30. Centro en (0, 0), un vertice en (1, 0), un foco en (5, 0) 

31. Vertices en (0, ±8), asmtotas y = ±2x 

32. Focos en (0, ±3), asmtotas y = ±\x 

33. Vertices en (±2, 0), asmtotas y = ±f x 

34. Focos en (±5, 0), asmtotas y = ±§x 

35. Centro en (1, —3), un foco en (1, —6) y un vertice en 
(1, -5) 

36. Centro en (2, 3), un foco en (0, 3) y un vertice en (3, 3) 

37. Focos en (—4, 2), (2, 2), un vertice en (-3, 2) 

38. Vertices en (2, 5), (2, — 1), un foco en (2, 7) 

39. Vertices en (±2, 0), pasa por (2/3, 4) 

40. Vertices en (0, ±3), pasa por (y, 5) 

41. Centro en (— 1, 3), un vertice en (—1, 4), pasa por 
(-5, 3, +V5) 

42. Centro en (3, —5), un vertice en (3, —2), pasa por 

(1,-D 

43. Centro en (2, 4), un vertice en (2, 5) y una asmtotas 
2y - x - 6 = 0 

44. Excentricidad VlO, extremos del eje conjugado en (—5, 4), 
(-5, 10) 


45. Tres puntos estan ubicados en A(— 1 0, 16), B(— 2, 0) y 
C(2, 0); las unidades son kilometros. Se sabe que un canon 
esta emplazado en el segmento de recta entre A y C, y 
mediante tecnicas de sondeo se determina que el canon 
esta 2 km mas cerca de B que de C. Determine el punto 
donde esta emplazado el canon. 

46. Se puede demostrar que un rayo de luz que emana de un 
foco de una hiperbola se reflejara a lo largo de la lrnea que 
pasa por el foco opuesto (FIGURA 11.3.11). Un rayo de luz 
que viene del foco izquierdo de la hiperbola x 2 /! 6 — //20 
= 1 llega a la hiperbola en el punto (—6, —5). Deduzca la 
ecuacion del rayo reflejado. 


FIGURA 11.3.11 Propiedad 
reflectora en el problema 46 

47. Halle la ecuacion de una hiperbola con sus focos en 
(0, —2) y (8, 4), y con diferencia fija de distancias 2 a = 8. 
[Pista: vea el problema 51 en los ejercicios 1 1.2], 

48. El ancho focal de una hiperbola es la longitud de su cuerda 
focal, esto es, un segmento de recta perpendicular a la lrnea 
que contiene al eje transversal que pasa por un foco, con 
los extremos en la hiperbola (FIGURA 11.3.12). 



FIGURA 11.3.12 Ancho focal 
del problema 48 


a) Halle el ancho focal de la hiperbola x 2 /4 — y 2 /9 = 1. 

b) Demuestre que, en general, el ancho focal de la hi- 
perbola x 2 /a 2 - y 2 lb 2 = 1 es 2 b 2 /a. 

= Para la discusion 

49. Busqueda desubmarinos Dos detectores de sonar estan 
a la distancia d entre si. Suponga que un sonido (como el 
siseo de un submarino) se oye en los dos detectores con 
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una demora de tiempo h. Vease la FIGURA 11.3.13. Suponga 
que el sonido viaja en linea recta hacia los dos detectores, 
a la velocidad v. 

Rama de la 

hiperbola Submarine.- 

\ 



FIGURA 11.3.13 Detectores sonicos 
del problema 49 

a) Explique por que h no puede ser mayor que d/v. 

b) Explique por que, para valores dados de d, v y h, pue- 
de determinarse que la fuente sonora esta en una 
rama de una hiperbola. [Pista: <,donde cree que esten 
los focos?] 


c ) Halle la ecuacion de la hiperbola del inciso b), supo- 
niendo que los detectores se encuentran en los puntos 
(0, dl 2) y (0, —d/2). Exprese el resultado en la forma 
normal y 2 /a 2 — x 2 lb 2 = 1. 

50. Se dice que las hiperbolas 



son conjugadas entre si. 

a) Determine la ecuacion de la hiperbola conjugada de 



25 144 


b) Describa como se relacionan las graficas de las hiper- 
bolas conjugadas. 

51 . Una hiperbola rectangular es una en la cual las asmtotas 
son perpendiculares. 

a) Demuestre que y 2 — x 2 + 5y + 3x = 1 es una hiper- 
bola rectangular. 

b) ^Cual(es) de las hiperbolas de los problemas 1 a 20 son 
rectangulares? 


j | 11.4 Rotacion de ejes 

■ Introduccion En la introduccion de la seccion 11.1 senalamos que las ecuaciones de las 
secciones conicas son casos especiales de la ecuacion general de segundo grado 

Ax 1 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (1) 

Cuando 5 = 0, obtenemos las formas estandares de las ecuaciones de los crrculos, parabolas, 
elipses e hiperbolas estudiados en las secciones anteriores a partir de ecuaciones de la 
forma 


Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (2) 

al completar el cuadrado. Puesto que cada forma estandar es una ecuacion de segundo grado, 
debemos tener que A A 1 0 o C ^ 0 en (2). 

Ademas de las secciones conicas conocidas, la ecuacion (1) tambien puede representar 
la interseccion de dos rectas, una recta, un solo punto, dos rectas paralelas o ninguna grafica 
en absoluto. Estos se conocen como casos degenerados de la ecuacion (1) (veanse los pro- 
blemas 29 y 31 en los ejercicios 11.4). 

Cuando 0, como veremos en la explicacion siguiente, es posible eliminar el termino 
xy de la ecuacion (1) por medio de una rotacion de ejes. En otras palabras, siempre es posi- 
ble seleccionar el angulo de rotacion 6 para que toda ecuacion de la forma (1) pueda trans- 
formarse en una ecuacion en x' y y' sin termino x'y'\ 

A' (x') 2 + C'(y') 2 + D'x' + E'y' + F' = 0 (3) 

Procediendo como harfamos en la ecuacion (2), podemos transformar (3) en forma estandar, 
lo que nos permite identificar la seccion conica y trazar la grafica correspondiente en el piano 
de coordenadas x'y' . 


504 


CAPITUL0 11 Temas de geometria analitica 


■ Rotacion de ejes Comenzamos con un sistema de coordenadas xy con origen O y giramos 
los ejes x y y alrededor de O a lo largo de un angulo G, como se muestra en la FIGURA 11.4.1. 
En la posicion que ocupan despues de la rotacion, denotamos los ejes xy y con los sfmbolos 
x' y y', respectivamente. De este modo, cualquier punto P en el piano tiene dos conjuntos de 
coordenadas: ( x , y) en terminos del sistema original de coordenadas xy, y (x\ y') en funcion 
del sistema de coordenadas x'y' . Es un ejercicio de trigonometna muy sencillo demostrar que 
las coordenadas xy de P pueden convertirse en las nuevas coordenadas x'y' por 

x' = x cos 6 + y sen 0 

y' = —x sen 6 + y cos 6. (4) 

A la inversa, si resolvemos (4) para xy y, obtenemos un conjunto de ecuaciones que nos 
permiten convertir las coordenadas x'y' de P en coordenadas xy: 



x = x'cos 6 - y'send 

y = x'sen 6 + y'cos 6. (5) 


(vease el problema 32 de los ejercicios 1 1 .4). De los dos conjuntos de ecuaciones de rotacion, 
(4) y (5), el conjunto presentado en (5) es el mas importante para nuestros propositos. 


HEUEEHl Coordenadas 

Suponga que el eje x gira en un angulo de 60°. Obtenga a) las coordenadas x'y' del punto 
cuyas coordenadas xy son (4, 4); b ) las coordenadas xy del punto cuyas coordenadas x'y' 
son (3, —5). 

Solucion a) El punto (4, 4) se indica con el punto negro en la FIGURA 11.4.2. Con 0 = 60°, 
x = 4 y y = 4, las ecuaciones en (4) dan 

x'= 4cos60° + 4sen60° = 40) + 400) = 2 + 2\/3 

y' = -4sen60° + 4cos60° = -400 + 40) = 2 - 2V3. 

Las coordenadas x'y ' de (4, 4) son (2 + 2V3, 2 — 2\/3), o aproximadamente (5 .46, — 1 .46). 
b) El punto (3, —5) se indica con el punto rojo en la figura 1 1.4.2. Con 6 = 60°, x' = 3 y 
y' = —5, las ecuaciones en (5) dan 

x = 3 cos 60° - (-5) sen 60° = 30) + 500 = 

y = 3 sen 60° + (-5)cos60° = 300 - 50) = 3V 0~ 5 . 



FIGURA 11.4.2 Rotacion de ejes del 
ejemplo 1 


Por tanto, las coordenadas xy de (3, —5) son (|(3 + 5V3), |(3V3 — 5)), o aproximadamente 
(5.83,0.10). = 


Con las ecuaciones de rotacion en (5) es posible determinar un angulo de rotacion 6 tal 
que cualquier ecuacion de la forma (1), donde 0, se puede transformar en una ecuacion 
en x' y y' sin el termino x'y'. Sustituyendo x y y en (1) por las ecuaciones en (5): 

A(x'cos 6 — y'sen 6) 2 + B(x' cos 6 — y'sen 6) (x'sen 6 — y'cos 6 ) + C(jt'sen 6 — 
y'cos G) 1 + D(x' cos G - y'sen G) + E(x'sen G - y'cos G) + F = 0 

y simplificando, descubrimos que la ecuacion resultante puede escribirse asi: 


A' (x') 2 + B'x'y' + C'(y') 2 + D'x' + E'y' + F' = 0 (6) 
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Los coeficientes A', B', C', D', E' y F' dependen de A, B, C, D, Ey Fy de sen 9, cos 9. En 
particular, el coeficiente del termino x'y' en (6) es: 

B' = 2 (C - A)sen 9 cos 9 + B( cos 2 0 - sen 2 0) 

Por tanto, para eliminar el termino x'y' en (6), seleccionamos cualquier angulo 9, de modo 
que B' = 0, es decir, 

2 (C — A) sen 9 cos 9 + B(cos 2 6 - sen 2 9) = 0 

► Por las formulas del doble angulo de las funciones seno y coseno, la ultima ecuacion es 
equivalente a 

A - C 

(C - A)sen20 + Bcos29 = 0 o cot 2 9 = . 

B 

Hemos comprobado el siguiente resultado. 


Teorema 11.4.1 

Elimination del termino xy 

El termino xy s( 

j puede eliminar de la ecuacion general de segundo grado 


Ax 1 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

donde BA 0, por medio de la rotation de ejes a traves de un angulo 9 que satisface 


cot 29 = A ^ C . (7) 


Aunque la ecuacion (7) tiene un numero infinito de soluciones, basta tomar una solution 
tal que 0 ° <9 < 90°. Esta inecuacion proviene de los tres casos: 

• Si cot 29 = 0, entonces 29 = 90° y, por tanto, 9 = 45°. 

• Si cot 29 > 0, entonces tomamos 0° < 29 < 90° o 0° < 9 < 45°. 

• Si cot 29 < 0, entonces 90° <29 < 180° o 45° <9 < 90°. 



FIGURA 11.4.3 Rotation de ejes del 
ejemplo 2 


MOUSSES Una ecuacion x'y' 

La ecuacion sencilla xy = 1 se puede escribir en terminos de x' y y' sin el producto xy. 
Cuando comparamos xy = 1 con la ecuacion (1), nos damos cuenta de que A = 0, C = 0 
y B = 1. Por tanto, (7) muestra que cot 29 = 0. Con 9 = 45°, cos 45° = sen 45° = V2/2, 
las ecuaciones de rotation en (5) se convierten en 

V2 

x = x'cos45° — y'sen45° = (x'~ y') 

V2 

y = x'sen45° + y'cos45° = ^ (x'+ y'). 


Sustituyendo xy y por estas expresiones en xy = 1, obtenemos 

V2 V2 

/) • y') “ I 




Reconocemos esta como la ecuacion estandar de una hiperbola con vertices en el eje x’ 
en los puntos x’y’ (±V2, 0). Las asmtotas de la hiperbola son y’ = x’ y y’ = x' (que son 
simplemente los ejes originales x y y; FIGURA 11.4.3). = 


506 


CAPITUL0 11 Temas de geometria analitica 


De hecho no tenemos que determinar el valor de 9 si simplemente deseamos obtener una 
ecuacion x'y' para identificar la seccion conica. Cuando cot 29 ^ 0, es evidente que para usar 
(5) solo necesitamos conocer tanto sen 9 como cos 9. Para ello, usamos el valor de cot 26 
para hallar el valor de cos 29 y luego usar las formulas del medio angulo 

„ / 1 - cos 20 „ / 1 + cos 20 

sen 0=y y cos 0 = V . (8) 

Sin embargo, si deseamos trazar la seccion conica, entonces necesitamos obtener 9 para 
determinar la position de los ejes x' y y'. El siguiente ejemplo ilustra estas ideas. 


^EEEEEJJ Eliminacion del termino xy 

Despues de una rotacion conveniente de ejes, identifique y trace la grafica de 

5V + 3xy + y 2 = 44 


Solution Con A = 5, B = 3 y C = 1, (7) muestra que el angulo de rotacion deseado 
satisface 


cot 26 


5 - 1 = 4 
3 - 3' 


(9) 


Por la explication posterior a (7), y como cot 29 es positivo, podemos elegir 29 tal que 
0 < 6 < 45°. Por la identidad 1 + cot 2 26 = esc 2 29, obtenemos esc 29 = § y, por tanto, 
26 = |. Entonces, cot 29 = cos 20/sen 29 = f produce cos 29 = f. Ahora, por las formu- 
las del medio angulo en (8), obtenemos 


Vio (10) 

3 


Asf, las ecuaciones en (5) se convierten en 


VlO 



= Vu} x ' 


Vio Vio 

3 1 

VTo 3 " ~ Vio 


Ox'-y') 
(x'+ 3y'). 


Las sustituimos en la ecuacion dada y tenemos 

^ + ' Wo«' 3 3/) + (vm) 1(y+ - 44 

f(9V - 6 x'y'+ y' 2 ) + ^(3^' 2 + 8 x'y'- 3y' 2 ) + + 6x'y'+ 9 y' 2 ) = 44 

45v' 2 - 30x'y'+ 5y' 2 + 9x' 2 + 24x'y'- 9y' 2 + x' 2 + 6x'y'+ 9 y' 2 = 440. 


La ultima ecuacion se simplifica a 



(ID 


Reconocemos esta como la ecuacion normal de una elipse. Ahora, por (10), tenemos 
sen 9 = 1/VlO y, por tanto, con la ayuda de una calculadora, obtenemos 9 ~ 18.4°. Este 
angulo de rotacion se muestra en la FIGURA 11.4.4 y usamos los nuevos ejes para trazar la 
elipse. EE 



FIGURA 11.4.4 Rotacion de ejes del 
ejemplo 3 
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No se deje enganar por los ultimos dos ejemplos. Despues de usar las ecuaciones de 
rotacion en (5), la seccion conica puede no ser identificable de inmediato sin cierto trabajo 
adicional. Por ejemplo, despues de una rotacion apropiada de los ejes, la ecuacion 

llx 2 + 16V2xy + 19/ - 24V3x - 24V6y + 45 = 0 (12) 


se transforma en 


9x' 2 - 24x' + y' 2 + 15 = 0 

Despues de completar el cuadrado en x' , (3x' — 4) 2 + y' 2 = 1, reconocemos que la ecuacion 
(12) define una elipse. 

■ Identif icacion de secciones conicas sin rotacion Solo por debatir, si simplemente qui- 
sieramos identificar una seccion conica definida por una ecuacion de la forma dada en (1), 
podnamos hacerlo examinando los coeficientes. Lo unico que necesitamos calcular es el 
discriminante B 2 - 4AC de la ecuacion. 


Teorema 11.4.2 Identificacion de secciones conicas 

Excluyendo los casos degenerados, la grafica de la ecuacion de segundo grado (1) es 

i) una parabola cuando B 2 — 4 AC = 0 

ii) una elipse cuando B 2 — 4 AC < 0 

iii) una hiperbola cuando B 2 — 4AC > 0 


Identificacion 

Identifique la seccion conica definida por la ecuacion dada. 

a ) 9xr + I2xy + 4/ + 2x - 3y = 0 

b ) 3jt - 5/ + 8x — y + 2 = 0 

Solucion a) Con A = 9, B = 12, C = 4, el discriminante 

B 2 - 4AC = (12) 2 - 4(9)(4) = 144 - 144 = 0 

indica que la ecuacion define una parabola. 
b ) Con A = 3, B = 0, C = —5, el discriminante es 

B 2 - 4 AC = (0) 2 - 4(3)(— 5) = 60 > 0 
La ecuacion define una hiperbola. 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-29. 


En los problemas 1 a 4, use (4) para hallar las coordenadas x'y' En los problemas 5 a 10, use (5) para hallar las coordenadas xy 

del punto xy dado. Use el angulo de rotacion especificado 9. del punto x'y' dado. Use el angulo de rotacion especificado 9. 

1. (6, 2), 9 = 45° 5. 

2. (—2, 8), 9 = 30° 6 

3. (-1, -1),0 = 60° 

4. (5, 3), 9 = 15° 1 


(2, —8), 9 = 30° 
(-5, 7), 9 = 45° 
(0, 4), 9 = ^ 
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(3, 0), 0 = y 
(4, 6), 0 = 15° 

(1, 1), 0 = 75° 

En los problemas 1 1 a 16, use la rotation de ejes para elimi- 
nar el termino xy en la ecuacion dada. Identifique la section 
conica y la grafica. 

11. x 2 + xy + y 2 = 4 

12. 2xr — 3xy — 2y 2 = 5 

13. x 2 — 2xy + y 2 = 8x + 8y 

14. x 2 + 4xy = 16 

15. x 2 + 4xy — 2y 2 — 6 = 0 

16. x 2 + 4xy + 4y 2 = 16V5x - 8V5y 

En los problemas 17 a 20, use la rotation de ejes para elimi- 
nar el termino xy en la ecuacion dada. Identifique la section 
conica. 

17. 4X 2 - 4xy + 7y 2 + 12x + 6y - 9 = 0 

18. -x 2 + 6 V3xy + 5y 2 - 8V3x + 8y = 12 

19. 8X 2 - 8xy + 2 y 2 + 10\/5x = 5 

20. x 2 - xy + y 2 - 4x - 4y = 20 

21. Dada la ecuacion 3X 2 + 2\/3xy + y 2 + 2x — 2V3y = 0, 

a) Por rotation de ejes muestre que la grafica de la ecua- 
cion es una parabola. 

b) Obtenga las coordenadas x'y ' del foco. Use esta infor- 
mation para hallar las coordenadas xy del foco. 

c) Obtenga una ecuacion de la directriz en terminos de 
las coordenadas x'y'. Use esta information para hallar 
una ecuacion de la directriz en terminos de las coor- 
denadas xy. 

22. Dada la ecuacion 13X 2 — 8xy + 7 y 2 = 30. 

a ) Por rotation de ejes muestre que la grafica de la ecua- 
cion es una elipse. 

b) Obtenga las coordenadas x'y' de los focos. Use esta 
information para hallar las coordenadas xy de los fo- 
cos. 

c) Obtenga las coordenadas xy de los vertices. 

En los problemas 23 a 28, use el discriminante para determi- 
nar el tipo de grafica sin dibujarla. 

23. x 2 - 3xy + y 2 = 5 


24. 2X 2 - 2xy + 2y 2 = 1 

25. 4xr — 4xy + y 2 — 6 = 0 

26. x 2 +V3xy - y 2 = 0 

27. x 2 +xy+y 2 -x + 2y+l=0 

28. 3X 2 + 2\/3xy + y 2 - 2x + 2y/3y -4 = 0 

= Para la discusion 

29. En (2), demuestre que si A y C tienen el mismo signo, 
entonces la grafica de la ecuacion es ya sea una elipse, un 
tirculo o un punto, o no existe. De un ejemplo de cada tipo 
de ecuacion. 

30. En (2), demuestre que si A y C tienen signos opuestos, 
entonces la grafica de la ecuacion es ya sea una hiperbola 
o un par de lmeas que se cortan. De un ejemplo de cada 
tipo de ecuacion. 

31. En (2), demuestre que si A = 0 o C = 0, la grafica de la 
ecuacion es ya sea una parabola, dos rectas paralelas, una 
recta, o no existe. De un ejemplo de cada tipo de ecua- 
cion. 

32. a) Use la FIGURA 1 1 .4.5 para demostrar que 

x = r cos (f),y — r sen 

y 

x' = r cos (4> — 0), y' = r sen ($ — 0) 

b) Use los resultados del inciso a ) para obtener las ecua- 
ciones de rotation en (4). 

c) Use (4) para hallar las ecuaciones de rotation en (5). 



FIGURA 11.4.5 Rotation de ejes del 
problema 32 


| | 11.5 Ecuaciones parametricas 

■ Introduction Las ecuaciones rectangulares y las polares no son las unicas, y con fre- 
cuencia no las mas convenientes, para describir curvas en el piano coordenado. En esta 
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FIGURA 11.5.1 jCuidado! 


section expondremos una forma distinta de representar una curva que es importante en muchas 
aplicaciones de calculo. Veamos un ejemplo. El movimiento de una partfcula a lo largo de 
una curva, en contraste con a lo largo de una recta, se llama movimiento curvilineo. Si se 
supone que una pelota de golf es golpeada desde el suelo, perfectamente en lrnea recta (sin 
curva ni efecto) y que su trayectoria permanece en un piano de coordenadas como el que se 
ve en la FIGURA 11.5.1, entonces, con ayuda de la frsica y del calculo se puede demostrar que 
sus coordenadas x y y, en el momenta t, se definen por 


x = (v o cos0 o )f, y = ~\gt 2 + (v o sen0 o )f, (1) 

en donde 0 O es el angulo de lanzamiento, v 0 es la velocidad initial y g = 32 pies/s 2 es la 
aceleracion de la gravedad. Esas ecuaciones, que describen la position de la pelota de golf 
en el piano coordenado cuando el tiempo es f, se llaman ecuaciones parametricas. La tercera 
variable t en (1) se llama parametro y se restringe a cierto intervalo 0 < f < T, donde t = 0 
define al origen (0, 0) y t = T es el momenta en el que la pelota llega al suelo. 

En general, una curva en un piano coordenado se puede definir en terminos de ecuacio- 
nes parametricas. 


Definition 11.5.1 Curva plana 

Una curva plana, o curva en el piano, es un conjunto C de pares ordenados (/(f), g(f)), 
donde /y g son funciones definidas en un intervalo comun I. Las ecuaciones 

x = /(f), y = g(f), para f en I, 

se llaman ecuaciones parametricas de C. La variable f se llama parametro. 


Tambien se acostumbra llamar parametrizacion de C a x = f(t), y = g(f) para f en I. 

La grafica de una curva plana C es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el piano 
coordenado que corresponden a los pares ordenados (/(f), g(f)). En adelante, llamaremos curva 
o curva parametrizada a una curva plana. 


^EEEEEIl Grafica de una curva parametrica 

Graficar la curva C que tiene las ecuaciones parametricas 

x = t 2 , y = f 3 , — 1 < f < 2. 

Solution Como se observa en la tabla de abaj o, para cualquier election de f en el intervalo 
[—1, 2], se obtiene un solo par ordenado (x, y). Al unir los puntos con una curva se obtiene 
la grafica de la FIGURA 11.5.2. 




En el ejemplo 1, al pensar en terminos de movimiento y f como tiempo, cuando aumenta 
f de — 1 a 2, un punto P definido como (f 2 , f 3 ) parte de (1, — 1), avanza subiendo por la rama 
inferior hasta el origen (0, 0), pasa a la rama superior y por ultimo se detiene en (4, 8). En 
general, al graficar puntos correspondientes a valores crecientes del parametro, la curva C es 
recorrida por (/(f), g(f)) en cierta direccion indicada por las flechas de la curva de la figura 
1 1.5.2. A esta direccion se le llama orientation de la curva C. 
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No es necesario que un parametro este relacionado con el tiempo. Cuando el intervalo I 
dentro del cual/y g en (1) estan definidos es un intervalo cerrado [a, b], decimos que 
(/(a), g(a )) es el punto inicial de la curva C, y que (/(£>), g(b)) es el punto terminal. En el 
ejemplo 1, el punto inicial es (1, — 1) y el punto terminal es (4, 8). Si el punto terminal es 
el mismo que el punto inicial, esto es, 


(, f{a),g(a)) = (f{b),g{b )) 


entonces C es una curva cerrada. Si C es cerrada pero no se interseca consigo mismo se 
llama curva cerrada simple. En la FIGURA 11.5.3, Ay B representan los puntos inicial y ter- 
minal, respectivamente. 



A=B 

o <f 


a) Curva plana b ) Curva cerrada simple c) Curva cerrada, pero no simple 

FIGURA 11.5.3 Algunas curvas planas 


El siguiente ejemplo ilustra una curva cerrada simple. 


M3EEEEH Parametrizacion de un circulo 

Definir una parametrizacion del circulo x 2 + y 2 = a 2 . 


Solucion El circulo tiene centra en el origen y su radio es a. Si t representa el angulo 
central, es decir, el angulo con vertice en el origen y lado inicial coincidente con el eje x 
positivo, entonces, como se ve en la FIGURA 11.5.4, las ecuaciones 

x = acost, y = asent, 0 ^ t (2) 

definen cada punto P en el circulo. Por ejemplo, cuando t = 0, se obtiene x = a y y = 0; 
en otras palabras, el punto inicial es (a, 0). El punto terminal corresponde a t = 277, y 
tambien es (a, 0). Como los puntos inicial y terminal son iguales, se demuestra lo que es 
obvio: que la curva C definida por las ecuaciones parametricas (2) es una curva cerrada. 
Observe la orientacion de C en la figura 11.5.4: cuando t aumenta de 0 a 277, el punto P 
describe a C en direccion contraria a la de las manecillas del reloj. = 



FIGURA 11.5.4 Circulo del 


ejemplo 2 


En el ejemplo 2, el semicirculo superior x 2 + y 2 = a 2 , 0 < y < a, se define en forma 
parametrica restringiendo el intervalo del parametro a [ 0 , 77], 

x = acost, y = asent, 0 ^ t s 77. 

Observe que cuando t = 77, el punto terminal es ahora (—a, 0 ). Por otra parte, si se desean 
describir dos revoluciones completas en sentido contrario al de las manecillas del reloj en 
torno al circulo, de nuevo se modifica el intervalo del parametro escribiendo 

x = acost, y = asent, 0 <(< 477. 

■ Eliminacion del parametro Dado un conjunto de ecuaciones parametricas, a veces se 
desea eliminar o simplificar el parametro para obtener la ecuacion rectangular de la curva. 
No hay un metodo bien definido para eliminar el parametro; el metodo depende de las ecua- 
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Una curva C puede tener muchas 
parametrizaciones diferentes. 


Proceda con precaucion cuando 
elimine el parametro. 


ciones parametricas. Por ejemplo, para eliminar el parametro en (2) tan solo se elevan al 
cuadrado x y y y se suman las dos ecuaciones: 

x 2 + y 2 = a 2 cos 2 t + a 2 sen 2 1 implicaque x 2 + y 2 = a 2 
porque sen 2 1 + cos 2 t = 1 . En el ejemplo que sigue ilustramos un metodo de sustitucion. 


Elimina cion del parametro 

a) De la primera ecuacion en (1), podemos despejar t en terminos de x, t = x/(y 0 cos 0 0 ). 
Esta expresion se sustituye en la segunda ecuacion y entonces se obtiene 

Ya que v 0 , 6 0 y g son constantes, la ultima ecuacion tiene la forma y = ax 2 + bxy enton- 
ces, la trayectoria de todo proyectil lanzado con el angulo 0 <0 0 < tt/2 es un arco para- 
bolico. 

b) En el ejemplo 1 se puede eliminar el parametro despejando t de la segunda ecuacion, 
en funcion de y para despues sustituir en la primera ecuacion. Se ve que 

t = y W y asf x = (y 1 ' 3 ) 2 = y 2 ' 3 . 

La curva de la figura 1 1.5.2 solo es una parte de la grafica de x = y 213 . Para — 1 < r < 2, 
se tiene que —1 < y < 8. Entonces, la ecuacion rectangular de la curva del ejemplo 1 
esx = y 2/3 , -1 <y<8. = 

► Una curva C puede tener mas de una parametrizacion. Por ejemplo, una parametrizacion 

altemativa del cfrculo del ejemplo 2 es 

x = acos2t, y = asen2t, 0 ^ t ^ v. 

Notese que el intervalo del parametro es ahora [0, it]. Se ve que cuando t aumenta de 0 a n, 
el nuevo angulo 2 1 aumenta de 0 a 277. 


Parametrizaciones alternativas 

a ) Se tiene la curva C, cuyas ecuaciones parametricas son x = t,y = It 2 , — 00 < t < °°. 
Se puede eliminar el parametro usando t — x,y sustituyendo en y = 2t 2 . De ese modo se 
obtiene la ecuacion rectangular y = 2x 2 , en la que reconocemos una parabola. Ademas, 
como — oo < t < oo equivale a — 00 < x < °°, el punto (/, 2 i 2 ) describe la parabola completa 
y = 2X 2 , —oo < x < oo. 

b ) Una parametrizacion alternativa de C se obtiene con x = t 3 l4, y = f 6 /8, — oo < t < °°. 

Si se usa t 3 = 4x y se sustituye en y = t 6 / 8, o y = (t 3 • z 3 )/ 8 se obtiene y = ((4 jc) 2 /8) = 2x 2 . 
Ademas, — oo < j < oo implica que — 00 < t 3 < °°, y asi — °o < x < °°. = 

Note en el ejemplo 4 que un punto en C no necesita corresponder al mismo valor del 
parametro en cada conjunto de ecuaciones parametricas de C. Por ejemplo, se obtiene (1, 2) 
para t — 1 en x = t, y = 2t 2 , pero t = \/4 produce (1, 2) en x = P/4, y = t 6 ! 8. 


Regreso al ejemplo 4 

^ Se debe tener cuidado al trabajar con ecuaciones parametricas. Parecerfa que la eliminacion 

del parametro en x = t 2 , y = 2f 4 , — oo < t < oo llegarfa a la misma parabola y = 2X 2 que en 
el ejemplo 4. Sin embargo no es asf, porque para todo valor de t que satisface — oo < t oo, 
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tenemos que r ^ 0 y entonces x > 0. En otras palabras, el ultimo conjunto de ecuaciones 
es una representation parametrica solo de la rama derecha de la parabola, esto es, y = 2X 2 , 
0<x<°°. = 


HE2S2EO Elimination del parametro 

Se tiene la curva C, definida parametricamente por 

x = sent, y = cos2f, 0 M t A tt/2. 

Eliminar el parametro y obtener una ecuacion rectangular de C. 

Solution Se aplica la formula de angulo doble, cos 2t = cos 2 ? — sen 2 ;, y se puede escri- 
bir que 

y = cos 2 ? — sen 2 ; 

= (l - sen 2 ?) - sen 2 f 

= 1 — 2 sen 2 ? <- sustituir sen t — x 

= 1 - 2x 2 . 

Ahora la curva C descrita por las ecuaciones parametricas no consiste en la parabola com- 
pleta; esto es , y = 1 — Zx 2 , — < x < Vease la FIGURA 11.5.5a). Para 0 < ?< it/2 sucede 
que 0 < sen ?S|,y -1 < cos 2? < 1. Eso quiere decir que C solo es la portion de la 
parabola para la cual las coordenadas de un punto P(x, y ) satisfacen 1 y tambien 

— 1 < 1. La curva C, con su orientation, se ve en la figura 1 1 ,5.5b). Una ecuacion 

rectangular de C es y = 1 — 2X 2 , con el dominio restringido 0 < x < 1 . = 




■ Intersecciones Se obtienen las intersecciones con los ejes coordenados de una curva C 
sin determinar su ecuacion rectangular. En el ejemplo 6 se puede determinar la intersection 
con el eje x encontrando el valor de ? en el intervalo del parametro para el cual y = 0. La 
ecuacion cos 2? = 0 da como resultado 2? = tt/2, asf que ? = n/4. El punto correspondiente 
donde C interseca el eje x es (jV2^ 0). De igual manera, la intersection con el eje y de C se 
determina resolviendo x = 0. De sen ? = 0 se ve de inmediato que ? = 0 y entonces la inter- 
section con el eje y esta en (0, 1). 


b)x = sen ?, >• = cos 2 1, 
0 < ? < ir/2 

FIGURA 11.5.5 Curva C del 
ejemplo 6 


■ Aplicaciones de las ecuaciones parametricas En el siglo xvii, las curvas cicloidales 
fueron un tema de estudio difundido entre los matematicos. Suponga que un punto P(x, y) 
marcado en un crrculo de radio a, esta en el origen cuando su diametro esta a lo largo del eje 
y. Cuando el crrculo rueda por el eje x, el punto P describe una curva C llamada cicloide. 
Vease la FIGURA 11.5.6.* 

a) Circulo que rueda en el eje x 



b) En el crrculo, el punto P traza esta curva 
FIGURA 1 1 .5.6 La curva de rojo es un cicloide 


* Se puede ver una animacion del circulo rodante en http://mathworld.wolfram.com/Cycloid.html. 
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FI G U RA 1 1 .5.7 Cuenta deslizante 


Tambien en el siglo xvn se estudiaron extensamente dos problemas. Imagine un alambre 
flexible y sin friccion fijo en los puntos A y B, y una cuenta libre que resbala por el alambre a 
partir de P. Vease la FIGURA 11.5.7. <;Hay alguna forma en particular del alambre para la cual, 
independientemente de donde parta la cuenta, el tiempo para resbalar por el alambre hasta B 
sea el mismo? Tambien, ^cual serfa la forma del alambre para que la cuenta resbale de P a 
B en el tiempo mas corto? Se demostro que las curvas llamadas tautocrona (igual tiempo) y 
braquistocrona (tiempo mfnimo) son un medio arco de cicloide invertida. 


■H Parametrizacion de una cicloide 

Definir una parametrizacion de la cicloide de la figura 11.5.6ft). 



FIGURA 11.5.8. El angulo 6 es el 
parametro para la cicloide 


Solucion Un cfrculo de radio a cuyo diametro este inicialmente a lo largo del eje y rue- 
da por el eje x sin resbalar. Tomaremos como parametro el angulo d (en radianes) que ha 
rodado por el cfrculo. El punto P{x, y) comienza en el origen, que corresponde a 0 = 0. A 
medida que el cfrculo rueda el angulo d, su distancia al origen es el arco PE = OE = aO. 
Entonces, se ve en la FIGURA 11.5.8 que la interseccion con el eje x de P es 

x = OE — QE = a6 — a send. 

Entonces, se ve que la ordenada y de P es 

y = CE - CD = a — acosO. 

Por lo anterior, las ecuaciones parametricas de la cicloide son 


x = aO — a send, y = a — acosd. 

Como se ve en la figura 11.5.6a), un arco de una cicloide se genera por una rotation del 
cfrculo, y corresponde al intervalo 0 < d £ 27 t del parametro. = 


■ Parametrizacion de curvas rectangulares y polares Una curva C descrita por una funcion 
continua y = f{x) siempre se puede parametrizar haciendo que x = t. Entonces, las ecuaciones 
parametricas de C son 


* = y = (3) 

Parametrizacion de una curva rectangular 

Obtenga una parametrizacion de f{x) = \/x — 1. 

Solucion Si x = t, entonces una parametrizacion de la curva definida por/es 

Solucion alternativa Una curva puede tener muchas parametrizaciones. Si x — 1 = t, 
entonces otra parametrizacion de la curva definida por/es 

x = t + 1, y - Vt, t 2= 0, = 



Notas del aula 

En esta seccion nos hemos concentrado en las curvas planas, que son curvas C definidas 
parametricamente en dos dimensiones. En el calculo de varias variables se veran curvas 
y superficies en tres dimensiones, que se definen mediante ecuaciones parametricas. Por 
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ejemplo, una curva en el espacio C consiste en un conjunto de tripletas ordenadas 
( f(t ), g(t), h{t)), donde/, g y h estan definidas en un intervalo comun. Las ecuaciones para- 
metricas de C son x = f(t), y = g(t) y z = h{t). Por ejemplo, una helice circular como la 
de la FIGURA 11.5.9 es una curva en el espacio cuyas ecuaciones parametricas son 

x = acost, y = acosf, z = bt, t % 0. (4) 

Se pueden representar superficies en tres dimensiones con un conjunto de ecuaciones 
parametricas que contengan dos parametros, x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v). Por ejem- 
plo, la helicoide circular de la FIGURA 11.5.10 se presenta en el estudio de superficies 
mfnimas, y se define con el conjunto de ecuaciones parametricas parecido a las de ( 4 ): 

x = wcosv, y = Msenv, z = bv, 

en donde b es una constante. La helicoide circular tiene una helice circular como con- 
torno. El lector podrfa reconocer que la helicoide es el modelo de un gusano en maquina- 
ria como excavadoras de agujeros, taladradora de hielo, transportadores de solidos a 
granel, etcetera. 


z El ADN es una doble helice 



FIGURA 11.5.9 Helice FIGURA 11.5.10 

circular Helicoide circular 




Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-30. 


En los problemas 1 y 2 llene la tabla para el conjunto de 2. 

ecuaciones parametricas indicado. Determine las coordena- 
das de la intersection con los ejes xyy. Trace la curva e indi- 
que su orientation. 


En los problemas 3 a 10 , trace la curva que tenga el conjunto 
de ecuaciones parametricas indicadas. 


1. x = f + 2,y = 3 + 5L -00 < t < 00 



x = 2t + \,y = t 2 + t, -00 < t < 00 
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3. x-t- \.y = 2t- I, -1 </<5 

4. x = t 2 - l,y = 3t, -2<f<3 

5 . x = Vt,y =5 - t, t> 0 

6. x = z 3 + 1, >- = t 2 - 1, -2<f<2 

7. x = 3 cos t, y = 5 sen t, 0 < t tfe 2ir 

8. x = 3 + 2 sen t, y = 4 + sen t, — tt/2 < f < 77/2 

9. x = e‘,y= e 3t , 0 < f < In 2 
10. x = -e\ y = e~\ t > 0 


En los problemas 29 y 30, determine las intersecciones de las 
curvas con los ejes x y y. 

29. x = t 2 — 2t,y = t + 1, -2 < t < 4 

30. x = t 2 + t, y = t 2 + t - 6, -5 < t < 5 

31. Demuestre que las ecuaciones parametricas de una recta 
que pasa por (x i; yi) y (x 2 , y 2 ) son 

x = Xi + (x 2 - xOf, y = yi + (y 2 ~ yi)t, -°° < t < °°. 

^Que representan esas ecuaciones cuando 0 < f < 1? 


En los problemas 11 a 18, elimine el parametro del conjunto 
indicado de ecuaciones parametricas, y obtenga una ecuacion 
rectangular que tenga la misma grafica. 

11. x= t 2 ,y = t 4 + 3f 2 - 1 

12. x = t 3 + t + 4,y = — 2(f 3 + f) 

13. x = cos 2t, y = sen t, — 7t/ 2 < f < 77/2 

14. x = y = In t, t> 0 

15. x= t 3 ,y = 3 Inf, t > 0 

16. x = tan t, y = sec t, —77/2 < t < 77/2 

17. x = 4 cos t, y = 2 sen t, 0 < f < 2tt 

18. x = - 1 + cos t,y = 2 + sen t, 0 t ^ 277 


En los problemas 19 a 24, indique graficamente la diferencia 
entre las curvas indicadas. 

19. y = x y x = sen t, y = sen t 

20. y = x 2 y x = ~Vt, y = t 

21. y = ?x 2 - \yx = 2t,y = t 2 - 1, -l<f<2 

22. y = —x 2 , y x = e',y = —e 2 ', t & 0 

23. x 2 - y 2 — I y x — cosh /, v - senh t - 

en la seccion 7.5 

24. y = 2x — 2yx=t 2 — 1, y = 2f 2 — 4 


En los problemas 25 a 28, indique graficamente la diferencia 
entre las curvas dadas. Suponga que a > 0 y b > 0. 


25. x = a cos t,y = a sen t, 
x = a sen t,y = a cos t, 

26. x = a cos t,y = b sen f, 
x = a sen t,y = b cos f, 

27. x = a cos t,y = a sen t, 

x = a cos 2t, y = a sen 2 1 

28. x = a cos— , y = a sen—, 

2 2 



0 < t < 77 
0 < t < 77 

a> b, 77 < t < 277 
a> b, 77 ^ t ^ 277 

-77/2 Sf< 77/2 

, —77/2 < t < 77/2 


0 < t < 77 



32. a) Use el resultado del problema 31 para deducir ecua- 

ciones parametricas de la recta que pasa por (—2, 5) 

y(4, 8). 

ft) Elimine el parametro del inciso a ) para obtener la ecua- 
cion rectangular de la recta. 

c) Encuentre las ecuaciones parametricas del segmento 
de recta cuyo punto inicial es (— 2, 5) y punto terminal 
(4, 8). 

33. Un golfista famoso puede generar una velocidad aproxi- 
mada de 130 mi/h o sea v 0 = 190 pies/s en la cabeza del 
palo. Si la pelota sale del suelo en el angulo 6 0 = 45°, use 
(1) para deducir ecuaciones parametricas de la trayectoria 
de la pelota. ^Cuales son las coordenadas de la pelota 
cuando t = 2 s? 

34. Use las ecuaciones parametricas que obtuvo en el problema 
33 para determinar 

a) cuanto tiempo dura la pelota en el aire, 
ft) su altura maxima y 

c ) la distancia horizontal que recorre la pelota. 

35. Como se ve en la FIGURA 11.5.11, un piston se fija, mediante 
una biela de longitud L, a un mecanismo de cigiienal de 
radio r. Parametrice las coordenadas del punto P en funcion 
del angulo (/> que muestra la figura. 



FIGURA 11.5.11 Mecanismo de cigiienal del problema 35 


36. Imagine un crrculo de radio a, tangente al eje x en el origen. 
Sea B un punto en la recta horizontal y = 2a, y sea un 
segmento de recta OB que corte el circulo en el punto A. 
Como se ve en la FI G U RA 1 1 .5.1 2, la proyeccion de AB sobre 
la vertical define al segmento de recta BP. Use el angulo 
9 de la figura como parametro y deduzca las ecuaciones 
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parametricas de la curva descrita por el punto P, cuando 
A varfa alrededor del cfrculo. La curva, mas historicamente 
famosa que util, se llama bruja de Agnesi.* 


= Problemas para calculadora o computadora 

En los problemas 37 a 42 use una funcion de graficacion para 
obtener la grafica del conjunto de ecuaciones parametricas 
indicadas. 

37. x = 4 sen 2t, y = 2 sen f, 0 ^ t < 2tt 


* La curva no tiene nada que ver con brujas y duendes. Esta curva se llamo 
versoria, que en latm quiere decir cualquier clase de cuerda, y fue incluida en 
un texto de geometrfa anab'tica escrito por Maria Agnesi, matematica italia- 
na, en 1748. Un traductor del texto confundio versoria con la palabra italiana 
versiera , que quiere decir duende femenino. En inglds, duende femenino se 


38. x = 6 cos 3t,y = 4 sen 2f, 0 £ t < 2-77 

39. x = 6 sen At, y = 4 sen t, 0 <!< 2n 

40. x = cos t + t sen t,y = sen t—t cos t, 0^t^3ir 

41 . x = 4 cos t — cos 4t, y = 4 sen t — sen 4 1, 0 <(< 2tt 

42. x = cos 3 t, y = sen 3 ;, 0 < f ^ 2-7 t 



FIGURA 11.5.12 Bruja de Agnesi, del problema 36 




Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Seccion conica 
Parabola: 
foco 
directriz 
eje 

vertice 
Elipse: 
focos 
centra 
eje mayor 
eje menor 
vertices 


Hiperbola: 

focos 

centra 

brazos 

eje transversal 
vertices 
eje conjugado 
asintotas 

Excentricidad de una seccion conica 
Forma normal de las ecuaciones 
Rotacion de ejes: 

ecuaciones de rotacion 


Discriminante 
Curva plana 

Ecuaciones parametricas 
Parametro 

Orientacion de una curva 
Curva cerrada 
Curva cerrada simple 
Eliminacion del parametro 


■.MJHIH.U 


Ejerciciosde repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-30. 


= A. Verdadero/Falso 

En los problemas 1 a 20 conteste verdadero o falso. 

1. El eje de la parabola x 2 = — 4y es vertical. 

2. Los focos de una elipse estan situados en su grafica. 

3. La excentricidad de una parabola es e = 0. 

4. El eje menor de una elipse biseca el eje mayor. 


5. El punto (—2, 5) esta en la elipse x 2 /8 + y 2 /50 = 1. 

6. Las graficas de y = x 2 y y 2 — x 2 = 1 tienen cuando mucho 

dos puntos en comun. 

7. La excentricidad de la hiperbola x 2 — y 2 = 1 es V2. 

8 . En una elipse, la longitud del eje mayor siempre es mayor 

que la del eje menor. 


Ejercicios de repaso 
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9. El vertice y el foco estan en el eje de simetrfa de una para- 
bola. 

10. Las asfntotas de (x — h) 2 la 2 — (y — kf/b 2 = 1 deben pasar 

por (h, k). 

11. Una elipse con excentricidad e = 0.01 es casi circular. 


12. El eje transversal de la hiperbola x 2 /9 — y 2 /49 = 1 es 

vertical. 

13. Las dos hiperbolas x 2 — y 2 /25 = 1 y y 2 /25 — x 2 = 1 tienen 

el mismo par de asfntotas inclinadas. 

14. La grafica de la curva x = t 2 ,y = t A + 1, — 00 < t < 00 es 

igual que la grafica de y = x 2 + 1. 

15. Si P es un punto en una parabola, la distancia perpendicu- 
lar de P a la directriz es igual a la distancia de P al vertice. 


8. 

9. 


(x — 2) 

El centra y los vertices de la elipse 

= 1 estan en . 16 

El centra y los vertices de la hiperbola y 2 — 
estan en . 


2 (y + 5) 2 
4 

(x + 3 l =i 


10. Las asfntotas oblicuas de la hiperbola y 2 — (x — l) 2 = 1 
son . 


11 . Las intersecciones con el eje y de la hiperbola y 1 — (x — 

l) 2 = 1 estan en . 

12. La excentricidad de la hiperbola x 2 — y 2 = 1 es 


13. Si la grafica de una elipse es muy alargada, su excentrici- 
dad e es cercana a . (Escriba 0 o 1.) 

14. El segmento de recta cuyos extremos tocan la hiperbola y 
que esta situado en la recta que pasa por los focos se llama 


16. La curva con ecuaciones parametricas x = 1 + cos t,y= 15 
1 + sen (, 0 s ( < 2n, es un cfrculo de radio 1 centrado 
end,!). 

17. La curva con ecuaciones parametricas x = e‘,y = e‘— 5, 

— oo < f < oo es la misma que la grafica de la ecuacion 
rectangular y = x — 5. 17 

18. La curva con ecuaciones parametricas x = t 3 - 1 ,y = t 2 

+ 1, — oo < j < oo no tiene intersection con x. 

19. La hiperbola (x — l) 2 — (y + l) 2 = 1 no tiene intersec- 18 - 

ciones con y. 

20. Los dos conjuntos de ecuaciones parametricas x = cos t y 

y = sen t, 0 £ f s 257 y x = sen t,y = cos t, 0 s ( < 2tt 19- 
definen el mismo cfrculo. 


Las ecuacione x = t + 2, y = 3+ jf, — oo < f < oo, S on 

una representation parametrica de un(a) . 

El punto de la curva definida por las ecuaciones parame- 
tricas x = —4 + 2 cos t, y = 2 + sen t, — < t < ° ° , 

correspondiente a t = 5v/2 esta en . 

Las intersecciones con el eje y de la curva definida por las 
ecuaciones parametricas x = t 2 — 4, y = t 3 — 3t, — 00 < t 

< 00 estan en . 

Puesto a que B 2 — 4 AC (llene el espacio con 

< 0, = 0, o > 0), la section conica 3X 2 — xy — y 2 + 1 = 

0 es una . 

Las intersecciones con y de la curva definida por las ecua- 
ciones parametricas x = t 2 — 4, y = t 3 — 3t, — 00 < t < 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en bianco. 

1. La ecuacion en la forma normal y 2 = 4cx de una parabola 

con foco en (5, 0) es . 

2. La ecuacion en la forma normal x 2 = 4cy de una parabola 

que pasa por (2, 6) es . 

3. La ecuacion rectangular de una parabola con foco en 

(1, -3) y directriz y = -7 es . 

4. La directriz y el vertice de una parabola son x = — 3 y (— 1 , 
— 2), respectivamente. El foco de la parabola esta en 


5. El foco y la directriz de una parabola son (0, j) y y = — j, 
respectivamente. El vertice de la parabola esta en 

6 . El vertice y el foco de la parabola 8(x + 4) 2 = y — 2 estan 

en . 

7. La excentricidad de una parabola es e = . 


20. El centra de una hiperbola con asfntotas y = — f x + | y 

= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 4, encuentre el vertice, foco, directriz y 
eje de la parabola dada. Trace la grafica de la parabola. 

1. (y - 3) 2 = — 8x 

2. 8(x + 4) 2 = y — 2 

3. x 2 — 2x + 4y+l=0 

4. y 2 + lOy + 8x + 41 = 0 

En los problemas 5 a 8, obtenga una ecuacion de la parabola 
que satisfaga las condiciones dadas. 

5. Foco (1, 3), directriz y = —7. 

6. Foco (3, — 1), vertice (0, - 1). 

7. Vertice (1, 2), eje vertical, pasa por (4, 5). 

8. Vertice (— 1, -4), directriz x = 2. 
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En los problemas 9 a 12, obtenga el centra, los vertices y los 
focos de la elipse dada. Trace la grafica de la elipse. 

3 25 

1. (*-2)» (y + 5) a = 1 


11, 4X 2 + y 2 + 8x - 6y + 9 = 0 

12. 5x 2 + 9y 2 - 20x + 54y + 56 = 0 


En los problemas 13 a 16, obtenga una ecuacion de la elipse 
que satisfaga las condiciones dadas. 

13. Extremos del eje menor (0, ±4), focos (±5, 0). 

14. Focos (2, — 1 ± V2), un vertice (2, - 1 + V6 ). 

15. Vertices (±2, -2), pasapor (1, -2 + jV3). 

16. Centro (2, 4), un foco (2, 1), un vertice (2, 0). 


En los problemas 17 a 20, obtenga el centra, vertices, focos y 
asmtotas de la hiperbola dada. Trace la grafica de la hiper- 
bola. 


17. (x -!)(*+!)« y 2 


19. 9jt - y 2 - 54x - 2y + 71 = 0 

20 . 1 6y 2 - 9x 2 - 64y - 80 = 0 


En los problemas 21 a 24, obtenga una ecuacion de la hiper- 
bola que satisfaga las condiciones dadas. 

21. Centro (0, 0), un vertice (6, 0), un foco (8, 0). 

22. Focos (2, ±3), un vertice (2, -§) 

23. Focos (±2V5, 0), asmtotas y = ±2x. 

24. Vertices (-3, 2) y (—3, 4), un foco (-3, 3 + V2). 


En los problemas 25 y 26, ejecute la rotation de ejes que 
corresponda para que la ecuacion x'y' resultante no tenga el 
termino x'y'. Trace la grafica. 

25. xy = -8. 

26. 8X 2 - 4xy + 5y 2 = 36. 

27. Obtenga una ecuacion de la elipse 4X 2 + y 2 = 4 cuando el 
centra se traslada al punto (—5, 2). 

28. Describa detalladamente las graficas de las funciones 
dadas. 

a) f{x) = V3 6 - 9X 2 

b) fix ) = -V36 + 9X 2 

29. Distancia de un satelite Un satelite describe una orbita 
eliptica alrededor de Neptuno y el centra del planeta esta 
situado en uno de los focos. Si la longitud del eje mayor 
de la orbita es de 2 X 10 9 m y la longitud del eje menor es 
de 6 X 10 8 m, obtenga la maxima distancia entre el satelite 
y el centra del planeta. 

30. Un espejo parabolico tiene 7 cm de profundidad en su 
centra, y el diametro es de 20 cm. Calcule la distancia del 
vertice al foco. 



Espejo parabolico 


Ejercicios de repaso 
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COORDENADAS POLARES 


En este capitulo 


12.1 Coordenadas polares 

12.2 Graficas de ecuaciones polares 

12.3 Secciones conicas en coordenadas polares 

12.4 Vectores en el piano 

12.5 Producto punto 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia El de coordenadas rectangulares o carte- 
sianas es uno de los muchos sistemas de coordenadas que se 
han creado a traves de los siglos para cumplir distintos propositos. En aplica- 
ciones matematicas, un problema imposible de resolver con coordenadas rec- 
tangulares puede resol verse con un sistema de coordenadas diferentes. En este 
capitulo nuestra materia de estudio principal es el sistema de coordenadas 
polares: un sistema de coordenadas bidimensionales en el que los puntos se 
especifican por medio de la distancia respecto al origen y un angulo medido 
desde el eje x positivo. 

Aunque los rudimentos del concepto de coordenadas polares se remontan 
hasta los matematicos griegos Hiparco (c. 190-120 a.C.) y Arquimedes (c. 
287-212 a.C.), la introduccion independiente de las coordenadas polares al 
acervo matematico del siglo xvn se atribuye a Gregoire de Saint- Vincent 
(1584-1667), sacerdote jesuita de origen belga, y a Bonaventura Cavalieri 
(1598-1647), teologo y matematico italiano. Sin embargo, fue el matematico 
italiano Gregorio Fontana (1735- 1 803) quien acuno el termino coordenadas 
polares. Este termino aparecio en ingles por primera vez en la traduccion de 
1816 que hizo el matematico ingles George Peacock (1791-1858) de la obra 
Differential and Integral Calculus escrita por el frances Sylvestre Francois 
Lacroix (1791-1858). 


12 




I I 12.1 Coordenadas polares ~ 

■ Introduccion Hasta ahora hemos usado el sistema de coordenadas rectangulares para 
especificar un punto P en el piano. Este sistema se puede considerar como una red de rectas 
horizontales y verticales. Las coordenadas (a, b) de un punto P se determinan por la intersec- 
cion de dos rectas: una recta, x = a, e s perpendicular a la recta horizontal de referenda llamada 
eje x, y la otra, y = b, es perpendicular a la recta vertical de referencia llamada eje y. Vease 
la FIGURA 12.1.1a). Hay otro sistema para ubicar puntos en el piano, llamado sistema de coor- 
denadas polares. 

■ Terminologia Para establecer un sistema de coordenadas polares se debe usar un sistema 
de circulos centrados en un punto O, llamado polo u origen, y lineas rectas o rayos, que 
emanen de O. Como eje de referencia se toma una semirrecta horizontal dirigida hacia la 
derecha del polo, que se llama eje polar. Si se especifica desde O una distancia dirigida (es 
decir, con signo) r, y un angulo 6 cuyo lado inicial sea el eje polar y cuyo lado terminal sea 
el rayo OP, el punto P quedara identificado por (r, 6). Se dice que el par ordenado (r, 6) son 
las coordenadas polares de P [figuras 12.1.1b) y 12.1.1c)]. 



a) Sistema de coordenadas rectangulares b) Sistema de coordenadas polares c) Coordenadas polares de P 
FIGURA 12.1.1 Comparacion de coordenadas rectangulares y polares de un punto P 


Aunque la medida del angulo 6 puede expresarse en grados o en radianes, en calculo se 
usan casi exclusivamente los radianes. En consecuencia, en las descripciones solo se usaran 
medidas en radianes. 

En el sistema de coordenadas polares adoptaremos las siguientes convenciones. 


Definicion 12.1 .1 Convenciones sobre las coordenadas polares 

i ) Los angulos 6 > 0 se miden en sentido contrario al de las manecillas del reloj, a 
partir del eje polar, mientras que los angulos 6 < 0 se miden en sentido de las mane- 
cillas del reloj. 

i) Para graficar un punto (— r, 9), donde — r < 0, se miden | r | unidades a lo largo del 
rayo 0 + 7 r. 

iii) Las coordenadas del polo O son (0, 0), donde 0 es cualquier angulo. 


^EESHEIl Grafica de puntos en coordenadas polares 

Graficar los puntos cuyas coordenadas polares se indican. 
a) (4, 77-/6) b ) (2, — tt/4) c) (-3,3tt/4) 

Solucion 

a) Se miden 4 unidades a lo largo del rayo 77-/6, como se ve en la FIGURA 12.1.2a). 
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b) Se miden 2 unidades a lo largo del rayo —tt/4. Observe la figura 12.1.2 b). 

c ) Se miden 3 unidades a lo largo del rayo 3v/4 + tt = 7-77/4. En forma equivalente, se 
pueden medir 3 unidades a lo largo del rayo 37t/4 prolongado hacia atrds, es decir, que 
pasa por el polo. Observe con cuidado, en la figura 12.1.2c), que el punto (—3, 3-7t/4) no 
esta en el mismo cuadrante que el lado terminal del angulo indicado. 



a) b) c) 

FIGURA 12.1.2 Puntos en coordenadas polares del ejemplo 1 


En contraste con el sistema de coordenadas rectangulares, la descripcion de un punto en 
coordenadas polares no es unica. Es por una consecuencia inmediata de que 

(r, 0) y (r,6 + 2mr), con n un entero, 

son equivalentes. Para empeorar el problema, se pueden usar valores negativos de r. 


Puntos equivalentes en coordenadas polares 

Las coordenadas siguientes son algunas representaciones altemativas del punto (2, 77/6 ): 

(2, 13tt/6), (2, - 11-77/6 ), (-2,7-77/6), (-2, -5tt/6). = 

■ Conversion de coordenadas polares en rectangulares Si se sobrepone un sistema de 
coordenadas rectangulares a un sistema de coordenadas polares, como se ve en la FIGURA 
12.1.3, se puede convertir una descripcion polar de un punto en coordenadas rectangulares 
mediante 


x = rcosG, y = rsenO. (1) 

Estas formulas de conversion son validas para todos los valores de r y 6 en una representacion 
polar equivalente de (r, 6). 


| De polares a rectangulares 

Convertir (2, 77/6) en coordenadas polares a coordenadas rectangulares. 
Solution Con r =2,6 = 77/6, y de acuerdo con (1), 



Por consiguiente, (2, 77/6) es equivalente a ( V3, l) en coordenadas rectangulares. 


(r,0)o(;c,y) 



FIGURA 12.1 .3 Relation entre coor- 
denadas polares y rectangulares 


12.1 Coordenadas polares 
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■ Conversion de coordenadas rectangulares en polares Debe ser evidente, por la figura 
12.1.3, que x,y,ry 6 tambien se relacionan por 

r 2 = x 2 + y 2 , tan0 = — . (2) 

Las ecuaciones (2) se usan para convertir las coordenadas rectangulares (x, y) en coordenadas 
polares (r, 0). 


y. 


(- 1 , 



Eje 

polar 


FIGURA 12.1.4 Punto del ejemplo 4 


MEESSIsS De rectangulares a polares 

Convertir (—1, 1) de coordenadas rectangulares en coordenadas polares. 

Solucion Conx = — 1 , y = 1, y de acuerdo con (2), 

r 2 = 2 y tan0 = -1. 

Ahora, r 2 = 2, o sea r = ± V2 , y dos de los muchos angulos que satisfacen tan 0 = — 1 
son 37t/4 y lv/4. En la FIGURA 12.1.4 se ve que dos representaciones polares de (—1, 1) 
son 

( V2, 3tt/ 4 ) y (-V2,7ir/4). = 


Observese que en el ejemplo 4 no se puede hacer corresponder cualquier angulo 0 con 
cualquier valor r que satisfaga (2); esas soluciones tambien deben ser consistentes con (1). 
Como los puntos ( — V2, 37 t/ 4) y ( V2, 77 t/ 4) estan en el cuarto cuadrante, no son repre- 
sentaciones polares del punto (— 1, 1), que esta en el segundo cuadrante. 

Hay casos, en calculo, en que una ecuacion rectangular se debe expresar como ecuacion 
polar r = f(6). En el ejemplo que sigue se indica como hacerlo usando las formulas de con- 
version en (1). 


■ Ecuacion rectangular en ecuacion polar 

Determinar una ecuacion polar que tenga la misma grafica que el crrculo x 2 + y 2 = 8x. 
Solucion Se sustituyen x = r cos 0,y = r sen 0 en la ecuacion indicada y se ve que 
r 2 cos 2 0 + r 2 sen 2 0 = 8r cos 0 
r 2 (cos 2 0 + sen 2 0) = 8r cos 0 ^-cos 2 e + sen 2 e = 1 
r(r - 8 cos 0) = 0. 

La ultima ecuacion implica que 

r = 0 o r = 8 cos 0. 

Ya que r = 0 solo determina el origen O, se concluye que una ecuacion polar del crrculo 
es r = 8 cos 0. Note que el crrculo x 2 + y 2 = 8x pasa por el origen, ya que x = 0 y y = 0 
satisfacen la ecuacion. En relacion con la ecuacion polar r = 8 cos 0 del crrculo, el origen 
o polo corresponde a las coordenadas polares (0, tt/2). = 


H3EEHEH Ecuacion rectangular en ecuacion polar 

Halle una ecuacion polar que tenga la misma grafica que la parabola x 2 = 8(2 — y). 

Solucion Se sustituyen x y y en la ecuacion indicada, por x = r cos 6yy=r sen 0, y se 
despeja r en funcion de 0: 
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r 2 cos 2 0 = 8(2 - r sen 6 ) 
r 2 ( 1 - sen 2 0) = 16 - 8r sen 6 

r 2 = r 2 sen 2 0 — 8 r sen 0+16 +- el lado derecho es un cuadrado perfecto 

r 2 = (r sen 0 - 4) 2 

r = ±(r sen 0—4). 

A1 despejar r se obtienen dos ecuaciones, 

4 -4 

r = o r = . 

1 + sen0 1 — sen0 

Recordemos ahora que por la convention it) de la definition 12.1.1 (r, 0) y (— r, 0 + 77) 
representan el mismo punto. Usted debe verificar que si se sustituye (r, 0) por (— r, 0 + 77) 
en la segunda de estas dos ecuaciones, se puede obtener la primera. En otras palabras, las 
ecuaciones son equivalentes, y asf podremos simplemente decir que la ecuacion polar de 
la parabola es r = 4/(1 + sen 0). = 


ME3I111IE Ecuacion polar en ecuacion rectangular 

Encuentre la ecuacion rectangular que presente la misma grafica que la ecuacion polar 
r 2 = 9 cos 20. 

Solution Primero, aplicaremos la identidad trigonometrica del coseno de un angulo 
doble: 


r 2 = 9(cos 2 0 - sen 2 0). <-cos20 = cos 2 e - sen 2 e 

Entonces, de r 2 = x 2 + y 2 , cos 0 = x/r, sen 0 = y/r, se obtiene 

x 2 + y 2 = 9 ^— 2 2^1 2I o (x 2 + y 2 ) 2 = 9(x 2 - y 2 ). = 

Vx 2 + y 2 x 2 + y V 

La section siguiente se dedicara a graficar ecuaciones polares. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-31. 


En los problemas 1 a 6 grafique el punto que tenga las coor- 
denadas polares indicadas. 

1 . 0 , 77 ) 

2. (2, -tt/2) 

3 . (-5,77/2) 

4 . (-1,77/6) 

5 . (-4, -77/6) 

6. (|,7t7/4) 

En los problemas 7 a 12, determine coordenadas polares 
alternativas que satisfagan: 


a) r > 0, 0 < 0 

b) r> 0,0 >2 tt 

c) r < 0, 0 > 0 

d) r < 0, 0 < 0 

de cada punto con las coordenadas polares indicadas. 

7 . (2,377/4) 

8. (5,77/2) 

9 . (4,77/3) 

10 . (3,77/4) 

11 . (1,77/6) 

12 . (3, 777/6) 


12.1 Coordenadas polares 
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En los problemas 13 a 18, determine las coordenadas rectan- 
gulares de cada punto cuyas coordenadas polares se indican. 

13. (i27r/3) 

14. (-1,777/4) 

15. (-6, -77/3) 

16. (V2, II 77 / 6 ) 

17. (4, 577/4) 

18. (-5,77/2) 

En los problemas 19 a 24 determine las coordenadas polares 
que satisfagan: 

a) r > 0, -77 < 6 < 77 

b ) r <0, —77 < 0 < 77 

de cada punto cuyas coordenadas rectangulares se indican. 

19. (-2, -2) 

20. (0, -4) 

21. (1, -V3) 

22. (V6,V2) 

23. (7,0) 

24. (1,2) 

En los problemas 25 a 30, dibuje la region en el piano que 
esta formada por los puntos (r, 9) cuyas coordenadas polares 
satisfacen las condiciones dadas. 

25. 2 < r < 4, 0 < 6 < 77 

26. 2<r<4 

27. 0 < r < 2, -77/2 < 6 < 77/2 

28. r > 0, 77/4 < 0 < 377/4 

29. -1 <r< l,O<0<77/2 

30. -2 < r < 4, 77/3 < 9 < 77 

En los problemas 31 a 40 halle una ecuacion polar que tenga 
la misma grafica que la ecuacion rectangular indicada. 

31. y = 5 

32. x + 1 = 0 

33. y = lx 

34. 3x + 8y + 6 = 0 

35. y 2 = -4x + 4 


36. x 2 - 12y - 36 = 0 

37. x 2 + y 2 = 36 

38. x 2 - y 2 = 1 

39. x 2 + y 2 + x = Vx 2 + f 

40. x 3 + y 3 - xy = 0 

En los problemas 41 a 52, obtenga la ecuacion rectangular 
que tiene la misma grafica que la ecuacion polar dada. 

41. r= 2 sec 6 

42. r cos 9 = -4 

43. r = 6 sen 26 

44. 2 r = tan 0 

45. r 2 = 4 sen 26 

46. r 2 cos 26 = 16 

47. r + 5 sen 0 = 0 

48. r= 2 + cos 6 


1 + 3cos0 

50. r(4 - sen 0 ) = 10 


3cos0 + 8sen0 

52. r = 3 + 3 sec 6 

= Para la discusion 

53. /.Como expresarfa usted la distancia d entre dos puntos 
(ri, 6 1) y (r 2 , 6 2 ) en terminos de sus coordenadas polares? 

54. Usted sabe como deducir una ecuacion rectangular de una 
recta que pasa por dos puntos, en coordenadas rectangu- 
lares. {j C6mo encontrana una ecuacion polar de una recta 
que pase por dos puntos, cuyas coordenadas polares sean 
( r i> di) y (r 2 , 02)1 Ponga en practica sus ideas, deduciendo 
una ecuacion polar de la recta que pasa por (3, 377/4) y 
(1, 77/4). Determine las coordenadas polares de las inter- 
secciones de la recta con los ejes x y y. 

55. En coordenadas rectangulares, las intersecciones con x de 
la grafica de una funcion y = /(x) se determinan con las 
soluciones de la ecuacion/(x) = 0. En la seccion siguiente 
trazaremos las graficas de las ecuaciones polares r =f(0). 
iQue importancia tienen las soluciones de la ecuacion 

m = 0 ? 


j | 12.2 Graficas de ecuaciones polares 


■ Introduccion La grafica de una ecuacion polar r = f{6) es el conjunto de puntos P con 
cuando menos un conjunto de coordenadas polares que satisface la ecuacion. Ya que lo mas 
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probable es que en el salon de clase no haya un retfculo de coordenadas polares, para facili- 
tar el trazo de graficas y su descripcion de una ecuacion polar r = f(8) como en la seccion 
anterior, sobrepondremos un sistema de coordenadas rectangulares sobre el sistema de coor- 
denadas polares. 

Comenzaremos con algunas graficas polares sencillas. 


M3EEEEX1 Circulo centrado en el origen 

Grafique r = 3. 

Solucion Como no se especifica 6, el punto (3, 0) esta en la grafica de r = 3 para cualquier 
valor de 6, y esta a 3 unidades del origen. En la FIGURA 12.2.1 se ve que la grafica es el 
circulo de radio 3, con centro en el origen. 

Tambien, de acuerdo con (2) de la seccion 12. 1, r — ±\/x 2 + y 2 , por lo que r = 3 da 
como resultado la ecuacion rectangular x 2 + y 2 = 3 2 , que nos es familiar; es de un circulo 
de radio 3 centrado en el origen. = 


■ Circulos centrados en el origen En general, si a es cualquier constante distinta de cero, 
la grafica polar de 



r = a (1) 

es un circulo de radio | a | con centro en el origen. 


M3EEEE0 Rayo que pasa por el origen 

Grafique 6 = tt/4. 

Solucion Como no se especifica r, el punto (r, 7r/4) esta en la grafica para todo valor de r. 
Si r > 0, este punto esta en la semirrecta, en el primer cuadrante; si r < 0, el punto esta en 
la semirrecta del tercer cuadrante. Para r = 0, el punto (0, 7t/4) es el polo u origen. Por 
consiguiente, la grafica polar de G = tt/4 es la recta que pasa por el origen y que forma un 
angulo 7t/4 con el eje polar, o con el eje x positivo (FIGURA 12.2.2). = 

■ Rectas que pasan por el origen En general, si a es cualquier constante real distinta de 
cero, la grafica polar de 



FIGURA 12.2.2 Recta del ejemplo 2 


es una recta que pasa por el origen y forma un angulo de a radianes con el eje polar. 


M3M3EH Una espiral 

Grafique r = 0. 

Solucion A medida que crece 0>0,r aumenta y los puntos (r, 9) se arrollan en tomo al 
polo en direccion contraria a la de las manecillas del reloj. Eso se ilustra por la parte azul 
de la grafica en la FIGURA 12.2.3. La parte roja de la grafica se obtiene graficando puntos 
para 6 < 0. = 


■ Espirales Muchas graficas en coordenadas polares tienen nombres especiales. La grafica 
del ejemplo 3 es un caso especial de 


(3) 


12.2 Graficas de ecuaciones polares 
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FIGURA 12.2.3 Grafica de la ecuacion del ejemplo 3 


donde a es una constante. Una grafica de esta ecuacion se llama espiral de Arquimedes. 
Se pedira al lector que grafique otros tipos de espirales, en los problemas 31 y 32 de los 
ejercicios 12.2. 

Ademas del trazo basico de puntos, con frecuencia se puede aprovechar la simetna para 
graficar una ecuacion polar. 

■ Simetna Como se ve en la FIGURA 12.2.4, una grafica polar puede tener tres tipos de 
simetrfa. Una grafica polar es simetrica con respecto al ejey si siempre que (r, 0) es un punto 
de la grafica, (r,v — 0) tambien lo sea. Una grafica polar es simetrica con respecto al eje 
x si, siempre que (r, 0) es un punto de la grafica, (r, —0) tambien lo sea. Por ultimo, una gra- 
fica polar es simetrica con respecto al origen si, siempre que ( r , 0) esta en la grafica, (— r, 
0) tambien es un punto de ella. La FIGURA 12.2.4 ilustra estos tres tipos de simetnas. 




al eje y al eje x al origen 

FIGURA 12.2.4 Simetnas de una grafica polar 

Existen las siguientes pruebas de las simetnas. 


Teorema 12.2.1 

Pruebas de simetna en coordenadas polares 

La grafica de una 

ecuacion polar es: 

i) simetrica con respecto al ejej, si al sustituir (r, 6) por ( r , it — 6) se obtiene la misma 
ecuacion; 

ii) simetrica c 

ecuacion; 

on respecto al eje x si al sustituir (r, 0) por (r, —0) se obtiene la misma 

iii) simetrica c 
ecuacion. 

on respecto al origen si al sustituir (r, 0) por (— r, 0) se obtiene la misma 
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Debido a que la description polar de un punto no es unica, la grafica de una ecuacion ^ 
polar podra tener determinado tipo de simetria aun cuando falle su prueba respectiva. Por 
ejemplo, si al reemplazar (r, 0) por (r, — 0 ) no se llega a la ecuacion polar original, puede ser 
que la grafica de esa ecuacion si tenga simetria con respecto al eje x. En consecuencia, si una 
de las pruebas de reemplazo en i) - iii) del teorema 12.2. 1 no produce la misma ecuacion polar, 
solo se puede decir que “no es concluyente”. 


En coordenadas rectangulares, la 
descripcidn de un punto es unica. 
Por consiguiente, si en coordena- 
das rectangulares falla una prueba 
para determinado tipo de simetria, 
se puede decir en defmitiva que la 
grafica no posee esa simetria. 


Grafica de una ecuacion polar 

Grafique r = 1 — cos 0. 

Solution Una forma de graficar esta ecuacion consiste en trazar algunos puntos bien 
elegidos que correspondan a 0 < 0 < 2tt. Como se muestra en la tabla siguiente: 


0 

0 

77/4 

77/2 

377/4 

77 

577/4 

377/2 

777/4 

277 

r 

0 

0.29 

1 

1.71 

2 

1.71 

1 

0.29 

0 


a medida que 0 avanza de 0 = 0 a v/2, r aumenta de r = 0 (el origen) a r = 1 [figura 
12.2.5a)]. Conforme 0 avanza de 0 = tt/2 a 0 = tt, r continua aumentando de r = 1 a su 
maximo valor de r = 2 [figura 12.2.5 b)]. Entonces, de 0 = tt a 0 = 3tt/2, r empieza a 
disminuir de r = 2 a r = 1. De 0 = 3tt/2 a 0 = 2tt, r continua disminuyendo y termina 
de nuevo en el origen r = 0 [figuras 12.2.5c) y 12.2.5 d)]. 

Aprovechando la simetria, podrfamos haber localizado simplemente puntos para 0 < 
0<i7. Por la identidad trigonometrica de la funcion coseno cos (—0) = cos 0, se desprende 
de it) del teorema 12.2.1 que la grafica de r = 1 — cos 0 es simetrica respecto al eje x. 
Para obtener la grafica completa de r = 1 — cos 0, reflejamos en el eje x la parte de la 
grafica dada en la figura 12.2.5 b). = 



a) b) c) d) 


FIGURA 12.2.5 Grafica de la ecuacion del ejemplo 4 

■ Cardioides La ecuacion polar del ejemplo 4 forma parte de una familia de ecuaciones 
que tienen una grafica “en forma de corazon”, y que pasa por el origen. Una grafica de cual- 
quier ecuacion polar que tenga la forma 

r = a±asen0 o r = a±acos0 (4) 

se llama cardioide. La unica diferencia en la grafica de estas cuatro ecuaciones es su sime- 
tria con respecto al eje y (r = a ± a sen 0), o con respecto al eje x (r = a ± a cos 0). Vease 

la FIGURA 12.2.6. 

Si se conocen la forma basica y la orientation de una cardioide se puede obtener una 
grafica rapida y fiel, ubicando en el piano los cuatro puntos que corresponden a 0 = 0, 
0 = 77/2, 0 = 7r y 0 = 377/2. 

■ Caracoles Las cardioides son casos especiales de curvas polares llamadas caracoles: 

r = a±bsen6 o r = a±bcos0. (5) 
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O ~ XD 


Eje 


a) b) c) 

FIGURA 12.2.6 Cardioides 


d ) 


La forma de un caracol depende de las magnitudes relativas de a y b. Suponga que a > 0 y 
b > 0. Para a/b< 1 , se obtiene un caracol con bucle interno, como se ve en la FIGURA 12.2.7a). 
Cuando a = b, o lo que es lo mismo, cuando a/b = 1, se obtiene una cardioide. Para 1 < a/b 
< 2, se obtiene un caracol aplanado, como el de la figura 1 2.2.1b). Cuando a/b a 2, la curva 
se llama caracol convexo [figura 12.2.7c)]. 




a) Caracol con bucle intemo b) Caracol aplanado 

FIGURA 12.2.7 Tres clases de caracoles 


c) Caracol convexo 


Un caracol 

La grafica de r = 3 — sen 0 es un caracol convexo, puesto que a = 3, b = 1 y 
a/b = 3 > 2. = 



ecuacion del ejemplo 6 


1M3EH Un caracol 

La grafica de r = 1 + 2 cos 6 es un caracol con bucle interno, porque a — 1, b = 2 y 
alb — \ < 1. Para 0^0, vea, en la FIGURA 12.2.8, que el caracol comienza en 0 = 0, o 
en (3, 0). La grafica atraviesa el eje y en (1, it 1 2) y despues entra al origen (r — 0) del pri- 
mer angulo en el cual r=0ol +2 cos 6 = 0, es decir, en cos 0 = — ^ . Esto implica que 
9 =2-77/3. En 6 = 77, la curva pasa por (—1, 77). El resto de la grafica se puede trazar apro- 
vechando que es simetrica con respecto al eje x. = 


Wl Una rosa 

Graficar r = 2 cos 26. 
Solucion Yaque 


cos(— 20) = cos 20 y cos 2(77 - 0) = cos20 
se llega a la conclusion, de acuerdo con i) y ii) de las pruebas de simetrfa, que la grafica 
es simetrica con respecto a los ejes x y y. Reflexionando un momenta, el lector se deberfa 
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convencer de que solo se debe considerar el intervalo 0 < 0 < 7 t/ 2. Si se usan los datos de la 
tabla siguiente, se vera que la parte interrumpida de la grafica de la FIGURA 12.2.9 es la que 
se completa por simetrfa. Esta grafica se llama curva de una rosa de cuatro petalos. 


0 

0 

77-/12 

tt/6 

77/4 

77/3 

577/12 

77/2 

r 

2 

1.7 

1 

0 

-1 

-1.7 

12 


■ Curvas de rosas En general, si n es un entero positivo, las graficas de 

r = a sen n6 o r = a cos nO , n > 2 (6) 

se llaman curvas de rosas, aunque, como se puede ver en la FIGURA 12.2.10, la curva se parece 
mas a una margarita. Cuando n es impar, la cantidad de petalos o bucles de la curva es n\ si 
n es par, la curva tiene 2 n petalos. Para graficar una rosa se puede comenzar trazando un 
petalo. Para empezar, primero se determina un angulo 0 para el cual r es uno maximo. Esto 
proporciona la lfnea central del petalo. Despues se determinan valores correspondientes de 0 
para los cuales la rosa curva entra al origen ( r = 0). Para completar la grafica se aprovecha 
que las lineas centrales de los petalos estan a la distancia de 27r/« radianes (360 \n grados) 
entre si, si n es impar, y 2tt/2h = tt/yi radianes (1 80/n grados), si n es par. En la figura 12.2. 10 
se ha trazado la grafica de r = a sen 50, a > 0. La distancia entre las lmeas de centro de los 
petalos es 27r/5 radianes (72°). 



ecuacion del ejemplo 7 



En el ejemplo 5 de la section 12.1, vimos que la ecuacion polar r = 8 cos 0 equivale a 
la ecuacion x 1 + y 2 = 8x, en coordenadas rectangulares. Al completar el cuadrado en x, en 
esa ecuacion, se ve que 


(x - 4) 2 + y 2 = 16 

es un cfrculo de radio 4 centrado en (4, 0) en el eje x. Ecuaciones polares como r = 8 cos 0 o 
r= 8 sen 0 son cfrculos, y tambien son casos especiales de rosas curvas (FIGURA 12.2.11). 



ecuacion r = 8 cos 6 


■ Circulos con centro en un eje Cuando n = 1 en las ecuaciones (6), se obtiene 

r = asen0 o r = acos0, (7) 


que son ecuaciones polares de cfrculos que pasan por el origen y con diametro \a\ y centro en 
(a/2, 0) en el eje x(r = a cos 0) o con centro en (0, a/2) en el eje y(r = a sen 0). La FIGURA 
12.2.12 ilustra las graficas de las ecuaciones (7) en casos en que a > 0 y a < 0. 
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FIGURA 12.2.14 Cfrculos que se 
intersecan, del ejemplo 8 



a) Centres en el eje x b) Centres en el eje y 

FIGURA 11.2.12 Cfrculos que pasan por el origen con centres en un eje 

■ Lemniscatas Si n es un entero positivo, las graficas de 

r 2 = a cos 26 o r 2 = a sen 26 (8) 

en donde a > 0, se llaman lemniscatas. De acuerdo con iii) de las pruebas de simetrfa, se 
puede ver que las graficas de las dos ecuaciones en (8) son simetricas con respecto al origen. 
Ademas, de acuerdo con ii ) de las pruebas de simetrfa, la grafica de r 2 = a cos 26 es simetrica 
con respecto al eje x. Las FIGURAS 12.2.13a) y 12.2.13 b) muestran graficas tfpicas de las ecua- 
ciones r 2 = a cos 26 y r 2 = a sen 26, respectivamente. 


r 2 = a sen 26 



FIGURA 12.2.13 Lemniscatas 


■ Puntos de intersection En coordenadas rectangulares se pueden determinar los puntos 
(jc, y) donde se cortan las graficas de dos funciones, y = fix) y y = g(x), igualando los valores 
de y. Las soluciones reales de la ecuacion/(x) = g(x) corresponden a todas las intersecciones 
con el eje x de los puntos donde se cortan las graficas. En contraste, pueden surgir problemas, 
en coordenadas polares, cuando se trate de aplicar el mismo metodo para determinar el lugar 
donde se intersecan las graficas de dos ecuaciones polares r = j\6) y r = g(6). 

H3HSSEQ Cfrculos que se intersecan 

La FIGURA 12.2.14 muestra que los cfrculos r = sen 6 y r = cos 6 tienen dos puntos de 
intersection. Al igualar los valores de r, la ecuacion sen 6 = cos 6 lleva a 6 = 7t/4. Si se 
sustituye este valor en cualquiera de las ecuaciones, se obtiene r = V2 /2. En consecuen- 
cia solo se ha determinado un punto polar (V2/2, 7t/4) en donde las graficas se cortan. 
En la figura se ve que tambien las graficas se cortan en el origen. Pero aquf el problema 
es que el origen o polo esta en (0, 7r/2 ) en la grafica de r = cos 6, pero esta en (0, 0) en la 
grafica de r = sen 9. Este caso es analogo al de las curvas que llegan al mismo punto en 
momentos diferentes. EE 
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■ Rotacion de graficas polares En la section 5.2 hemos visto que si >’ =f(x)es la ecuacion 
rectangular de una funcion, entonces las graficas de y = f(x - c) y y = f(x + c), c > 0, 
se obtienen mediante el desplazamiento de la grafica de / en forma horizontal c unidades 
hacia la derecha y la izquierda, respectivamente. En contraste, si r = f(0) es una ecuacion 
polar, entonces las graficas de r = f(6 - y) y r = f(6 + y), con y > 0, se pueden obtener 
mediante la rotacion de la grafica de/por una cantidad y. En forma espetifica: 

• La grafica de r = f{6 - y) es la grafica de r = f{6) rotada en el sentido opuesto al de 
las manecillas del reloj alrededor del origen por una cantidad y. 

• La grafica de r = f{6 + -y) es la grafica de r = f(0) rotada en el sentido de las mane- 
cillas del reloj alrededor del origen por una cantidad y. 

Por ejemplo, la grafica de la cardioide r = a{\ + cos d) se muestra en la figura 12.2.6a). La 
grafica de r = a (1 + cos ( 6 - 7t/ 2)) es la grafica de r = a(l + cos d), rotada en el sentido opuesto 
al de las manecillas del reloj alrededor del origen por una cantidad tt/2. En consecuencia, su 
grafica debe ser la que se da en la figura 12.2.6c). Esto tiene sentido, ya que la formula de 
diferencia del coseno da la ecuacion 


r = a[ 1 + cos(d - tt / 2 )] = a[ 1 + cos d cos (tt/2) + sen# sen(7r/2)] ^ Veasela 

= a{\ + send). 

De manera similar, si hace rotar r = a( 1 + cos d) en el sentido de las manecillas del reloj alre- 
dedor del origen por una cantidad 77 obtendra la ecuacion 

r = a[l + cos(d + 77)] = a[l + cosdcos7r — send sen 77] = a(l — cosd) 
cuya grafica se da en la figura 12.2.6 b). Finalmente, de otro vistazo a la figura 12.2.13. De 


= a sen 2d 


vemos que la grafica de la lemniscata de la figura 1 2.2. 1 3d) es la grafica de la figura 12.2. 13a) 
a la que se hizo rotar en sentido opuesto al de las manecillas del reloj alrededor del origen 
por una cantidad de 77/4. 


H3E2SEQ Graficas polares rotadas 

Graficar r = 1 + 2 sen(d + 77/4). 

Solucion La grafica de la ecuacion dada es la grafica del caracol r = 1 + 2 sen d rotada 
en el sentido de las manecillas del reloj alrededor de un origen por una cantidad de tt/4. 
En la FIGURA 12.2.15, la grafica azul es el de r = 1 +2 sen d y la grafica roja es la grafica 
rotada. = 



ciones polares del ejemplo 9 


Notas del aula 

i) El ejemplo 8 ilustra una de varias dificultades frustrantes del trabajo en coordenadas 
polares: 

Un punto se puede encontrar sobre la grafica de una ecuacion polar aunque sus 
coordenadas no satisfagan la ecuacion. 

Se debera verificar que (2, v/2) es una description polar altemativa del punto ( — 2, 3 77/2). 
Ademas, verifique que (—2, 377/2) es un punto sobre la grafica de r = 1 + 3 sen d, lo que 
demuestra que las coordenadas satisfacen la ecuacion. Sin embargo, observe que las coor- 
denadas altemativas (2, 77/2) no lo hacen. 
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ii ) A veces es conveniente usar ecuaciones parametricas para trazar las graficas de ecua- 
ciones polares. Esto se puede llevar a cabo por medio de las formulas de conversion x = r 
cos 0, y = r sen 6. Si r = f(0), a < 0 < j8 describe una grafica polar C, entonces una 
parametrizacion de C esta dada por 

x = f(0 ) cos 0,y = /(0) sen 0, a < 0 < /3 (9) 

Veanse los problemas 47 a 50 en los ejercicios 12.2 

iii ) La curva de la rosa de cuatro petalos del ejemplo 7 se obtiene mediante el trazo de r 
para valores 0 que satisfacen a 0 < 0 < 2v. Vea la FIGURA 12.2.16. No suponga que esto es 
cierto para cada curva de rosa. En realidad, la curva de rosa de cinco petalos que se presenta 
enlafigura 12.2.10 seobtuvo usando valores de 0que satisfacen a 0 < 0 < tt. En general, 
una curva de rosa r = a sen n0 o r = a cos n0 se traza exactamente una vez para 0 ^ 0 < 2v 
si n es par y una vez para 0 ^ 0 < tt si n es impar. 





a) 0 < 0 < tt/2 





</) 3tt/2 < 0 < 2tt 


y> 



e) 0 < 0 < 2ir 


FIGURA 12.2.16 Trazo de r = 2 cos 20 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-31. 


En los problemas 1 a 30, identifique con su nombre la grafica 13. r = 4 
de la ecuacion polar. A continuacion haga un bosquejo de 
ella. 


1. r=6 

2 . r = -1 

3. 0 — tt!3 

4. 0 = 577/6 

5. r = 20, 0 < 0 

6. r=30,0>O 

7. r= 1 + cos 0 

8. r = 5 - 5 sen 0 

9. r = 2(1 + sen 0) 

10. 2r = 1 — cos 0 

11 . r= 1 - 2 cos 0 

12. r= 2 + 4 sen 0 


- 3 sen 0 

14. r= 3 + 2 cos 0 

15. r = 4 + cos 0 

16. r = 4 - 2 sen 0 

17. r = sen 20 

18. r = 3 sen 40 

19. r = 3 cos 30 

20. r = 2 sen 30 

21. r = cos 50 

22. r = 2 sen 90 

23. r = 6 cos 0 

24. r = -2 cos 0 

25. r = -3 sen 0 

26. r = 5 sen 0 

27. r 2 = 4 sen 20 
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37. 


28. r 2 = 4 cos 20 

29. r 2 = -25 cos 20 

30. r 2 = -9 sen 26 

En los problemas 3 1 y 32, la grafica de la ecuacion es una 
espiral. Tracela. 

31. r = 2 e , 6 > 0 (logaritmica) 

32. r6 = 77 , 6 > 0 (hiperbolica) 



FIGURA 12.2.21 Grafica 
del problema 37 


En los problemas 33 a 38, busque la ecuacion de la grafica 
polar dada. 



FIGURA 12.2.17 Grafica 
del problema 33 



FIGURA 12.2.18 Grafica 
del problema 34 


35. n 



FIGURA 12.2.19 Grafica 
del problema 35 



FIGURA 12.2.22 Grafica 
del problema 38 


En los problemas 39 a 42, determine los puntos de intersec- 
cion de las graficas del par de ecuaciones polares. 

39. r = 2, r = 4 sen 6 

40. r = sen 6, r = sen 26 

41. r = 1 - cos 6,r= 1 + cos 6 

42. r = 3 - 3 cos 6, r = 3 cos 6 


= Problemas para calculadora o computadora 

43. Use una funcion de graficacion para obtener la grafica del 
bifolio r = 4 sen 6 cos 2 6 y el cfrculo r = sen 6 en los 
mismos ejes. Determine todos los puntos de interseccion 
de las graficas. 

44. Use una funcion de graficacion para verificar que la car- 
dioide r = 1 + cos 6 y la lemniscata r 2 = 4 cos 6 se 
intersecan en cuatro puntos. Determine esos puntos de 
interseccion de las graficas. 

En los problemas 45 y 46, las graficas de las ecuaciones a)-d) 

representan una rotacion de la grafica de la ecuacion dada. 

Intente bosquejar estas graficas en forma manual. Si tiene 

problemas, utilice una herramienta de graficar. 

45. r=l + sen 6 



a) r = 1 + sen(0 - tt/2 ) 

b) r = 1 + sen(0 + tt/2 ) 

c) r = 1 + sen(0 - ir/6) 

d) r = 1 + sen(0 + ir/4) 
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46. 


r = 2 + 4 cos 0 

a) r = 2 + 4 cos (0 + -73-/6) 

b) r = 2 + 4 cos(0 - 3 tt/2) 

c) r = 2 + 4 cos(0 + 7 r) 

d) r = 2 + 4 cos(0 - 77-/8) 


En los problemas 47-50, use (9) para parametrizar la curva 
cuya ecuacion polar se proporciona. Use una funcion de gra- 
ficacion para obtener la grafica del conjunto resultante de 
ecuaciones parametricas. 

0 

47. r = 2 sen—, 0 < 477 

2 


0 

48. r = 2sen— , 0 < 0 877 

4 

0 

49. r = 2cos— , 0 < 6 < 677 

36 

50. r = 2cos — , 0 < 0 < 677 

2 

= Para la discusion 

En los problemas 51 y 52, suponga que r = /(0) es una ecua- 
cion polar. Interprete graficamente la propiedad indicada. 

51. /(— 0) =/(0) (funcion par) 

52. /(-0) = -/(0) (funcion impar) 


| | 12.3 Secciones conicas en coordenadas polares 

■ Introd uccion En el capftulo 11 se dedujeron las ecuaciones de la parabola, elipse e 
hiperbola usando la formula de la distancia, en coordenadas rectangulares. A1 usar las coor- 
denadas polares y el concepto de excentricidad podremos presentar una definicion general 
de seccion conica que abarque las tres curvas. 


Definicion 12.3.1 Seccion conica 

Sean L una recta fija en el piano, y F un punto que no este en la recta. Una seccion conica 
es el conjunto de puntos P en el piano, para los cuales la distancia de P a F, dividida entre 
la distancia de P a L, es constante. 



La recta fija L se llama directriz y el punto F es un foco. La constante fija es la excentri- 
cidad e de la conica. Como se ve en la FIGURA 12.3.1, el punto P esta en la conica si y solo si 


d(P, F ) 
d(P, Q ) 


( 1 ) 


en donde Q representa el pie de la perpendicular de P a L. Si en (1) 

• e = 1, la conica es una parabola 

• 0 < e < 1, la conica es una elipse y si 

• e > 1, la conica es una hiperbola. 


FIGURA 12.3.1 Interpretation 
geometrica de (1) 



FIGURA 12.3.2 Interpretation de 
(2) en coordenadas polares 


■ Ecuaciones polares de conicas La ecuacion (1) se interpreta con facilidad usando coorde- 
nadas polares. Supongamos que F se coloca en el polo, y que L esta a p unidades (p> 0) a la 
izquierda de F, perpendicular al eje polar prolongado. En la FIGURA 12.3.2 se ve que si se 
escribe (1) en la forma d{P, F) = ed ( P , Q), es igual que 

r = e(p + r cos0) o r - ercosO = ep. (2) 


Al despejar r queda 


1 - ecosO ' 

Para comprobar que (3) da como resultado las ecuaciones familiares de las conicas, se sobre- 
pone un sistema de coordenadas rectangulares al sistema de coordenadas polares, con el 
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origen en el polo y el eje x positivo coincidiendo con el eje polar. A continuation se expresa 
la primera ecuacion de (2) en coordenadas rectangulares, y se simplifica: 

± \/ x 1 + y 2 = ex + ep 

x 2 + y 2 — e 2 x 2 + 2 e 2 px + e 2 p 2 (4) 

(l - e 2 )x 2 - le 2 px + y 2 = e 2 p 2 . 

Si se hace que e = 1, (4) se transforma en 

-2px + y 2 = p 2 o y 2 = 2 p(x + 0 

que es la ecuacion de una parabola, en su forma normal, con su eje en el eje x, su vertice en 
(—p/2, 0) y, de acuerdo con el emplazamiento de F, su foco esta en el origen. 

Es un buen ejercicio algebraico demostrar que (3) origina formas normales de ecuaciones 
de una elipse, en el caso de que 0 < e < 1, y de una hiperbola, cuando e > 1. Vea el problema 
43 en los ejercicios 12.3. Asf, de acuerdo con el valor de e, la ecuacion polar (3) puede tener 
tres graficas posibles, como se ve en la FIGURA 12.3.3. 



FIGURA 12.2.3 Graficas de la ecuacion (3) 

Si se hubiera ubicado el foco F a la izquierda de la directriz, en la deduction de la ecua- 
cion polar (3), se hubiera obtenido la ecuacion r = epl(\ + e cos 6). Cuando la directriz L se 
escoge paralela al eje polar (esto es, horizontal), se ve entonces que la ecuacion de la conica 
es r = epl( \ — e sen 0) o bien r = epl(\ + e sen 6). A continuation se presenta un resumen 
de la description anterior. 


Teorema 12.3.1 Ecuaciones polares de conicas 

Toda ecuacion polar de la forma 


ep 


1 ± ecos 6 


(5) 


o 


ep 


1 ± esend 


( 6 ) 


es la de una section conica con foco en el origen y eje a lo largo de un eje coordenado. El 
eje de la section conica esta a lo largo del eje x para las ecuaciones de la forma (5), y a lo 
largo del eje y para las ecuaciones de la forma (6). La conica es una parabola si e = 1 , una 
elipse si 0 < e < 1 y una hiperbola si e > 1. 
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^E]3EH3»iJ Identificacion de conicas 

Identificar cada una de las conicas siguientes: 

2 3 

1 - 2send ^ 4 + cosd 

Solucion a) Si se compara cada uno de los terminos de la ecuacion dada con la forma 
polar r = ep/( 1 — e sen 6) se puede ver que e = 2. Por consiguiente, la conica es una hi- 
perbola. 

b ) Para identificar la section conica, se dividen numerador y denominador de la ecuacion 
entre 4. Eso pone a la ecuacion en la siguiente forma: 

3 

1 + jCOSd 

Entonces, al comparar con r = epl( 1 + e cos 6) se ve que e — Por consiguiente, la conica 
es una elipse. = 


■ Graficas Una grafica aproximada de una conica definida por (5) o (6) se obtiene cono- 
ciendo la orientation de su eje, determinando las intersecciones con xyyy localizando los 
vertices. En el caso de (5), 



Eje 


FIGURA 12.3.4 Grafica de la ecua- 
cion polar del ejemplo 2 


• los dos vertices de la elipse o la hiperbola estan en 6 = 0 y 6 = 77 ; el vertice de una 
parabola solo puede estar en uno de los valores: 6 = 0 o 6 = tt. 

Para (6), 

• los dos vertices de una elipse o una hiperbola estan en 6 = 7t/ 2 y 0 = 3 tt/2; el vertice 
de una parabola solo puede estar en uno de los valores: 6 = tt/2 06 = 3tt/2. 


MEmSISH Grafica de una conica 

4 

Graficar r = -. 

3 — 2send 

Solucion Si la ecuacion se escribe en la forma r = I , se puede ver que la ex- 

I —3 send 

centricidad es e = 5 , por lo que la conica es una elipse. Ademas, como la ecuacion tiene 
la forma ( 6 ), se ve que el eje de la elipse es vertical, a lo largo del eje y. Entonces, en 
vista de la description anterior a este ejemplo, se obtiene: 


vertices: (4, tt/2), ( 5 , 3ir/2) 
intersecciones con el eje x en: (f , 0), (5, 7r). 



cion polar del ejemplo 3 


La grafica de la ecuacion esta en la FIGURA 12.3.4. = 

■ Grafica de una conica 

Graficar r = 

1 — cosd 

Solucion Al inspeccionar la ecuacion se ve que tiene la forma (5), con e = 1. Por con- 
siguiente, la conica es una parabola cuyo eje es horizontal, a lo largo del eje x. Como r no 
esta definido en 6 = 0 , el vertice de la parabola esta en 6 = tt: 
vertice: ( 5 , tt) 

intersecciones con el ejey en: (l, tt/2), (l, 3tt/2). 

La grafica de la ecuacion se ve en la FIGURA 12.3.5. = 
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H3HSSEZ3 Grafica de una conica 


Graficar 


2 

1 + 2cos0 ’ 


Solucion De (5) se ve que e = 2, y entonces la conica es una hiperbola cuyo eje es ho- 
rizontal, a lo largo del eje x. Los vertices, que son los extremos del eje transversal de la 
hiperbola, estan en 0 = 0 y 0 = 7r: 


vertices-. (f ,0), (-2, 7r) 

intersecciones con el eje y en: (2, tt/2), (2, 3tt/2). 


La grafica de la ecuacion se ve en la FIGURA 12.3.6. 


■ Secciones conicas rotadas Vimos en la section 12.2 que las graficas de r = f{6 — y)y 
r = f(0 + y), con y > 0 son rotaciones de la grafica de la ecuacion polar r = f(0) alrededor 
del origen por una cantidad y. Por tanto, 


ep 

1 ± ecos(0 — y) 
e P 

1 ± esen(0 — y) 


secciones conicas rotadas 
en sentido opuesto al de 
las manecillas del reloj 


ep 

1 ± ecos(0 + y) 

ep 

1 ± esen(0 + y) 


secciones conicas 
alrededor del origen 


■BUSSES Secciones conicas rotadas 


En el ejemplo 2 vimos que la grafica de r = es una elipse con su eje ma- 

3 — 2 sen 0 

yor a lo largo del eje y. Esto es la grafica azul de la FIGURA 12.3.7. La grafica de 
4 

r = es la grafica roja de la figura 12.3.7 y es una rotacion en el 

3 - 2sen(0 - 2 tt/3) 

sentido opuesto al de las manecillas del reloj de la grafica azul por la cantidad de 2ir/3 (o 

120°) alrededor del origen. El eje mayor de la elipse roja esta situado a lo largo de la lfnea 

0 = 7 77/6. = 

■ Aplicaciones Las ecuaciones del tipo que se presenta en (5) y (6) son idoneas para 
describir la orbita cerrada de un satelite alrededor del Sol (Tierra o Luna), puesto que dicha 
orbita es una elipse que tiene el Sol (Tierra o Luna) en uno de sus focos. Suponga que una 
ecuacion de la orbita esta dada por r = (ep)/( 1 — e cos 0), 0 < e < 1, y r p es el valor de r en 
el perihelio (perigeo o perilunio) y r a es el valor de r en el afelio (apogeo o apolunio). Estos 
son los puntos de la orbita, situados en el eje x, en que el satelite esta mas cerca y mas lejos, 
respectivamente, del Sol (Tierra o Luna), comos se muestra en la FIGURA 12.3.8. Como ejer- 
cicio, demuestre que la excentricidad e de la orbita se relaciona con r p y r a por medio de 
r a ~ r p 


■3E3I3EX3 Deduction de la ecuacion polar de una orbita 

Deduzca la ecuacion polar de la orbita de Mercurio en tomo al Sol, si r p = 2.85 X 10 7 
millas y r a = 4.36 X 10 7 millas. 

Solucion Segun (7), la excentricidad de la orbita de Mercurio es 

= 4,36 X 10 7 - 2,85 X 10 7 = 

6 ~~ 4.36 X 10 7 + 2.85 X 10 7 ~~ ' ' 



FIGURA 12.3.6 Grafica de la ecua- 
cion polar del ejemplo 4 



FIGURA 12.3.7 Graficas de ecuacio- 
nes polares del ejemplo 5 



FIGURA 12.3.8 Orbita del satelite 
alrededor del Sol. 



Mercurio es el planeta 
mas cercano al Sol 
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Por consiguiente. 


0.21 p 

1 - 0.21 cosd 


( 8 ) 


Todo lo que se necesita ahora es despejar la cantidad 0.21 p. Para hacerlo se aprovecha que 
el afelio se presenta cuando 6 = 0: 


4.36 X 10 7 


0.21p 
1 - 0.21' 


De la ultima ecuacion, 0.2 lp = 3.44 X 10 7 . Por consiguiente, una ecuacion polar de la 
orbita de Mercurio es 


_ 3.44 X 10 7 

1 — 0.21 cosd 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-32. 


En los problemas 1 a 10, determine la excentricidad, identifi- 
que la conica y trace su grafica. 


3 . 

4 . 

5 . 

6 . 

7 . 

8. 

9 . 

10 . 


4 + cosd 

5 

2 + 2send 

4 

1+2 send 
-4 

cosd - 1 
18 

3 - 6cosd 
4cscd 

3cscd + 2 

6 

1 - cosd 

2 

2 + 5cosd 


En los problemas 11 a 14, determine la excentricidad e de la 
conica. A continuacion convierta la ecuacion polar en ecua- 
cion rectangular, y verifique que e = c/a, 


1 + 2sen d 


12. 


10 

2 - 3 cosd 


13 . 

14 . 


12 

3 - 2 cosd 
= 2V3 

V3 + send 


En los problemas 15 a 20, obtenga la ecuacion polar de la 
conica, con foco en el origen, que satisfaga las condiciones 
indicadas. 

15 . e = 1, directriz x = 3 

16 . e = §, directriz y = 2 

17 . e = 3 , directriz y = -2 

18 . e = \, directriz x = 4 

19. e = 2, directriz x = 6 

20 . e = 1, directriz y = -2 
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21 . Halle una ecuacion polar de la seccion conica del problema 

15 si la grafica es rotada en el sentido de las agujas del 
reloj alrededor del origen por una cantidad de 27 t/3. 

22. Halle una ecuacion polar de la seccion conica del problema 

16 si la grafica es rotada en el sentido opuesto al de las 
manecillas del reloj alrededor del origen por una cantidad 
de 77/6. 


En los problemas 23 a 28, obtenga la ecuacion polar de la 
parabola con foco en el origen y el vertice indicado. 

23. (|, 377-/2) 

24. (2,7 r) 

25. 4 77) 

26. ( 2 , 0 ) 

27. (1,377/2) 

28. (1,77/2) 


b) Use la ecuacion del inciso a ) para obtener r p y r a de la 
orbita del cometa Halley. 



La siguiente llegada del cometa Halley 
al sistema solar sera en 2061 


= Problemas con calculadora 


En los problemas 29 a 32, identifique la seccion conica 
rotada. Busque las coordenadas polares de su vertice o 
vertices. 


1 + cos(0 - 77/4) 


3 + 2cos (6 - 77/3) 
10 

2 - sen (0 + 77/6) 


1 + 2sen(0 + 77/3) 


= Aplicaciones diversas 

33. Distancia del perigeo Un satelite de comunicaciones 
esta a 12 000 km sobre la superficie terrestre en su apogeo. 
La excentricidad de su orbita elfptica es 0.2. Use (7) para 
calcular su distancia en perigeo. 

34. Orbita Deduzca una ecuacion polar r = ep/( 1 — e cos 9) 
de la orbita del satelite del problema 33. 

35. Orbita de la Tierra Obtenga la ecuacion polar de la orbita 
de la Tierra alrededor del Sol si r p = 1 .47 X 10 8 km y r a = 
1.52 X 10 8 km. 

36. Cometa Halley 

a) La excentricidad de la orbita elfptica del cometa Halley 
es 0.97, mientras que la longitud del eje mayor de su 
orbita es 3.34 X 10 9 mi. Halle la ecuacion polar de su 
orbita, con la forma r = ep/(l — e cos 0). 


Las caracterfsticas orbitales (excentricidad, perigeo y eje 
mayor) de un satelite cercano a la Tierra se degradan en 
forma gradual, al paso del tiempo, debido a muchas fuerzas 
pequenas que actuan sobre el satelite, ademas de la fuerza 
gravitacional de la Tierra. Entre esas fuerzas se destacan la 
friction atmosferica, las atracciones gravitacionales del Sol y 
la Luna, y fuerzas magneticas. Alrededor de una vez al mes 
se activan cohetes diminutos, durante algunos segundos, para 
“regenerar” las caracterfsticas orbitales hasta los intervalos 
deseados. Se encienden los cohetes durante mas tiempo para 
crear un cambio grande en la orbita de un satelite. La forma 
mas eficiente de hacer pasar un satelite de una orbita interna 
a una externa se llama transferencia de Hohmann, que 
implica agregar velocidad en la direction del vuelo, en el 
momento en que el satelite llega al perigeo de la orbita 
interna, siga la elipse de transferencia de Hohmann la mitad 
de su recorrido hasta su apogeo, y aumentar de nuevo la velo- 
cidad para estar en la orbita externa. El proceso similar (des- 
acelerar en el apogeo, en la orbita externa y desacelerar en el 
perigeo, en la orbita de transferencia de Hohmann) se usa 
para mover un satelite de una orbita externa a una interna. 

En los problemas 37 a 40 use una calculadora graficadora, o 
una computadora, para sobreponer las graficas de las tres 
ecuaciones polares en los mismos ejes coordenados. Imprima 
su resultado y use colores para delinear la transferencia de 
Hohmann: 

24 

37. Orbita interna r — - — — — transferencia de 

1 + 0.2 cos 9 

32 

Hohmann r = , orbita externa 

1 + 0.6 cos 9 
56 

1 + 0.3 cos 0 
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38. Orbita interna r = — , transferencia de 

1 + O.lcos# 

7.5 

Hohmann r = — - orbita externa 

1 + 0.5 cos 0 
13.5 

1 + O.lcos0 

39. Orbita interna r = 9, transferencia de Hohmann 

15.3 

r = , orbita externa r = 51 

1 + 0.7 cos 6 


40. Orbita interna r = , 

1 + 0.05 cos© 


transferencia de Hohmann r = , 

1 + 0.1 cose’ 

84.7 

orbita externa r - ~ 

1 + 0.01 cose 

= Para la discusion 

43. Demuestre que (3) da como resultado ecuaciones de una 
elipse en su forma normal, en el caso en que 0 < e < 1, y 
una hiperbola en el caso en que e > 1 . 

44. Use la ecuacion r = ep/{ 1 — e cos 0) para derivar el resul- 
tado en (7). 


j | 12.4 Vectores en el piano ~ 

■ Introduction Para describir con precision ciertas cantidades ffsicas debemos conocer 
dos datos: magnitud y direccion. Por ejemplo, cuando hablamos del vuelo de un avion, tanto 
la velocidad como el rumbo son importantes. Las cantidades que tienen magnitud y direccion 
se representan por vectores. En esta section estudiaremos algunas definiciones y operaciones 
basicas con vectores situados en el piano de coordenadas. Tambien aprovecharemos los 
conocimientos de trigonometrfa que adquirimos en los capftulos 8 a 10. 



FIGURA 12.4.1 Segmento de recta 
dirigido en el espacio bidimensional 


■ Terminologia En ciencias, matematicas e ingenierfa distinguimos dos tipos de cantidades 
importantes: escalares y vectoriales. Una cantidad escalar es simplemente un numero real y 
por lo general se representa con una letra minuscula en cursiva, como a, k ox. Las cantidades 
escalares se usan para representar magnitudes y pueden relacionarse con unidades de medida 
especfficas; por ejemplo, 80 pies, 10 libras, o 20 “Celsius. 

Por otra parte, un vector, o vector de desplazamiento puede concebirse como una 
flecha o un segmento de recta dirigido (una recta con direccion indicada por la punta de 
la flecha) que conecta los puntos A y B en el espacio bidimensional. La cola de la flecha se 
conoce como punto inicial y la punta como punto terminal. Como se muestra en la FIGURA 
12.4.1, un vector se denota por lo general con una letra negrita como v o, si deseamos recalcar 
los puntos inicial y terminal Ay B, con el sfmbolo AB . 



AB = CD 

FIGURA 12.4.2 Vectores iguales 


■ Magnitud y direccion La longitud del segmento de recta dirigido se llama magnitud del 
vector AB y se representa por medio de |AB |. Se dice que dos vectores AB y CD son iguales, 
y se escribe AB = CD, si ambos tienen la misma magnitud y la misma direccion, como se 
muestra en la FIGURA 12.4.2. Por consiguiente, los vectores pueden trasladarse de una posicion 
a otra siempre que no cambien la magnitud ni la direccion. 

Como es posible mover un vector siempre que la magnitud y la direccion permanezcan 
intactas, podemos colocar el punto inicial en el origen. Entonces, como muestra la FIGURA 
12.4.3, el punto terminal P tendra coordenadas rectangulares (x, y). A la inversa, todo par 
ordenado de numeros reales (x, y) determina un vector OP, donde P tiene las coordenadas 
rectangulares (x, y). Entonces tendremos una correspondence de uno a uno entre vectores y 
pares ordenados de numeros reales. Decimos que v = OP es el vector de posicion del punto 
P(x, y) y se escribe 

OP = (x, y). 

En general, todo vector en el piano se identifica con un vector de posicion unico v = {a, b). 
Se dice que los numeros ay b son las componentes del vector de posicion v y la notation 
(a, b ) se conoce como forma de las componentes de un vector. 
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Puesto que la magnitud de {a, b) es la distancia {a, b) al origen, definimos la magnitud 
|v| del vector v = {a, b) como 


El vector cero, representado con 0, se define como 0 = (0, 0). La magnitud del vector cero 
es cero. El vector cero no tiene asignada direccion alguna. Sea v = (jc, y) un vector diferente 
de cero. Si 6 es un angulo en posicion estandar formado por v y el eje x positivo, como se 
muestra en la FIGURA 12.4.4, entonces 9 se denomina angulo de direccion de v. Cabe senalar 
que todo angulo coterminal con 6 es tambien un angulo de direccion de v. Asf, para especi- 
ficar un vector v podemos dar sus componentes v = (x, y) o su magnitud Ivl y un angulo de 
direccion. En trigonometrfa tenemos las relaciones siguientes entre las componentes, mag- 
nitud y angulo de direccion del vector v. 


Definicion 12.4.1 Angulo de direccion 

Para todo vector diferente de cero v = (x, y) con angulo de direccion 9: 

cos 9 = -py, sen0 = -py, tan0 = ^0, (2) 

donde |v| = Vr 2 + y 1 . 


HEH2EEH Angulo de direccion 

Trace cada uno de los vectores siguientes. Obtenga la magnitud y el angulo de direccion 

0 positivo mas pequeno de cada vector. 

a) v = (-2, 2) b)a = (0, 3) c) w = (1, -V3). 

Solucion En la FIGURA 12.4.5 se representan los tres vectores en distintos colores. 
a ) Por (1), 

| v | = V(-2) 2 + 2 2 = V8 = 2V2, 

y por (2) 



Como vemos en la figura 12.4.5, 0 es un angulo del segundo cuadrante, por lo que con- 
cluimos que 0 = 37T/4. 

b) La magnitud de u es |u| = \/o 2 + 3 2 = 3 y por la figura 12.4.5, vemos de inmediato 
que 0 = 7t/2. 

c) La magnitud de w es |w| = Vl 2 + (— V3 ) 2 = V4 = 2. Puesto que tan 0 = — V3 y 

0 es un angulo del cuarto cuadrante, seleccionamos 0 = 5v/3. = 


■ Aritmetica de vectores Los vectores pueden combinarse con otros vectores mediante la 
operacion aritmetica de suma o adicion. Ademas, los vectores pueden combinarse con mag- 
nitudes escalares mediante la multiplicacion. Usamos la forma de las componentes de un 
vector para dar las definiciones algebraicas siguientes de la suma de dos vectores, el multi- 
plo escalar de un vector y la igualdad de dos vectores. 



FIGURA 12.4.3 Vector de posicion 



FIGURA 12.4.4 Angulo de direccion 
de un vector 





FIGURA 12.4.5 Vectores del ejem- 
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Definicion 12.4.2 Operaciones con vectores 

Sean u = (a, b) y v = (c, d) vectores y k un numero real. Definimos la 


Suma: u + \ = {a + c, b + d) 

(3) 

Multiplo escalar: ku = ( ka , kb) 

(4) 

Igualdad: u = v si y solo si a = c, b = d 

(5) 


■ Sustraccion Usamos (4) para definir el negativo de un vector u como 
-u = (-l)u = {-a, - b ) 

Entonces podemos definir la sustraccion, o diferencia de dos vectores como 

u - v = u + ( v) = (a — c, b — d) (6) 


Adicion, sustraccion y multiplicacion escalar 

Si u = (2, 1) y v = (— 1, 5), obtenga 4u, u + v y 3u - 2v. 

Solucion Por las definiciones de adicion, sustraccion y multiplos escalares de vectores, 
obtenemos 

4u = 4(2, 1) = (8,4) <— por (4) 

U + V = (2, 1) + (— 1, 5) = (1, 6) <- por (3) 

3u — 2v = 3(2, 1) — 2(— 1, 5) = (6, 3) — (—2, 10) = (8, —7). ^ P or(4) y (6) = 


Las operaciones (3), (4) y (6) tienen las propiedades siguientes. 


Teorema 12.4.1 Propiedades de las operaciones con vectores 

i ) u + v = v + u 

ii) u + (v + w) = (u + v) + w 

iii) k(u + v) = ku + kv 

iv) (k\ + k 2 ) u = ^|U + k 2 u 

v) ki(k 2 u) = (k x k 2 ) u 

vi) u + 0 = u 

vii) u + (— u) = 0 

viii) Ou = 0 

ix) lu = u 

x) \kn\ = \k\ |u| 


Debe reconocer las propiedades i ) y ii) como las leyes conmutativa y asociativa de la 
adicion, respectivamente. 



O' 

FI GURA 12.4.6 Sumadedos 
vectores u y v 


■ Interpretaciones geometricas La suma u + v de dos vectores puede interpretarse facil- 
mente en terminos geometricos sobre el piano mediante el concepto de vector de posicion. 
Si u = (a, b) y v = (c, d), entonces los tres vectores u, v y u + v pueden representarse por 
medio de segmentos de recta dirigidos, que van del origen a los puntos A(a, b ), B(c, d) y 
C(a + c,b + d), respectivamente. Como se ilustra en la FIGURA 12.4.6, si el vector v se traslada 
de modo que su punto inicial sea A, entonces su punto terminal sera C. Por tanto, pode- 
mos obtener una representacion geometrica de la suma u + v si colocamos el punto inicial 
de v en el punto terminal de u y dibujamos el vector del punto inicial de u al punto terminal de 
v. Al examinar las coordenadas de cuadrilatero OACB en la figura 12.4.6, vemos que se trata 
de un paralelogramo formado por los vectores u y v, con u + v como una de sus diago- 
nals. 
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Ahora consideraremos un multiplo escalar del vector v = (x, y). Sea k cualquier numero 
real; entonces 

|*v| = V(fcc ) 2 + (ky ) 2 = V * 2 (x 2 + y 2 ) 

= Vk 2 Vx 2 + / = \k\Vx 1 + / = |jk||v|. 

Hemos derivado la propiedad de la multiplicacion escalar dada en la propiedad x) del teorema 
12.4.1, es decir. 


M = \k\ M (7) 

Esta propiedad establece que en la multiplicacion escalar de un vector v por un numero real 
k, la magnitud de v se multiplica por \k\. Como se ilustra en la FIGURA 12.4.7, si k > 0, la 
direccion de v no cambia; pero si k < 0, la direction de v se invierte. En particular, v y su 
negativo — v tienen la misma longitud, pero direccion contraria. 

La interpretation geometrica de la diferencia u — v de dos vectores se obtiene observando 
que u = v + (u — v). Por tanto, u — v es el vector que cuando se suma a v da por resultado u. 
Como se advierte en la FIGURA 12.4.8, el punto inicial de u — v sera en el punto terminal de v, 
y el punto terminal de u — v coincide con el punto terminal de u. Por consiguiente, el vector 
u — v es una diagonal del paralelogramo determinado por u y v, y la otra diagonal es u + v 
(FIGURA 12.4.9). 


y 



FIGURA 12.4.7 Multiplos escalares 
del vector v 



FIGURA 12.4.8 Diferencia de dos 
vectores u y v 


M3E3I3E0 Suma y diferencia 

Sea u = (— 1, 1) y v = (3, 2). Trace las interpretaciones geometricas de u + v y u — v. 

Solution Para interpretar estos vectores en terminos geometricos, formamos el paralelo- 
gramo determinado por los vectores u y v e identificamos las diagonales u + v y u — v, 
como se muestra en la FIGURA 12.4.10. = 


FIGURA 12.4.9 Suma y diferencia de 
los vectores u y v como diagonales 
de un paralelogramo 



FIGURA 12.4.10 Suma y diferencia 
de vectores del ejemplo 3 


■Qumo Multiplos escalares 

Sea v = (1, 2). Las interpretaciones geometricas de los multiplos escalares 2v y — v se 
muestran en la FIGURA 12.4.11. = 


■ Vectores unitarios Todo vector de magnitud 1 se llama vector unitario. Podemos obte- 
ner un vector unitario u en la misma direccion que un vector v diferente de cero si multipli- 
camos v por el escalar positivo k = l/|v| (el retiproco de la magnitud). En este caso decimos 
que 



FIGURA 12.4.11 Multiplos escalares 
de un vector del ejemplo 4 
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es la normalizacion del vector v. Se desprende de (7) que la normalizacion de un vector v es 
un vector unitario porque 


MOUSSES Vector unitario 

Dado v = (2, — 1), obtenga un vector unitario a) en la misma direccion que v, y b ) en 
direccion opuesta a v. 

Solucion Primero obtenemos la magnitud del vector v: 

|v| = V4 + (-1) 2 = V5. 

a) Por (8), un vector unitario en la misma direccion que v es 



b) Un vector unitario en la direccion opuesta a v es el negativo de u: 

:: “ u= (-4^)' 

M j = ( 0, 1 ) ■ Vectores i, j Los vectores unitarios en la direccion de los ejes x y y positivos, represen- 

tados con 

i = <i,'o> **■&<& y j = (0. 1) 0) 

FIGURA 12.4.12 Los vectores i y j son de especial importancia (FIGURA 12.4.12). Los vectores unitarios de (9) se llaman vectores 
de base estandar para los vectores en el piano, ya que cada vector puede expresarse en 
terminos de i y j. Para entender por que es asi, usamos la definicion de multiplication escalar 
para reescribir u = (a, b) como 

u = (a, 0) + (0, b) = a(l, 0) + 6(0, 1) 
o u = (a, b) — ai + bj 

Como se muestra en la FIGURA 12.4.13, puesto que i y j son vectores unitarios, los vectores ai 
y bj son vectores horizontales y verticales de longitud lal y \b\, respectivamente. Por ello, a 
se llama componente horizontal de u y b componente vertical. El vector ai + bj a menudo 
se conoce como combination lineal de i y j. Si utilizamos esta notation para los vectores 
u = ai + bj y v = ci + dj, podemos escribir la definicion de la suma, diferencia y multiplos 
escalares de u y v de esta forma: 

Suma: (ai + bj) + (ci + dj) = (a + c)i + (b + d)j (10) 

Diferencia: (ai + bj) - (ci + dj) = (a - c)i + (b - d)j (11) 

Multiplo escalar: k(ai + bj) = (ka)i + (kb) j (12) 


(a,b) 



FIGURA 12.4.13 El vector u es una 
combination lineal de i y j 


Diferencia de vectores 

Si u = 3i + j y v = 5i — 2j, obtenga 4u — 2v. 
Solucion Usamos (12) y despues (11) para obtener 


4u - 2v = 4(3i + j) - 2(5i - 2j) 

= (12i + 4j) - (lOi - 4j) 

= (12 - 10)i + (4 - (— 4))j 
= 2i + 8 j 
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■ Forma trigonometrica de un vector Hay otra forma de representar vectores. Para un 
vector diferente de cero v = (x, y) con angulo de direccion 0, vemos por (2) que x = Ivlcos 0 
yy= Ivlsen 0. Por tanto, 

v = x\ + yj = |v| cos 0i + |v| sen 0j 

o v = |v| (cos Gi + sen 0j). (13) 

Esta segunda representation se conoce como la forma trigonometrica del vector v. 


| Forma trigonometrica 

Exprese v = Vli — 3j en forma trigonometrica. 

Solution Para escribir v en forma trigonometrica debemos obtener la magnitud Ivl y su 
angulo de direccion G. Por (1) tenemos que 

| v j = V(V3) 2 + (— 3) 2 = Vl2 = 2V3 


y por (2) 


tan0 = — 


3 

VI 


= —VI. 


Para determinar 0, trazamos v y observamos que el lado terminal del angulo 0 esta situado 
en el cuarto cuadrante (FIGURA 12.4.14). Por ende, con |v| = 2VI y 0 = 57r/3, (13) da la 
forma trigonometrica de v: 

v = 2 Videos ^-i + sen^j^. = 


| Velocidad como vector 

Sea un avion que vuela a 200 mi/h con rumbo N20°E. Exprese la velocidad como un 
vector. 

Solution El vector de velocidad deseado v se ilustra en la FIGURA 12.4.15. En vista de que 
0 = 90° - 20° = 70° y Ivl = 200, tenemos que 

v = 200(cos 70°i + sen 70°j) ~ 68.4i + 187.9j = 


En el ejemplo 8 se advierte que la velocidad es una cantidad vectorial. La magnitud Ivl 
de la velocidad v es una cantidad escalar llamada rapidez. 

En ffsica se demuestra que cuando dos fuerzas actuan simultaneamente en el mismo 
punto P sobre un objeto, este reacciona como si una sola fuerza igual a la suma vectorial de 
las dos fuerzas actuara sobre el en P. Esta unica fuerza se llama fuerza resultante. 


HEUEEIsIS Fuerza resultante 

Dos personas empujan una caja con fuerzas F , y F 2 , cuyas magnitudes y direcciones 
se muestran en la FIGURA 12.4.16. Obtenga la magnitud y la direccion de la fuerza resul- 
tante. 

Solution En la figura vemos que los angulos de direccion de las dos fuerzas F , y F 2 son 
0i = 60° y 0 2 = 330°, respectivamente. Por tanto, 

F, = 100(cos 60°i + sen 60°j) = 50i + 50VIj 
y F 2 = 80(cos330°i + sen330°j) = 40VIi - 40j. 


y 



FIGURA 12.4.14 Vector y angulo de 
direccion del ejemplo 7 



FIGURA 12.4.15 Vector de velocidad 
del ejemplo 8 


v F^lOOlb) 



F 2 (80 lb) 

FIGURA 12.4.16 Fuerza resultante 
(flecha dorada) del ejemplo 9 
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La fuerza resultante F puede obtenerse entonces por medio de la adicion vectorial: 


F = F t + F 2 = (50i + 50\/3j) + (40V3i - 40j) 
= (50 + 40V3)i + (50V3 - 40)j. 


Por consiguiente, la magnitud |F| de la fuerza resultante es 

| F | = V(50 + 40V3) 2 + (50V3 - 40) 2 « 128.06. 


Si 0 es un angulo de direccion de F, entonces sabemos por (2) que 


tan0 = 


50V3 - 40 
50 + 40V3 


« 0.3907. 


Como 6 es un angulo del primer cuadrante, encontramos, con ayuda de la calculadora, que 
6 « 21.34°. = 



Notas del aula 

No debe concluir de la explication anterior que todas las cantidades vectoriales se repre- 
sentan con flechas. Muchas aplicaciones de los vectores en matematicas avanzadas no se 
prestan a esta interpretation. Sin embargo, para los propositos de este texto, esta interpre- 
tation nos parecio conveniente y util. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-33. 


En los problemas 1 a 8, trace el vector dado. Halle la magni- 
tud y el angulo de direccion positivo mas pequeno de cada 
vector. 

1. (V3, -1) 

2. (4, -4) 

3. (5,0) 

4. (-2.2V3) 

5. -4i + 4V3j 

6- i — j 

7. - lOi + lOj 

8. — 3j 


13. u = (-5,-7),v = (i-l> 

14. u = (0.1, 0.2), v = (-0.3, 0.4) 

En los problemas 15 a 20, encuentre u — 4v y 2u + 5v. 

15. u = i — 2j, v = 8i + 3j 

16. u = j, v = 4i - j 

17. u = - |j, v = 2i 

18. u = 2i - 3j, v = 3i - 2j 

19. u = 0.2i + O.lj, v = — 1.4i - 2.1j 

20. u = 5i - lOj, v = — lOi 


En los problemas 9 a 14, halle u + v, u — v, — 3u y 3u — 4v. 

9. u = (2, 3), v = (1, — 1) 

10. u = (4, -2), v = (10, 2) 

11. u = (-4, 2), v = (4, 1) 

12. u = ( 1, -5), v = (8, 7) 


En los problemas 21 a 24, trace los vectores u + v y u — v. 

21. u = 2i + 3j, v = -i + 2j 

22. u = — 4i + j, v = 2i + 2j 

23. u = 5i - j, v = 4i - 3j 

24. u = 2i - 7j, v = — 7i - 3j 
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En los problemas 25 a 28, trace los vectores 2v y — 2v. 

25. V = (-2, 1) 

26. v = (4, 7) 

27. v = 3i — 5j 

28. v = + |j 

En los problemas 29 a 32, si u = 3i — j y v = 2i + 4j, 
encuentre las componentes horizontal y vertical del vector 
indicado. 

29. 2u - v 

30. 3(u + v) 

31. v - 4u 

32. 4(u + 3v) 

En los problemas 33 a 36, exprese el vector dado a) en forma 
trigonometrica y b ) como combinacion lineal de los vectores 
unitarios i y j. 

33. (-V2.V2) 

34. (7,7V3) 

35. (- 3V3, 3) 

36. (-4, -4) 

En los problemas 37 a 40, encuentre un vector unitario a) en 
la misma direction que v, y b) en direction opuesta a v. 

37. v = (2, 2) 

38. v = (—3, 4) 

39. v = (0, -5) 

40. v = ||, — V3) 

En los problemas 41 y 42, normalice el vector dado cuando 
v = (2, 8) y w = (3, 4). 

41. v + w 

42. 2v - 3w 

43. Dos fuerzas Fj y F 2 de magnitudes 4 N y 7 N, respectiva- 
mente, actuan sobre un punto. El angulo entre las fuerzas 
es de 47°. Encuentre la magnitud de la fuerza resultante F 
y el angulo entre Fj y F. 

44. La fuerza resultante F de dos fuerzas Fj y F 2 tiene mag- 
nitud de 100 lb y la direction que se muestra en la FIGURA 
12.4.17. SeaFj = — 200i; halle las componentes horizontal 
y vertical de F 2 . 





FIGURA 12.4.17 Fuerza resultante 
del problema 44 

= Aplicaciones diversas 

45. Fuerza resultante Una masa que pesa 10 libras cuelga 
de una soga. Una fuerza de 2 libras se aplica en direction 
horizontal al peso, lo cual desplaza la masa de su posi- 
tion horizontal (FIGURA 12.4.18). Encuentre la resultante de 
esta fuerza y la fuerza debida a la gravedad. 

H 

10 lb 

FIGURA 12.4.18 Masa colgante 
del problema 45 

46. Fuerza resultante Una embarcacion pequena es remol- 
cada a lo largo de un canal por dos sogas colocadas a ambos 
lados de este. El angulo entre las sogas es de 50°. Se tira 
de una soga con una fuerza de 250 lb y de la otra con una 
fuerza de 400 lb. Determine la magnitud de la fuerza resul- 
tante y el angulo que forma con la fuerza de 250 lb. 

47. Direction real La corriente de un rio que mide 0.5 millas 
a lo ancho es de 6 mi/h. Un nadador parte de la orilla 
perpendicular a la corriente a 2 mi/h. < En que direction se 
desplaza el nadador en realidad? 

48. iEn que direction? Cuando un tren de carga, que avanza 
a 10 mi/h, pasa por una plataforma, un costal de correo es 
lanzado en direction perpendicular al tren a una velocidad 
de 15 pies por segundo. ^En que direction se desplaza en 
la plataforma? 

49. ^Cual es la rapidez? Para que un avion vuele en direction 
Norte a 300 mi/h, debe establecer un rumbo 10° al Oeste 
del Norte (N10°O) a causa del fuerte viento que sopla en 
direction Este. ^,Cual es la rapidez del viento? 

50. Orientation Un excursionista camina 1.0 mi al noreste, 
luego 1.5 mi al Este y despues 2.0 mi al sureste. <jCual es 
la distancia y rumbo del excursionista desde el punto de 
partida? [Pista: cada parte de la travesfa puede representarse 
por medio de un vector. Calcule la suma de vectores]. 
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I I 12.5 Producto punto 

■ Introduction En la section anterior estudiamos dos tipos de operaciones con vectores: 
la adicion y la multiplication escalar, que producen otro vector. Ahora consideraremos un 
tipo especial de producto entre vectores que tiene su origen en el estudio de la mecanica. Este 
producto, conocido como producto punto o producto interno, de los vectores u y v se 
representa con u • v y es un numero real, o escalar, definido en terminos de las componentes 
de los vectores. 


Definition 12.5.1 Producto punto 

En el espacio bidimensional, el producto punto de dos vectores u = {a, b) y v = ( c , d ) 
el numero 


u 


+ bd 


( 1 ) 


MH1S2E0 Producto punto usando (1) 

Suponga que u = (-2,5),y = |,4)yw = (8, — 1). Obtenga 

a) u ■ v; b) w • u y c) v • w. 

Solution Se desprende de (1) que 

a) u v = (-2, 5) ■ @, 4) = (-2)(|) + (5)(4) = -1 + 20 = 19 

b) wu = (8, — 1) ■ (—2, 5) = (8) ( — 2) + ( — 1)(5) = — 16 — 5 = -21 

c) v • w = (i 4) • (8, — 1) = (j)(8) + (4) ( 1 ) =4 — 4 = 0. 


■ Propiedades El producto punto tiene las propiedades siguientes. 


Teorema 12.5.1 Propiedades del producto punto 

i ) uv = 0siu = 0ov = 0 

ii) u • v = v • u 

iii ) U ■ (v + w) = U ■ V + U • W <- ley distributiva 

iv) u ■ (kv) = (An) ■ v = k( u • v), k una cantidad escalar 

v) v ■ v > 0 
ti) v ■ V = |v| 2 


Comprobamos los incisos ii) y vi). Las comprobaciones restantes son muy sencillas y 
quedan a cargo del lector. Para comprobar el inciso ii), sea u = (a, b) y v = (c, d). 
Entonces 


u 


= {a, b) ■ (c, d) 
= ac + bd 
= ca + db 


= (c,d)- {a, b) 


( porque las multiplicaciones 
• i de numeros reales 
l_es conmutativa 


Para comprobar el inciso vi), notamos que 


v ■ v = (c, d) ■ (c, d) = c 2 + d 2 = |v| 2 
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LESSEES Productos punto 

Sea u = (3, 2) y v = (-4, —5). Encuentre 

a) (u • v)u b) u • (jv) c ) |v| 

Solucion a) Por (1) 

u ■ v = (3, 2) • (-4, -5) 

= 3(— 4) + 2( 5) 

= -22 

Puesto que u • v es escalar, tenemos por (4) de la seccion 12.4, 
(u • v)u = (-22X3, 2) = (-66, -44) 

b ) Por iv ) del teorema 12.5.1 y el inciso a). 


c) El inciso vi) del teorema 12.5.1 relaciona la magnitud de un vector con el producto 
punto. Por (1) tenemos 


v = (-4, -5) • (-4, -5) 

= ( — 4)( — 4) + ( — 5)( — 5) 
= 41 


Por tanto, 


v • v = | v | 2 implica | v | = Vv • v = V41 . — 

■ Forma alternativa El producto punto de dos vectores tambien puede expresarse en ter- 
minos de las longitudes de los vectores y el angulo entre ellos. 


Teorema 12.5.2 Forma alternativa del producto punto 

El producto punto de dos vectores u y v es 

u * v = |u| |v| cos 6 (2) 

donde 6 es el angulo entre los vectores tal que 0 s 0 ^ w. 


4 


Esta forma mas geometrica es la 
que por lo general se usa como 
definicion del producto punto en 
los cursos de flsica. 



Suponga que 6 es el angulo entre los vectores u = ai + bj y 
vector 


= ci + d\. Entonces, el 


w = v - u = (c - a)i + (d - b)i 


es el tercer lado del triangulo indicado en la FIGURA 12.5.1. Por la ley de los cosenos, (2) de 
la seccion 10.4, escribimos 

|w| 2 = |v| 2 + |u| 2 - 2|v||u|cos0 o |v||u|cos0 = j(|v| 2 + |u| 2 — |w| 2 ). (3) 


yl- 


Usando | u | 2 = a 1 + b 2 , | v| 2 = c 2 + d 2 , 

y I w j 2 = |v - u | 2 = (c - a) 2 + (d - b) 2 , 

el miembro derecho de la segunda ecuacion en (3) se simplifica a ac + be. Puesto que esta 
es la definicion del producto punto dada en (1), vemos que lullvl cos 9 = u • v. = 


FIGURA 12.5.1 El vector w de la 
demostracion del teorema 12.5.2 


12.5 Producto punto 


551 



v = 5i-4j 


FIGURA 12.5.3 Angulo entre 
vectores del ejemplo 3 



-1 1 


FIGURA 12.5.4 Vectores ortogonales 
del ejemplo 4 


■ Angulo entre vectores En la FIGURA 12.5.2 se ilustran tres casos del angulo 0 en (2). Si 
los vectores u y v no son paralelos, entonces 0 es el menor de los dos posibles angulos entre 
ellos. Despejamos cos 0 en (2), luego usamos la definition del producto punto en (1) y obte- 
nemos la formula del coseno del angulo entre dos vectores: 


cos# 


u • V 

Tu|R 


ac + bd 

"Tu]R”' 


(4) 



FIGURA 12.5.2 El angulo 0 
del producto punto 


H3B3HEH Angulo entre dos vectores 

Encuentre el angulo entre u = 2i + 5j y v = 5i — 4j. 

Solution Tenemos |u| = Vu • u = V29, |v| = Vv • v = V5T y u • v = -10. Por 
tanto, (4) da 

cos0 = Z l0 _ » -0.2900, 

A /OHa / A 1 


y, en consecuencia, 

12.5.3). 


= cos' 


' - 10 ) 
,V29V?I/ 


1.8650 radianes, o 0 = 108.86° (FIGURA 


■ Vectores ortogonales Si u y v son vectores distintos de cero, entonces el teorema 12.5.2 
implica que 

0 u • v > 0 si y solo si 0 es agudo 

ii) u • v < 0 si y solo si 0 es obtuso 

in ) u • v = 0 si y solo si cos 0 = 0 

Sin embargo, en el ultimo caso, el unico numero en el intervalo [0, 27 t] con el que cos 0 = 0 
es 0 = 7t/2. Cuando 0 = 7r/2, decimos que los vectores son ortogonales o perpendiculares. 
Asf llegamos al resultado siguiente. 


Teorema 12.5.3 Criterio para vectores ortogonales 

Dos vectores distintos de cero u y v son ortogonales si y solo si u ■ v = 0. 


Como se observa en la figura 12.4.12, los vectores de base estandar i y j son ortogonales. 
Ademas, puesto que i = (1, 0), j = (0, 1), tenemos que 

i * j =(1.0)* (0, 1) = (1)(0) + (0)(1) = 0 

y, en consecuencia, por el teorema 12.5.3, los vectores i y j son ortogonales. La inspection 
del resultado del inciso c) del ejemplo 1 demuestra que los dos v = (j, 4) y w = (8, — 1) son 
ortogonales. 


■3SSSEQ Vectores ortogonales 

Si u = (4, 6) y v = (—3, 2), entonces 

u • v = (4)(— 3) + (6)(2) = -12 + 12 = 0. 

Por el teorema 12.5.3, concluimos que u y v son ortogonales (FIGURA 12.5.4). 
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■ Componente de u sobre v Los incisos ii), iii) y vi) del teorema 12.5.1 nos permiten 
expresar las componentes de un vector u = ai + bj en terminos de un producto punto: 

i • u = u • i = (ai + fej) • i = a(i • i) + £>(j - i) = a. 

Esto es, u ■ i = a. Del mismo modo, u ■ j = b. Simbolicamente, escribimos estas componen- 
tes de u como 

compjU = u • i y compju = u • j (5) 



a) 


Ahora veremos que el procedimiento indicado en (5) nos lleva a hallar la componente de u 
sobre un vector v. Tenga en cuenta que en cualquiera de los dos casos ilustrados en la FIGURA 
12.5.5, 

comp v u = lul cos 6 (6) 

En la figura 12.5.5a), comp v u > 0, ya que 0 < 0 < 7t/2, en tanto que en la figura 1 2.5.5b) 
comp v u < 0, puesto que 7t/2 < 0 < 7T. Si escribimos (6) como 


comp v u 



FIGURA 12.5.5 Componente del 
vector u sobre el vector v 


vemos que 


comp v u = u ■ 


(7) 


En otras palabras: 


Para encontrar la componente del vector u sobre el vector multiplicamos u por 
un vector unitario en la direccion de v. 


Componente de un vector sobre otro 

Sea u = 2i + 3jyv = i+ j. Obtenga a) comp v u, y b) comp u v. 

Solution a) Primero formamos un vector unitario en la direccion de v: 

|v| = V2 de modo que -py = — + j). 

A continuation, por (7) tenemos 

comp v u = (2i + 3j) • y^(i + j) = t|=. 
b ) Modificando (7) en consecuencia, tenemos que 

la direccion de u 

compuV = V 

Entonces |u| = Vl3 de modo que U = (2i + 3j), 

y comp u v = (X + j) • (21 + 3J) = ^ 

■ Proyeccion de u sobre v La proyeccion de un vector u en cualquiera de las direcciones 
determinadas por i y j es el vector formado de multiplicar la componente de u = ai + b\ en 
la direccion especificada con un vector unitario en esa direccion; por ejemplo, 

proyiU = (compju)i = (u ■ i)i = a i 
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y asf sucesivamente. En la FIGURA 12.5.6 se muestra el caso general de la proyeccion de u 
sobre v: 



FIGURA 12.5.6 Proyeccion del 
vector u sobre el vector v 


proy v u = (comp v u)( 


( 8 ) 


Esto es, 

Para encontrar la proyeccion del vector u sobre un vector v, multiplicamos un vec- 
tor unitario en la direccion de v por la componente de u sobre v. 

Si se desea, el resultado de (8) puede expresarse en terminos de dos productos punto. 
Usando (7) 


escalar vector unitario 



O 


proy v ii = 



< — I v | 2 = v • v por vi) del teorema 12.5. 1 


^EE2I2E0 Proyeccion de u sobre v 

Obtenga la proyeccion de u = 4i + j sobre el vector v = 2i + 3j. Trace la grafica corres- 
pondiente. 

Solucion Primero encontramos la componente de u sobre v. Un vector unitario en la 
direccion de v es 


Vl3 


(21 + 3j) 


y, por tanto, la componente de u sobre v es el numero 


y k 


comp v u 


11 

VI3 



FIGURA 12.5.7 Proyeccion de u 
sobre v del ejemplo 6 


Asf, por (8) 


componente vector unitario 

de u en la en la direccion 

direccidn de v de v 


proy ' u " (w) vff <2 ‘ H 


22 . 

13 1 


33. 


La grafica de este vector se muestra en color dorado en la FIGURA 12.5.7. 


■ Interpretacion fisica del producto punto Cuando una fuerza constante de magnitud F 
desplaza un objeto una distancia d en la misma direccion de la fuerza, el trabajo realizado se 
define como 


W = Fd (9) 

Sin embargo, si una fuerza constante F aplicada a un cuerpo actua en un angulo 6 con la 
direccion del movimiento, el trabajo realizado por F se define como el producto de la com- 
ponente de F en la direccion del desplazamiento y la distancia Idl que recorre el cuerpo: 

W = (|F| cos 0)|d| = |F| |d|cos 6 
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(FIGURA 12.5.8). Del teorema 12.5.2 se desprende que si F causa un desplazamiento d de un 
cuerpo, el trabajo realizado es 


W = F d (10) 

Tenga en cuenta que (10) se reduce a (9) cuando 0 = 0. 


Trabajo realizado por una fuerza que actua en angulo 

Halle el trabajo realizado por una fuerza constante F = 2i + 4j sobre un bloque que s 
desplaza de /^(l, 1) a P 2 ( 4, 6). Suponga que IFI se mide en libras y Idl se mide en pies. 



FIGURA 12.5.8 Trabajo realizado por 
una fuerza que actua en un angulo 0 
con la direction del movimiento 


Solution El desplazamiento del bloque esta dado por 


d = P,P 2 = OP 2 - OP, = 3i + 5j. 


De (10) se desprende que el trabajo realizado es 

VF = F • d = (2i + 4j) • (3i + 5j) = 26 Mb. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-33. 


En los problemas 1 a 4, obtenga el producto punto de u • v. 

1. u = (4, 2), v = (3, — 1) 

2. u = (1, —2), v = (4, 0) 

3. u = 3i - 2j, v = i + j 

4. u = 4i, v = — 3j 

En los problemas 5 a 18, u = (2, — 3), v = (— 1, 5) y w = 

(3, —2). Obtenga la magnitud escalar o el vector indicado. 

5. u v 

6. v • w 

7. u • w 

8. v ■ v 

9. w ■ w 

10. u • (v + w) 

11. u • (4v) 

12. v • (u - w) 

13. (-v)-(jw) 

14. (2v) ■ (3w) 

15. u • (u + v + w) 

16. (2u) • (u — 2v) 



18. (w • v)u 


En los problemas 19 y 20, encuentre el producto punto u • v 
si el angulo menor entre u y v es como se indica. 

19. |u| = 10, |v| =5,0 = tt/4 

20. |u| = 6, |v| = 12,0= tt/6 

En los problemas 21 a 24, obtenga el angulo entre el par de 
vectores dado. Redondee la respuesta a dos decimales. 

21. (1,4), (2,-1) 

22. (3, 5), (-4, -2) 

23. i — j, 3i + j 

24. 2i — j, 4i + j 

En los problemas 25 a 28, determine si los vectores indicados 
son ortogonales. 

25. u = (-5, -4), v = (-6, 8) 

26. u = (3, -2), v = (-6, -9) 

27. 4i — 5j, i + f j 

28. ^i + fj,-§i+fj 

En los problemas 29 y 30, obtenga una escalar c tal que los 
vectores dados sean ortogonales. 

29. u = 2i - cj, v = 3i + 2j 

30. u = 4ci - 8j, v = ci + 2j 


12.5 Producto punto 


555 


31. Compruebe que el vector 


v • u 



es ortogonal respecto al vector u. 

32. Obtenga un escalar c tal que el angulo entre los vectores 
u = i + cjyu = i+ j sea de 45°. 

En los problemas 33 a 36, u = (1, — 1) y v = (2, 6). Obtenga 

el numero indicado. 

33. comp v u 

34. comp u v 

35. comp u (v — u) 

36. comp 2u (u + v) 

En los problemas 37 y 38, encuentre a) proy v u y b) proy u v. 

37. u = -5i + 5j, v = -3i + 4j 

38. u = 4i + 2j, v = — 3i + j 

En los problemas 39 y 40, u = 4i + 3j y v = — i + j. 

Encuentre el vector indicado. 

39. proy u+v u 

40. proy u _ v v 

41. Tiramos de un trineo en direccion horizontal sobre hielo 
por medio de una cuerda atada al frente. Una fuerza de 20 
libras que actua en un angulo de 60° con la horizontal 
desplaza el trineo 100 pies. Calcule el trabajo realizado. 

42. Tiramos de un bloque que pesa w sobre una superficie 
horizontal sin friction aplicando una fuerza constante F 
de magnitud de 30 libras en la direccion del vector d 
(FIGURA 12.5.9). 



FIGURA 12.5.9 Bloque para el problema 42 


a) qQue trabajo realiza el peso w? 

b ) qQue trabajo realiza la fuerza F si d = 4i + 3j? 

43. Una fuerza constante F de magnitud de 3 lb se aplica al 
bloque ilustrado en la FIGURA 12.5.10. La fuerza F tiene la 
misma direccion que el vector u = 3i + 4j. Calcule el 
trabajo realizado en la direccion del movimiento si el blo- 
que se desplaza de P\0, 1) a P 2 (9, 3). Suponga que la 
distancia se mide en pies. 



FIGURA 12.5.10 Bloque para el problema 43 


= Para la discusion 

44. Suponga que proy v u = 0, donde 0 es el vector cero. 
Entonces, ^que puede decirse de los vectores u y v? 
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Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Sistema de coordenadas polares: 
polo 
eje polar 

Formulas de conversion: 
polares a rectangulares 
rectangulares a polares 
Graficas de ecuaciones polares: 
crrculos 

rectas que pasan por el origen 

espirales 

cardioides 

caracoles 

lemniscatas 

curvas de rosas 


Pruebas de simetna 
Section conica: 
directriz 
foco 

excentricidad 

Ecuaciones polares de secciones 
conicas 

Secciones conicas giradas 
Vector: 

geometrico 

forma de componentes 
Escalar 

Negativo de un vector 
Vector de position 


Magnitud de un vector 
Multiplo escalar 

Angulo de direction de un vector 

Vector unitario 

Normalization 

Vectores de base 

Forma trigonometrica 

Producto punto 

Angulo entre dos vectores 

Vectores ortogonales 

Componente de un vector sobre otro 

Proyeccion de un vector sobre otro 
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Ejerciciosde repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-33. 


= A. Verdadero ofalso 

En los problemas 1 a 14, responda verdadero o falso. 

1 . Las coordenadas rectangulares de un punto en el piano son 

unicas. 

2. La grafica de la ecuacion polar r = 5 sec 6 es una recta. 


3 . (3, 7t/6) y (—3, —5tt/6) son coordenadas polares del mismo 

punto. 

90 

4 . La grafica de la elipse r = — es casi circular. 

15 - sen# 


5 . La grafica de la rosa polar r = 5 sen 66 tiene seis petalos. 


6. La grafica de r = 2 + 4 sen 6 es un caracol con una vuelta 

interior. 

7. La grafica de la polar r 2 = 4 sen 26 es simetrica respecto 

al origen. 

8. Las graficas de las cardiodes r = 3 + 3 cos 6 y r = — 3 + 

3 cos 6 son iguales. 

9 . El punto (4, 3-77/2) no esta en la grafica de r = 4 cos 26, 
porque sus coordenadas no satisfacen la ecuacion. 


10. El vector v = (V3, V5) tiene el doble de largo que el 

vector u = (— 1, 1). 

11. Si u es un vector unitario, entonces u • u = 1. 

12. Si u y v son vectores unitarios, entonces u + v y u — v 

son ortogonales. 

13. El lado terminal del angulo 6 esta siempre en el mismo 

cuadrante que el punto (r, 6). 

14. La excentricidad e de una parabola satisface 0 < e < 1. 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 14, llene los espacios en bianco. 

1 . Las coordenadas rectangulares del punto con coordenadas 

polares (— V2, 5-77/4) son . 

2 . Las coordenadas polares aproximadas del punto con coor- 
denadas rectangulares (—1,3) son . 

3 . Las coordenadas polares del punto con coordenadas rec- 
tangulares (0, — 10) son . 

4 . En la grafica de la ecuacion polar r = 4 cos 6, dos pares 

de coordenadas del polo u origen son . 


5. El radio del cfrculo r = cos 6 es . 

6. Si a > 0, el centra del crrculo r = —2 asen 6 es . 

1 

7. La section conica r = es una . 

2 + 5 cos 6 

8. En coordenadas polares, la grafica de 6 = tt/3 es una 

9. El nombre de la grafica polar de r = 2 + sen 6 es . 

12 

10. r = , centra , focos , ver- 

2 + cos 6 
tices . 

11. El angulo entre los vectores u = 5i y v = — 2j es . 

12. Si |u| = 4, |v| = 3 y el angulo entre u y v es 6 = 277/3, enton- 
ces u • v = . 

13. Un vector unitario en igual direction que v = 12i + 5j es 


14 . Si u = (—3, 2) y v = (— 1, 1), entonces proy v u = . 

= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 y 2, obtenga una ecuacion rectangular 
que tenga la misma grafica que la ecuacion polar dada. 

1. r = cos 6 + sen 6 

2. r (cos 6 + sen 6) = 1 

En los problemas 3 y 4, obtenga una ecuacion polar que 
tenga la misma grafica que la ecuacion rectangular dada. 

3. x 2 +y 2 - 4y = 0 

4 . (pc 2 + y 2 — 2x) 2 = 9(x 2 + y 2 ) 

5. Determine las coordenadas rectangulares de los vertices 
de la elipse cuya ecuacion polar es r = 2/(2 — sen 6). 

6. Obtenga una ecuacion polar de la hiperbola con foco en el 
origen, vertices (en coordenadas rectangulares) (0, — §) y 
(0, —4) y excentricidad 2. 

En los problemas 7 y 8, obtenga las coordenadas polares que 
satisfacen a) r > 0, -77 < 6 < 77, y b) r < 0, -77 < 6 < 77, 
para cada punto dado en coordenadas rectangulares. 

7. (V3, — V3) 

8- (-U) 

En los problemas 9 a 20, identifique y trace la grafica de la 
ecuacion polar dada. 

9. 7 = 5 
10 . 6 = -77/3 
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11 . r = 5 sen 0 

12. r = -2 cos 0 

13. r = 4 — 4 cos 0 

14. r = 1 + sen 0 

15. r = 2 + sen 0 

16. r = 1 — 2 cos 0 

17. r = sen 3 0 

18. r = 3 sen 40 


3 — 2cos0 
1 

20. r = 

1 + COS0 

En los problemas 21 y 22, de una ecuacion de la grafica 
polar. 

21. 



22. 



En los problemas 23 y 24, la grafica de la ecuacion polar 
dada gira en torno al origen en la cantidad indicada. 


a) Obtenga la ecuacion polar de la nueva grafica. b ) Obtenga 
la ecuacion rectangular de la nueva grafica. 

23. r = 2 cos 0; en direccion contraria a las agujas del reloj, 
77/4 

24. r = 1/(1 + cos 0); en direccion de las agujas del reloj, 
77/6. 

25. a) Demuestre que la grafica de la ecuacion polar 

r = a sen 0 + b cos 0 

para a ^ 0 y b ^ 0 , es un cfrculo. 

b) Determine el centra y el radio del cfrculo del inciso 
a). 

26. a) Obtenga una ecuacion rectangular que tenga la misma 

grafica que la ecuacion polar dada: r cos 0=1 ,r cos 
(0 — 77 / 3 ) = l,r= 1. Trace la grafica de cada ecua- 
cion. 

b) ^Como se relacionan las graficas de r cos 0 = 1 y de 
r cos ( 0 - 77 / 3 ) = 1? 

c) Muestre que el punto rectangular ( 5 , ^ 3 ) esta en las 
graficas de r cos (0 - 7 r/ 3 ) = 1 y r = 1. 

d) Use la informacion de los incisos a) y c) para explicar 
como se relacionan las graficas de r cos (0 — tt/3) = 
lyr=l. 

En los problemas 27 a 42, u = -2i + 3j, v = i+ jyw = i 
— 4j. Obtenga el vector o escalar indicado. 

27. -5u + 3v 

28. u - lOv 

29. u + (2v + 3w) 

30. 4u - (3v + w) 

31. (u • v)w + (w ■ v)u 

32. (u - v) • (v + w) 

33. comp w v 

34. comp u (-v) 

35. proy v (2u) 

36. proy w (u + v) 

37. |ul + |2v| 

38. |u + v| 

39. Forma trigonometrica de 2v 

40. Componente horizontal de — 2(u + w) 

41 . Un vector unitario en direccion opuesta a w 

42. El angulo entre v y w 
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CAPiTUL012 Coordenadas polares 


SISTEMAS DE ECUACIONES 


Y DESIGUALDADES 


En este capitulo 


13.1 Sistemas de ecuaciones lineales 

13.2 Sistemas de ecuaciones no lineales 

13.3 Fracciones parciales 

13.4 Sistemas de desigualdades 

13.5 Introduction a la programacion lineal 
Ejercicios de repaso 



Un poco de historia Muchos de los conceptos matematicos considerados en 
este texto datan de cientos de anos. En este capitulo tenemos la rara oportuni- 
dad de examinar, aunque brevemente, un tema que tiene su origen en el siglo 
xx. La programacion lineal, como muchas otras ramas de las matematicas, se 
origino en un intento por resolver problemas practicos. A diferencia de las 
matematicas de siglos anteriores, a menudo enraizadas en las ciencias de la 
ffsica y la astronomfa, la programacion lineal se creo a partir de un esfuerzo 
por resolver problemas relacionados con los negocios, las manufacturas, los 
embarques, la economfa y la planeacion militar. En estos problemas fue gene- 
ralmente necesario hallar los valores optimos (esto es, valores maximos y 
minimos) de una funcion lineal cuando se impoman ciertas restricciones en 
las variables. No habfa un procedimiento matematico general para resolver 
este tipo de problemas, hasta que George B. Dantzig (1914-2005) publico su 
metodo simplex en 1947. Dantzig y sus colegas de la Fuerza Aerea de los 
Estados Unidos inventaron este metodo para determinar los valores optimos 
de una funcion lineal al investigar ciertos problemas del transporte y la pla- 
neacion logfstica militar. Cabe senalar que la palabra programacion no se 
refiere en este contexto a un programa para computador sino, mas bien, a un 
programa de action. 

Aunque no estudiaremos el metodo simplex en si mismo, veremos en la 
seccion 13.5 que los problemas de programacion lineal que implican dos 
variables pueden resolverse de manera geometrica. 


Un estudiante 
resuelve 
correctamente un 
sistema de 
ecuaciones 
lineales. 


I I 13.1 Sistemas de ecuaciones lineales 

■ Introduction Recuerdese que en la seccion 4.3 vimos que una ecuacion lineal con dos 
variables x y y es cualquier ecuacion que puede escribirse en la forma ax + by = c, donde 
ay b son numeros reales distintos de cero. En general, una ecuacion lineal con n variables 
x\,x 2 , ...,x n es una ecuacion de la forma 

a\X\ + a 2 x 2 + ■•• + a„x n = b (1) 

donde los numeros reales a h a 2 , ...,a n no todos son cero. El numero b es el termino constante 
de la ecuacion. La ecuacion en (1) tambien se llama ecuacion de primer grado porque el 
exponente de cada una de las n variables es 1 . En esta y en la proxima seccion examinaremos 
metodos de resolution de sistemas de ecuaciones. 

■ Terminologia Un sistema de ecuaciones consta de dos o mas ecuaciones y cada una de 
ellas tiene por lo menos una variable. Si cada ecuacion del sistema es lineal, decimos que se 
trata de un sistema de ecuaciones lineales o, simplemente, de un sistema lineal. Siempre 
que sea posible, utilizaremos los sfmbolos ya conocidos x, y y z para representar variables en 
un sistema. Por ejemplo, 

{ 2x + y - z = 0 

x + 3y+ z = 2 (2) 

-x - y + 5z = 14 

es un sistema lineal de tres ecuaciones con tres variables. La Have en (2) es solo una forma 
de recordar que estamos tratando de resolver un sistema de ecuaciones y que estas han de 
resolverse simultaneamente. Una solution de un sistema de n ecuaciones con n variables esta 
formada por valores de las variables que satisfacen cada ecuacion del sistema. Una solution 
de tal sistema se escribe tambien como una n-esima tupla ordenada. Por ejemplo, como 
vemos que x = 2, y = — 1 y z = 3 satisfacen cada ecuacion del sistema lineal (2): 

sustituyendo 

{ 2x+ y- z = 0 -v = 2,v=-l, r2-2+ (-1)- 3 = 4 — 4 = 0 

x + 3y + z = 2 y * = 3 -> < 2 + 3( — 1) + 3 = 5 -3 = 2 

-x- y + 5z=14 1-2- (-1) + 5-3 = 16 - 2 = 14 

y, por tanto, estos valores constituyen una solution. Por otra parte, esta solution tambien 
puede escribirse como la tripleta ordenada (2, — 1, 3). Para resolver un sistema de ecuacio- 
nes hallamos todas sus soluciones. A menudo, para ello realizamos operaciones en el sistema 
para transformarlo en un conjunto de ecuaciones equivalente. Se dice que dos sistemas de 
ecuaciones son equivalentes si tienen exactamente los mismos conjuntos solution. 

■ Sistemas lineales con dos variables El sistema lineal mas sencillo consta de dos ecua- 
ciones con dos variables: 


h x + b ' y = Ci (3 ) 

{a 2 x + b 2 y = c 2 . 

Debido a que la grafica de una ecuacion lineal ax + by = c es una Ifnea recta, el sistema 
determina dos lineas rectas en el piano xy. 

■ Sistemas consistentes e inconsistentes Como se muestra en la FIGURA 13.1.1, hay tres 
casos posibles para las graficas de las ecuaciones en el sistema (3): 

• Las rectas se intersecan en un solo punto. <- Figure I3.t.ia) 

• Las ecuaciones describen la misma recta. «- Figure 1 3. l . lfo) 

• Las dos rectas son paralelas. 
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a) b) c) 

FIGURA 13.1.1 Dos rectas en el piano 


En estos tres casos decimos, respectivamente: 

• El sistema es consistente y las ecuaciones son independientes. Tiene exactamente 
una solution, es decir, el par ordenado de numeros reales correspondientes al punto 
de intersection de las rectas. 

• El sistema es consistente, pero las ecuaciones son dependientes. Tiene infinitas 
soluciones, esto es, todos los pares de numeros reales correspondientes a los puntos 
de una recta. 

• El sistema es inconsistente. Las rectas son paralelas y, por consiguiente, no hay 
soluciones. 

Por ejemplo, las ecuaciones del sistema lineal 

x-y = 0 
*-y = 3 

son rectas paralelas [figura 11.1.1c)]. Por tanto, el sistema es inconsistente. 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales podemos usar el metodo de sustitucion 

o el de elimination. 

■ Metodo de sustitucion La primera tecnica de resolution que estudiaremos se llama 

metodo de sustitucion. 


METODO DE SUSTITUCION 


i) Use una de las ecuaciones del sistema para resolver una variable en terminos 
de las otras. 

ii) Sustituya esta expresion en las otras ecuaciones. 

iii) Si una de las ecuaciones obtenidas en el paso ii) contiene una variable, 
resuelvala. De lo contrario, repita i) hasta obtener una ecuacion con una sola 
variable. 

z'v) Por ultimo, use la sustitucion inversa para hallar los valores de las variables 
restantes. 

J 


| Metodo de sustitucion 

Resuelva el sistema 

(3x + 4y = —5 
12*- y = 4. 

Solution Al resolver la segunda ecuacion para y obtenemos 
y — 2x — 4 
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Sustitucidn hacia atras 


► 


Solucion escrita como un par orde- ^ 


Sustituimos esta expresion en la primera ecuacion y despejamos x: 

3x + 4(2x - 4) = -5 o 1 Ijc = 11 o x = 1 
Entonces, trabajando hacia atras, sustituimos este valor en la primera ecuacion: 

3(1) + 4y = — 5 o 4y = -8 o y = - 2 

Asl, la unica solucion del sistema es (1, —2). El sistema es consistente y las ecuaciones 
son independientes. = 


■ Sistemas lineales con tres variables En calculo se demuestra que la grafica de una 

ecuacion lineal con tres variables. 


ax + by + cz = d, 


donde a, by c no son todos cero, determina un piano en el espacio tridimensional. Como 
vimos en (2), una solucion de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas 

{ a x x + b { y + c 3 z = 

a 2 x + byy + c 2 z = d 2 (4) 

ape + b 3 y + c 3 z = d 3 

es una tripleta ordenada de la forma (x, y, z); una tripleta ordenada de numeros representa un 
punto en el espacio tridimensional. La interseccion de los tres pianos que describe el sistema 
(4) puede ser 

• Un solo punto, 

• Una cantidad infinita de puntos 
• Ningun punto 


Como antes, a cada uno de estos casos le aplicamos los terminos consistente e independiente, 
consistente y dependiente e inconsistente, respectivamente. Cada uno se ilustra en la FIGURA 

13.1.2. 



a) Consistente e 
independiente 


Pianos paralelos: 



d) Inconsistente 




e) Inconsistente 


f) Inconsistente 


FIGURA 13.1.2 Tres pianos en tres dimensiones 
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■ Metodo de eliminacion En el metodo siguiente que ilustramos se utilizan operaciones 
de eliminacion. Cuando se aplican a un sistema de ecuaciones, estas operaciones producen 
un sistema de ecuaciones equivalente. 


METODO DE ELIMINACION 


i) Intercambie dos ecuaciones cualesquiera en un sistema. 

ii ) Multiplique una ecuacion por una constante que no sea cero. 

iii) Sume un multiplo constante que no sea cero de una ecuacion del sistema a 


otra ecuacion del mismo sistema. 


A menudo agregamos un multiplo constante que no sea cero de una ecuacion a otras 
ecuaciones del sistema con la intention de eliminar una variable de ellas. 

Por conveniencia, representamos estas operaciones por medio de los simbolos siguientes, 
donde la letra E signfica la palabra ecuacion : 

E t <->■ Ef intercambiar la i-esima ecuacion con la y'-esima ecuacion. 

kE t : multiplicar la i-esima ecuacion por una constante k. 
kE, + Ef multiplicar la i-esima ecuacion por k y agregar el resultado a la ecuacion y. 

A1 leer un sistema lineal de arriba abajo, E x representa la primera ecuacion, E 2 la segunda y 
asf sucesivamente. 

Con el metodo de eliminacion es posible reducir el sistema (4) de tres ecuaciones linea- 
les con tres variables a un sistema equivalente en forma triangular: 

{ a[x + b[y + c[z = d[ 
b' 2 y + c' 2 z = d' 2 
C3Z = d 2 . 

Se puede obtener facilmente una solucion del sistema (si acaso existe) por medio de la sus- 
titucion hacia atras. En el ejemplo que sigue se ilustra el procedimiento. 


| Eliminacion y sustitucion hacia atras 

Resuelva el sistema 


{ x + 2y+ z = -6 
4x — 2y — z = -4 
2x - y + 3z = 19. 

Solucion Primero eliminamos x de la segunda y tercera ecuaciones: 
x + 2y+z=-6'| (x + 2y + z = — 6 

4x — 2y - z = -4 > > < -lOy - 5z = 20 (5) 

2x - y + 3z = 19 J ' 3 { -5y + z = 31. 

Luego eliminamos y de la tercera ecuacion y obtenemos un sistema equivalente en forma 
triangular: 

x + 2 y + z = —61 1 (x + 2y + z = ~6 

-lOy - 5z = 20 > + g3 > < -lOy - 5z = 20 (6) 

-5y + z = 31 J { \z = 21. 
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La respuesta indica que los tres 
pianos se intersecan en un punto 
como se ilustra en la figura 
13.1.2a). 


La respuesta indica que los dos 
pianos se intersecan en una recta 
como en la figura 13.1.2£>), 


Llegamos a otra forma triangular equivalente al sistema original si multiplicamos la tercera 

2 

ecuacion por f. 

x + 2 y + z = — 6l 2 e i x + + z = — 6 

— 10y - 5z = 20 \ y + l z =-2 

lz = 21 J l z = 6. 

En este ultimo sistema es evidente que z = 6. Utilizamos este valor y lo sustituimos hacia 
atras en la segunda ecuacion para obtener 

y=-\z- 2= -1(6) - 2 = -5. 

Por ultimo, sustituimos y = — 5 y z = 6 en la primera ecuacion para obtener 
* = -2y - z ~ 6 = — 2( — 5) - 6 - 6 = -2. 

^ Por tanto, la solucion del sistema es (— 2, — 5, 6). = 


. Elimina cion y sustitu cion hacia atras 

Resuelva el sistema 


f.i+ y + z = 2 

< 5x - 2y + 2 Z = 0 (7) 

[ft* + y + 5z = 6. 

Solucion Usamos la primera ecuacion para eliminar la variable x de las ecuaciones se- 
gunda y tercera y obtenemos el sistema equivalente 

x + y + z = 2\ (x + y + z = 2 

5x-2y + 2z = 0 > / / < ~ly - 3z = -10 

8v + y + 5z = 6j ' [ — 7y — 3z = —10. 

Este sistema, a su vez, equivale al sistema en forma triangular: 

x + y + z= 2 1 (x + y + z = 2 

-ly -3 z = - 10 7y + 3z = 10 (8) 

-7 y — 3z = — 10 J [ 0z = 0. 

En este sistema no podemos determinar valores unicos para x, y y z. Cuando mucho, 
podemos resolver dos variables en terminos de la restante. Por ejemplo, de la segunda 
ecuacion en (8) obtenemos y en terminos de z: 


Sustituimos esta ecuacion por y en la primera ecuacion para despejar x y obtenemos 

x + (— | z + y)+z = 2 o x = -fz + 

Asf, en las soluciones de y y x podemos elegir el valor de z arbitrariamente. Si denotamos 
z con el simbolo a, donde a representa un numero real, entonces las soluciones del sistema 
► son todas tripletas ordenadas de la forma (—7 a + % —ya + 7 , a). Hacemos hincapie en 
que para cualquier numero real a, obtenemos una solucion de (7). Por ejemplo, si asigna- 
mos a a un valor de 0, 1 y 2, obtenemos las soluciones (7, y, 0), (0, 1, 1) y (—7, 7, 2), 
respectivamente. En otras palabras, el sistema es consistente y tiene una cantidad infinita 
de soluciones. = 
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En el ejemplo 3, no tiene nada de especial resolver (8) para xy y ea terminos de z. 
Por citar un caso, si resolvemos (8) para x y z en terminos de y obtenemos la solucion 
(f — f, /3, — 1/3 + y), donde (5 es cualquier numero real. Observe que si establecemos el 
valor de /3 igual ay, 1 y y, obtenemos las mismas soluciones en el ejemplo 3 correspondien- 
tes, a su vez, aa = 0,a = 1 y a = 2. 

HEEEEIIII Sin solucion 

Resuelva el sistema 

(2x- y~z = 0 
< 2x + 3y =1 
[Sx -3z = 4. 

Solucion Por el metodo de eliminacion, 

2x - y - z = 0\ (2x- y - z = 0 

2x + 3 y =1 4y + z = 1 

8x —3z = 4 J ' [ 4y + z = 4 

2x — y — z = 0'| (2x — y — z — 0 

4y + z = 1 > ~ El + El > < 4y + z = 1 
4y — z = 4 J { Oz = 3, 

se demuestra que la ultima ecuacion Oz = 3 nunca se satisface con ningun valor de z, 
puesto que 0^3. Por tanto, el sistema es inconsistente y no tiene soluciones. = 


HE22EI33 Eliminacion y sustitucion hacia atras 

Una fuerza de minima magnitud P se le aplica a un bloque de 300 libras que esta sobre un 
piano inclinado para impedir que se resbale hacia abajo (FIGURA 13.1.3). Si el coeficiente 
de friccion entre el bloque y la superficie es de 0.4, entonces la magnitud de la fuerza de 
friccion es 0.42V, donde N es la magnitud de la fuerza normal ejercida sobre el bloque por 
el piano. Puesto que el sistema esta en equilibrio, las componentes horizontal y vertical 
de las fuerzas deben ser cero: 

fPcos30° + 0.42Vcos30° - 2Vcos60° = 0 
\Psen30°+ 0.4iVsen30°+ 2Vcos60° — 300 = 0. 

Resuelva este sistema para Py N. 

Solucion Usando sen 30° = cos 60° = 2 y sen 60° = cos 30° = V3/2, simplificamos el 
sistema anterior a 



el ejemplo 5 


fV3P + (0.4V3 - 1)N= 0 
\ P + (0.4 + V3 )N = 600. 

Por eliminacion, 

V3P + (0.4V3 - l)2V = 0 1 e, - V5e,, f V3P + (0.4V^ - l)2V = 0 

P + (0.4 + V3 )N = 600 J > l -4 N = -600V^ 


V3P + (0.4V3 - \)N = 0 \ f V3 P + (0.4V3 - l)N = 0 

-4 N = -600V3 J * \ N= 150V3. 
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La segunda ecuacion del ultimo sistema da N = 150V3 ~ 259.81 lb. Sustituimos este valor 
en la primera ecuacion para obtener P = 150(1 — 0.4\/3) ~ 46.08 lb. 


■ Sistemas homogeneos Se dice que un sistema lineal en el que todos los terminos cons- 
tantes son cero, como 


f ape + by = 0 
\a 2 x + b^y = 0 


(9) 


' a x x + b x y + ciz = 0 

a 2 x + byy + c 2 z = 0 (10) 

,a 3 x + b 3 y + c 3 z = 0 , 


Un sistema homogeneo es consis- 
tente incluso cuando el sistema 
lineal consta de m ecuaciones con 
n variables, donde m¥^n. 


es homogeneo. Observe que los sistemas (9) y (10) tienen las soluciones (0, 0) y (0, 0, 0), 
respectivamente. Una solucion de un sistema de ecuaciones en el que cada una de las varia- 
bles es cero se llama solucion cero o solucion trivial. Puesto que un sistema lineal homoge- 
► neo siempre posee cuando menos la solucion cero, tal sistema es siempre consistente. Ademas 
de la solucion cero, sin embargo, puede haber infinitas soluciones diferentes de cero. Para 
hallarlas se procede exactamente como en el ejemplo 3. 


Un sistema homogeneo 

Los mismos pasos dados para resolver el sistema del ejemplo 3 pueden usarse para resol- 
ver el sistema homogeneo relacionado 

r x + 2 y + z =0 
< 5x - 2y + 2z = 0 
l_ 8 x + 2 y + 5z = 0 . 

En este caso, los pasos de eliminacion resultan en 
(x+ y+ z — 0 
< 7y + 3z = 0 
{ 0z = 0. 

A1 escoger z = a, donde a es un numero real, por la segunda ecuacion del ultimo sis- 
tema tenemos que y = —fa. Despues, usando la primera ecuacion, obtenemos x = —fa. 
Por consi|uiente, las soluciones del sistema constan de todas las tripletas ordenadas de la 
forma (—7 a, —7 a, a). Notese que para a = 0, obtenemos la solucion trivial (0, 0, 0), pero 
para, digamos, a = — 7 llegamos a la solucion no trivial (4, 3, —7). = 


El analisis de esta seccion es tambien aplicable a los sistemas de n ecuaciones lineales 
con n variables para n > 3. (Veanse los problemas 25 y 26 en los ejercicios 13.1.) 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-34. 


En los problemas 1 a 26 resuelva el sistema lineal dado. Diga 
si el sistema es consistente, con ecuaciones dependientes o 
independientes, o si es inconsistente. 


1 . 


(2x+ y = 2 
\3x - 2y = -4 


(2x-2y 
\3x + 5y 


[4 x- y 
\ x + 3y 


11 

1 = 0 
9 = 0 
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2x — z= 12 
x+ y = 1 
5x + 4z= ~9 


f x - 4y * 1 = 0 
{3x + 2y - 1 = 0 

f x-2y = 6 
\-0.5x + y = 1 

f 6x - 4y = 9 
\-3x + 2y= -4.5 


10 . 


11 . 


*-y = 2 
x + y=l 

2x + y = 4 
2x + y = 0 

x ~ 2y+ 4 = 0 
5x + lOy - 20 = 0 

lx - 3y - 14 = 0 
x + y - 1=0 

' x + y - z = 0 
x - y + z = 2 
2x + y — 4z = -8 


12 . 


13 . 


' + y + z — 8 

■ - 2y + z = 4 

■ + y~z = ~4 

x + 6y + z = -2 
3x + 4y — z = 2 
5x - 2y - 2z = 0 


r x + 7y — 4z = 1 
14 . < 2x + 3y + z = —3 
v x - 18y + 13z = 2 


15 . 


16 . 


'2x + y + z = 1 
x - y + 2z = 5 
k 3x + 4y — z = -2 

' x + y - 5z= — 1 
4x — y + 3z = 1 
.5x - 5y + 21z = 5 


r x - 5y + z = 0 
17 . < lOx + y + 3z = 0 
[ 4x + 2y — 5z = 0 


{ -5x + y + z = 0 
4x - y =0 
2x — y + 2z = 0 


r x - 3y = 22 
19 . < y + 6z = -3 
Ux + 2z = 3 


20 . 


r -x + 3y + 2z = 2 
21 . < \x-\ y - z = -1 

l-s* + y + h *1 

{ x + 6y + z = 9 
3x + y - 2z = 7 
— 6x + 3y + 7z = -2 


r x + y- z = 0 
23 . < 2x + 2y - 2z = 1 
[ 5x + 5y - 5z = 2 


r x+ y + z = 4 
24 . < 2x - y + 2z = 11 
l.4x + 3y - 6z = -18 


2x — y + 3z — w = 8 
x + y- z+ w = 3 
x - y + 5z — 3w = -1 
6x + 2y + z — w = -2 


{ x — 2y+ z- 3w = 0 
8x - 8y - z - 5w = 16 
-x - y + 3w = -6 
4x — 7y + 3z — lOw = 2 


En los problemas 27 a 30 resuelva el sistema dado. 



v + i = ^ 

[x y Z 2 


f 31og 10 x + log 10 y = 2 
l51og 10 x + 21og 10 y = 1 

J cosx — seny = 1 
\2cosx + seny = — 1 
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31 . Las magnitudes T\ y T 2 de la tension de los dos cables que 
se ilustran en la FIGURA 13.1.4 satisfacen el sistema de ecua- 
ciones 

Jr 1 cos25° — T2COS15 0 = 0 
\ 7) sen 25° + ^senlS 0 — 200 = 0. 

Obtenga 7\ y T 2 . 



2001b 

FIGURA 13.1.4 Cables para el problema 31 

32. Si cambiamos la direccion de la fuerza de friction de la 
figura 13.1.3 del ejemplo 5, el sistema de ecuaciones queda 
asf: 

fPcos30° - 0.41V cos 30° — Acos60° = 0 
\Psen30° - 0.4./Vsen30 o + Asen60° - 300 = 0. 


38. Parabola que pasa por tres puntos La parabola y = ax 2 
+ bx + c pasa por los puntos (1, 10), (—1, 12) y (2, 18). 
Obtenga a, by c. 

39. Area Obtenga el area del triangulo rectangulo que se 
ilustra en la FIGURA 13.1.5. 



FIGURA 13.1.5 Triangulo para el problema 39 

40. Corriente De acuerdo con la ley de voltajes de Kirchoff, 
las corrientes q, i 2 e q del circuito en paralelo mostrado 
en la FIGURA 13.1.6 satisfacen las ecuaciones 


En este caso, P representa la magnitud de la fuerza que 
basta para empujar el bloque en direccion ascendente en 
el piano. Obtenga Py N. 

= Aplicaciones diversas 

33. Velocidad Un avion vuela 3 300 mi deHawai a California 
en 5.5 h con viento de cola. De California a Hawai, volando 
contra el viento de la misma velocidad, el viaje dura 6 h. 
Determine la velocidad del avion y la velocidad del 
viento. 

34. tCuantas monedas? Una persona tiene 20 monedas entre 
monedas de diez y veinticinco centavos, que suman en 
total $4.25. Determine cuantas monedas de cada una tiene 
la persona. 

35. Numero de galones Un tanque de 100 galones se llena 
de agua en la que se disuelven 50 lb de sal. Un segundo 
tanque contiene 200 galones de agua con 75 lb de sal. 
^Cuanto debe sacarse de ambos tanques y mezclarse para 
obtener una solution de 90 galones con \ lb de sal por 
galon? 

36. Juego de numeros La suma de tres numeros es 20. La 
diferencia de los primeros dos numeros es 5 y el tercer 
numero es 4 veces la suma de los primeros dos. Obtenga 
los numeros. 

37. ^Cuanto tiempo? Tres bombas P u P 2 y P 3 , trabajando 
en conjunto, llenan un tanque en dos horas. Las bombas 
P 1 y P 2 pueden llenar el mismo tanque en 3 horas, mientras 
que las bombas P 2 y P 3 lo llenan en 4 horas. Determine 
cuanto tiempo tardarfa cada bomba, por sf sola, en llenar 
el tanque. 


q + 2(q — i 2 ) + 0 q = 6 

3 i 2 + 4 (i 2 - q) + 2 (i 2 - q) = 0 

2 q + 4(q — q) + 0q = 12. 

Resuelvapara q, i 2 e q. 


1 ohm 3 ohms 2 ohms 



FIGURA 13.1.6 Circuito para el problema 40 

41. A, B, C Cuando Beth se graduo de la universidad, habia 
tornado 40 cursos en los que obtuvo calificaciones de A, 
B y C. Su promedio final fue de 3.125. Su promedio solo 
en los cursos en los que recibio calificaciones de A y B 
fue de 3.8. Suponga que las calificaciones A, B y C valen 
cuatro puntos, tres puntos y dos puntos, respectivamente. 
Determine la cantidad de calificaciones A, B y C que 
obtuvo Beth. 

42. Conductividad Los rayos cosmicos son desviados hacia 
los polos por el campo magnetico de la Tierra, de forma 
tal que solamente los rayos con mas energfa pueden penetrar 
las regiones ecuatoriales (FIGURA 13.1.7). Como resultado, 
la tasa de ionization y, por tanto, la conductividad a de la 
estratosfera son mayores cerca de los polos que cerca 
del ecuador. La conductividad puede aproximarse con 
la formula 

cr — {A + B sen 4 (/>) l/2 , 
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Rayos N 



FIGURA 13.1.7 Campo magnetico de 
la Tierra descrito en el problema 42 


donde r/> es la latitud y A y B son constantes que deben 
escogerse de modo que se ajusten a los datos ffsicos. Las 45. 
medidas del globo hechas en el hemisferio sur indicaron 


una conductividad de aproximadamente 3.8 X 10 12 sie- 
mens/metro a una latitud sur de 35.5° y 5.6 X 10” 12 sie- 
mens/metro en 51° latitud sur (un siemen es el retiproco 
de un ohm, el cual es una unidad de resistencia electrica). 
Determine las constantes A y B. ^Cual es la conductividad 
a 42° latitud sur? 

= Para la discusion 

43. Determine las condiciones en a u a 2 , b\ y b 2 para que el 
sistema lineal (9) tenga solamente la solution trivial. 

44. Determine un valor de k tal que el sistema 

(2x — 3y = 10 
1 6* -9 y = k 

sea a) inconsistente y b) dependiente 
Disene un sistema de dos ecuaciones lineales cuya solution 
sea (2, -5). 


| | 13.2 Sistemasd e ecuaciones no lineales 


■ Introduction Como puede observarse en la FIGURA 13.2.1, las graficas de las parabolas 
y = x 1 — Ax y y = ~x 2 + 8 se intersecan en dos puntos. Asf, las coordenadas de los puntos 
de intersection deben satisfacer las dos ecuaciones siguientes: 


fy - x 2 - Ax 

\y = —x 2 + 8. 


( 1 ) 


Recuerdese, de las secciones 4.3 y 13.1 que toda ecuacion que pueda escribirse en la forma 
ax + by + c = 0 es una ecuacion lineal con dos variables. Una ecuacion no lineal es sim- 
plemente una ecuacion que, como su nombre lo indica, no es lineal. Por ejemplo, en el sistema 
(1) las ecuaciones y = x 2 — 4x y y = — x 2 + 8 son no lineales. Llamaremos sistema de 
ecuaciones no lineales, o simplemente sistema no lineal, a un sistema de ecuaciones en el 
que por lo menos una de las ecuaciones no sea lineal. 

En los ejemplos siguientes usaremos los metodos de sustitucion y elimination que estu- 
diamos en la section 13.1 para resolver sistemas no lineales. 



parabolas 


MSHSBEH Solution de (1) 

Encuentre las soluciones del sistema (1). 

Solution Puesto que la primera ecuacion ya expresa y en terminos de x, sustituimos esta 
expresion por y en la segunda ecuacion para obtener una sola ecuacion con una variable: 

x 2 - Ax = -x 2 + 8 

Simplificando la ultima ecuacion obtenemos una ecuacion cuadratica x 2 — 2x — 4 = 0, 
que resolveremos con la formula cuadratica: x = 1 — V5 y x = 1 + V5. Luego sustitui- 
mos hacia atras cada uno de estos numeros en la primera ecuacion de (1) para obtener los 
valores correspondientes de y. Esto da 
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jf= (1 - V5) 2 - 4(1 - V5) = 2 + 2V5 
y y = (1 + V5) 2 - 4(1 + V5) = 2 - 2V5. 

Asf, (1 — V5, 2 + 2V5) y (1 + V5, 2 — 2V5) son soluciones del sistema. 


^B3H3HE0 Resolucion de un sistema no lineal 

Halle las soluciones del sistema 

(x 4 - 2(\0 2y ) -3=0 

U - 10 3 = 0. 

Solucion De la segunda ecuacion, tenemos que x = 10 J y, por consiguiente, x 2 = 10 2;y . 
A1 sustituir este ultimo resultado dentro de la primera ecuacion tenemos 

jc 4 - 2X 2 - 3 = 0, 
o (x 2 - 3XX 2 + 1) = 0. 

Puesto que x 2 + 1 > 0 para todos los numeros reales x, se deduce que x 2 = 3 ox = ± V3. 
Pero x = 10 J > 0 para toda y; por ende, debemos tomar x = V3. Resolviendo V3 = lO 3 
para y obtenemos 

y = log 10 V3 o y = ^log 10 3. 

Para esaribir esta solucion se espe- ^ Por tanto, z = V3, y = |log 10 3 es la unica solution del sistema. = 

cificaron los valores de las varia- z 



FIGURA 13.2.2 Rectangulo del 
ejemplo 3 


MESiniE^ Dimensiones de un rectangulo 

Considere un rectangulo en el cuadrante I limitado por los ejes x y y y por la grafica de 
y = 20 — x 2 (FIGURA 13.2.2). Halle las dimensiones de tal rectangulo si su area es de 16 
unidades cuadradas. 

Solucion Sean {x, y) las coordenadas del punto P en la grafica de y = 20 — x 2 mostrado 
en la figura. Entonces, el 

area del rectangulo = xy o 16 = xy 
Asf obtenemos el sistema de ecuaciones 

(xy = 16 
\y = 20 - x 2 . 

La primera ecuacion del sistema produce y = 1 6/x. Despues de sustituir esta expresion 
por y en la segunda ecuacion obtenemos 

— = 20 — X 2 <— multiplicar esta ecuacion por x 

o 16 = 20x — xi 3 o x 3 — 20x + 16 = 0. 

Ahora, por el teorema de ceros racionales de la seccion 6.4, las unicas rafces racionales 
posibles de la ultima ecuacion son ± 1, ±2, ±4, ±8 y ± 16. Probando estos numeros por 
division sintetica, finalmente se demuestra que 

4J 1 0 -20 16 

4 16 -16 

1 4 -4 |0 = r 
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y asf, 4 es una solution. Pero la division anterior da la factorization 


x 3 - 20x + 16 = (x - 4KX 2 + 4x - 4) 


Aplicando la formula cuadratica a x 2 + 4x — 4 = 0 nos da dos rafces reales mas: 


-4 ± V 32 
2 


= -2 ± 2V2. 


El numero positivo — 2 + 2 V 2 es otra solution. Puesto que las dimensiones son positivas, 
rechazamos el numero negativo —2 — 2 V 2 . En otras palabras, hay dos rectangulos con 
el area de 16 unidades cuadradas. 

Para hallar y usamos y = 16/x. Si x = 4 entonces y = 4 y si x = —2 + 2 V 2 0.083, 

entonces y = 16/(— 2 + 2 V2) ~ 19.31. Asf, las dimensiones de los dos rectangulos son 


4X4 y 0.83 X 19.31 (aproximadamente) 


Nota: en el ejemplo 3 observamos que la ecuacion 16 = 20x — x 3 fue obtenida multi- 
plicando la ecuacion que la precede por x. Recuerde: cuando las ecuaciones se multiplican 
por una variable existe la posibilidad de introdutir una solution extrana. Para asegurarse de 
que este no sea el caso, usted debe comprobar cada solution. 


Resolver un sistema no lineal 

Halle las soluciones del sistema 


( x 2 + y 2 = 4 
\ -2X 2 + 7 y 2 = 7. 


Solution Como preparation para eliminar el termino x 2 , empezamos multiplicando la 
primera ecuacion por 2. El sistema 


f 2x 2 + 2y 2 = 8 
[-2X 2 + 7y 2 = 7 


( 2 ) 


es equivalente al sistema dado. Ahora, sumandole la primera ecuacion de este ultimo 
sistema a la segunda, obtenemos otro sistema equivalente al original. En este caso, hemos 
eliminado x 2 de la segunda ecuacion: 

1 2x 2 + 2/ = 8 

{ 9 y 2 = 15 . 

De la ultima ecuacion advertimos que y = ±'Vf 5 . Sustituyendo estos dos valores de y 
en x 2 + y 2 = 4 resulta 


x 2 + f - 4 o x 2 = f 

por consiguiente, x = ±lV2A. Entonces, (3V2T, |Vl 5 ), (-3V2T, |Vl 5 ), (3V2T, -|Vl 5 ) 
y (— yV 21 , — 3V15) son todas soluciones. Las graficas de las ecuaciones dadas y los 
puntos correspondientes a los pares ordenados se presentan en la FIGURA 13.2.3. = 





FIGURA 13.2.3 Intersection de 
un cfrculo y una hiperbola del 
ejemplo 4 


En el ejemplo 4 observamos que el sistema tambien puede resolverse por el metodo de 
sustitucion si reemplaza, por decir algo, y 2 — 4 — x 2 en la segunda ecuacion. 

En el ejemplo que sigue utilizamos la tercera operation de elimination para simplificar 
el sistema antes de aplicar el metodo de sustitucion. 
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^EEEHEH Resolucion de un sistema no lineal 


Encuentre las soluciones del sistema 


fx 2 - 2x + / = 0 
[x 2 - 2y + / = 0. 


Solucion A1 multiplicar la primera ecuacion por — 1 y sumarle el resultado a la segunda, 
eliminamos x 1 y y 2 de la ecuacion: 

fx 2 - 2x+ y 2 = 0 
t 2x-2y = 0. 


y, 

x 2 + (y- 1) 2 =1 


la,!) 

' (0, 0) 


FIGURA 13.2.4 Interseccion de 
ctrculos del ejemplo 5 


La segunda ecuacion del ultimo sistema implica que y = x. A1 sustituir esta expresion en 
la primera ecuacion, produce 

x 2 — 2x + x 2 = 0 o 2x(x - 1) = 0 

Se deduce quex = 0, x = 1 y correspondientemente, y = 0, y = 1. Asl, las soluciones del 
sistema son (0, 0) y (1, 1). = 


A1 completar el cuadrado en x y y podemos escribir el sistema del ejemplo 5 como 
r (x - l) 2 + / = 1 
W+(y- l) 2 = 1. 

En este sistema vemos que ambas ecuaciones describen circunferencias de radio r = 1. Las 
circunferencias y sus puntos de interseccion se ilustran en la FIGURA 13.2.4. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-34. 


En los problemas 1 a 6, determine graficamente si el sistema 
no lineal dado tiene alguna solucion. 


l(x + l) 2 + f = 10 
f-x 2 + y=-l 
\ x 2 + y = 4 
(x + y = 5 
U 2 + y 2 = 1 
(x 2 + y 2 = 1 
[x 2 - 4x + y 2 = -3 
(y = 2 X — 1 

\y = iog 2 (^ + 2) 


En los problemas 7 a 42, resuelva el sistema no lineal dado. 



8. 

9. 

10 . 

11. 

12. 


(y = 3x 

[x 2 + y 2 = 4 
(y = 2x— 1 

\y = x 2 

(x + y=l 
lx 2 - 2y = 0 


J 64x + y = 1 

l* 3 - y = -1 



13. 

14. 

15. 


fx = Vy 
x 2 = 6 + 1 

l y 

(y = 2V2X 2 
\y = Vx 
fxy — l 
U + y = 1 
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16 . 


fxy = 3 

U + y = 4 


17. 


fxy = 5 
U 2 + y 2 = io 


W = y l + 2 
J 16X 2 - / = 16 y 
ly 2 + y = x 2 


36 flogio^c = y - 5 
' 17 « y - log 10 (x + 6) 
fx = 3 y 

37 ' U = 9 V - 20 

(y = 2^ 

38 ‘ 1 V5x = log 2 y 

{ 2x + A = 0 
2y + A = 0 
xy-3 = 0 


20 . 

21 . 


fx 3 + 3y = 26 
lj = x(x + 1) 
(x 2 — y 2 = 4 
12X 2 + y 2 =l 


1 3X 2 + 2/ = 4 
' \ x 2 + 4/ = 1 


fx 2 + / = 

lx 2 — 4x + y 2 - 2y = 4 
fx 2 + / - 6y = - 
lx 2 + 4x + y 2 = - 

^ + f = 


26. 

27. 


fj = xCx 2 - 6x + 8) 
\y + 4 = (x - 2) 2 

r (* - yf - 4 
\(x + y) 2 = 12 


{ -2x + A = 0 
y - y\ = 0 

y 1 - x = o 

|Y = 2xA 
41. < 2xy = 2y\ 

W + f - i = o 

{ 8x + 5 y = 2xy\ 

5x = x 2 A 
x 2 )/ - 1 000 = 0 

= Aplicaciones diversas 

43. Dimensionesdeun corral El perimetro de un corral rec- 
tangular mide 260 pies y su area es de 4 000 pies 2 . ( ',Que 
dimensiones tiene? 

44. Rectangulo inscrito Obtenga las dimensiones del o los 
rectangulos con area de 10 cm 2 inscritos en el triangulo 
que forman la recta azul y los dos ejes de coordenadas que 
se muestran en la FIGURA 13.2.5. 


a { 


(x - y) 2 = 0 
(x + y) 2 = 1 


Jy = senx 
\y = cosx 


Jy = cosx 
J2y tanx = 


J 2 y senx = 
lv-2 


= sen2x 
= senx 


33. [ y = l0gl ° X 

ly 2 = 5 + 41og 10 x 

Jx + log 10 y = 2 
4 ' \y + 15 = 10 1 

35 flog^Cx 2 + y) 2 = 8 
' \y = 2x + 1 


y\ 



FIGURA 13.2.5 Rectangulo 
para el problema 44 


45. Suma de areas La suma de los radios de dos crrculos es 
8 cm. Obtenga los radios si la suma de las areas de los 
crrculos es 327 r cm 2 . 

46. Interseccion de circulos Encuentre los dos puntos de 
interseccion de los circulos que se ilustran en la FIGURA 
13.2.6 si el radio de cada uno es de §. 
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FIGURA 13.2.6 Cfrculos 
para el problema 46 


50. Dimensiones de un cilindro El volumen de un cilindro 
circular recto es de 63-77 in 3 , y la altura he si pulgada mas 
grande que el doble del radio r. Obtenga las dimensiones 
del cilindro. 


= Para el analisis 

51 . La tangente de una elipse se define exactamente como la 
tangente de un cfrculo, es decir, una lrnea recta que toca 
la elipse en un solo punto (xi, yi). [Vease el problema 42 
de los ejercicios 4.3.] Se puede demostrar (vease el pro- 
blema 52) que una ecuacion de la tangente en un punto 
dado (xi, yi) en una elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 es 


47. Proporcion aurea La proporcion aurea del rectangulo 
ilustrado en la FIGURA 13.2.7 se define por 


^ + 1 . 


(3) 


x = y 
y x + y' 

Esta proporcion se usa a menudo en arquitectura y pintura. 
Obtenga las dimensiones de hoja de papel rectangular que 
contiene 100 pulg 2 que satisfacen la proporcion aurea. 

FIGURA 13.2.7 Rectangulo 
para el problema 47 

Longitud La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 
20 cm. Obtenga la longitud de los restantes dos lados si el 
mas corto mide la mitad de la longitud del lado mas 
largo. 

Caja sin tapa Se fabricara una caja con base cuadrada y 
sin tapa (FIGURA 13.2.8). El volumen de la caja sera 32 ft 3 , 
y el area combinada de los lados y el fondo medira 68 ft 2 . 
Halle las dimensiones de la caja. 


a) Encuentre la ecuacion de la tangente a la elipse 
x 2 /50 + y 2 /8 = 1 en el punto (5, -2). 

b) Escriba su respuesta en la forma de y = mx + b. 

c ) Trace la elipse y la tangente. 

52. En este problema, se le guiara paso a paso para derivar la 
ecuacion (3). 

a) Otra forma de la ecuacion x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 es 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 

En vista de que el punto (xi, yi) se encuentra sobre la 
elipse, sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion 
anterior: 

b 2 x 2 + a 2 y\ = a 2 b 2 . 

Demuestre que 

b 2 (x 2 - x?) + a\y 2 - yf) = 0. 

b) Usando la forma punto-pendiente de una recta, la tan- 
gente en (xi, yi) es y — y\ = m(x — x{). Use la susti- 
tucion en el sistema 



FIGURA 13.2.8 Caja abierta 
del problema 49 


'^(x 2 - x?) + a 2 (y 2 ~ yi) - 0 
j - yi = m(x - x,) 


para demostrar que 


fcV ~xi) + a 2 m 2 (x - Xi) 2 + 2a 2 m yi (x - x t ) = 0. 

(4) 

La ultima ecuacion es una ecuacion cuadratica en x. 
Explique por que X\ es una rafz repetida o una rafz de 
multiplicidad 2. 
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c) Factorizando, (4) se transforma en 

(x — x{)[b 2 {x + x,) + a 2 m 2 (x — x{) + 2 a 2 myi\ = 0 
y, por tanto, debemos tener 


b 2 (x + X|) + a 2 m\x — X\) + 2 a 2 myi = 0. 

Use la ultima ecuacion para obtener la pendiente m 
de la tangente en (xi, yi). Para terminar el problema, 
obtenga la ecuacion de la tangente como esta dada 
en (3). 


| | 13.3 Fracciones parciales 


■ Introduction Cuando dos funciones racionales, digamos, fix) = — + y g(x) = — ^ ^ 
se suman, los terminos se combinan por medio de un comun denominador: 


-A_ + _L_ = + - 

x + 5 x+1 x + 5 \* + 1/ x + 1 \x + 5/ 


( 1 ) 


A1 sumar los numeradores del miembro (lado) derecho de (1) obtenemos la expresion 
rational 


2x + 7 

(x + 5)(x + 1)' 


( 2 ) 


Un procedimiento importante en el estudio de calculo integral requiere que podamos invertir 
el proceso; en otras palabras, a partir de una expresion rational como (2), la dividimos o 
descomponemos en las fracciones componentes mas sencillas 2/(x + 5) y l/(x + 1), que se 
conocen como fracciones parciales. 


■ Terminologia El proceso algebraico para descomponer una expresion rational como (2) 
en fracciones parciales se denomina descomposicion en fracciones parciales. Por conve- 
niencia, supondremos que la funcion rational P(x)/Q(x), con Q(x) ¥= 0, es una fraction 
propia o expresion rational propia; es decir, el grado de P{x) es menor que el grado de 
Q(x). Ademas, supondremos una vez mas que los polinomios P(x) y Q(x) no tienen factores 
comunes. 

En la explication que sigue consideramos cuatro casos de descomposicion en fracciones 
parciales de P{x)IQ{x). Los casos dependen de los factores en el denominador Q(x). Cuando 
el polinomio Q(x) se factoriza como producto de {ax + b) n y (ax 2 + bx + c) m , con n = 1,2, 
. . . y m = 1 , 2 , . . donde los coeficientes a, b, c son numeros reales y el polinomio cuadratico 
ax 2 + bx + c es irreducible en los numeros reales (esto es, no se factoriza usando numeros 
reales), la expresion rational P(x)/Q(x ) se puede descomponer en una suma de fracciones 
parciales de la forma 


C k A k x + B k 

{ax + bf y (ox 2 + bx + c) k ' 


mmm contiene solo factores lineales no repetidos 

Planteamos lo siguiente con base en el algebra y sin comprobacion. Si el denominador puede 
factorizarse por completo en factores lineales, 

Q{x) = (a,x + b ] )(a 2 x + b 2 ) ■■■ (a„x + b n ) 


13.3 Fracciones parciales 
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donde todos los a,x + b lt con i = 1,2, .... n son distintos (es decir, ningun factor es igual 
otro), entonces se pueden obtener constantes reales unicas Cj, C 2 , . . ., C„ tales que 


P(x) C, C 2 C„ 

— — = i + — + ■ ■ ■ + — . 

Q(x) a y x + bi a 2 x + b 2 a n x + b n 


(3) 


En la practica usaremos las letras A, B, C, ... en lugar de los coeficientes con submdices Cj, 
C 2 , C 3 , ... En el ejemplo siguiente se ilustra este primer caso. 


Factores lineales distintos 


Para descomponer - 


- en fracciones parciales individuales suponemos, con 


(x - l)(x + 3) 

base en la forma dada en (3), que la funcion racional se puede escribir asf: 


O - l)(x + 3) 


- 1 


k + 3' 


(4) 


Ahora quitamos las fracciones de (4); para ello, podemos combinar los terminos del 
miembro derecho de la igualdad con un mfnimo comun denominador e igualar los nume- 
radores, o simplemente multiplicando ambos miembros de la igualdad por el denominador 
( x — 1 )(x + 3) del miembro izquierdo. De un modo u otro, llegamos a 

2x + 1 = A(x + 3) + B(x - 1) (5) 

Multiplicamos el miembro derecho de (5) y agrupamos por potencias de x para obtener 
2x + 1 = A(;c + 3) + B(x - 1) = (A + B)x + (3A - B) (6) 

Cada una de las ecuaciones (5) y (6) es una identidad, lo que significa que la igualdad es 
valida para todos los valores reales de x. En consecuencia, los coeficientes de x del miem- 
bro izquierdo de (6) tienen que ser los mismos que los coeficientes de las correspondien- 
tes potencias de x del miembro derecho, es decir, 

2x + lx° = (A + B)x + (3 A - B)x°. 


El resultado es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables A y B: 

f 2 = A + B ( 7) 

\ 1 = 3 A- B. 

Sumando las dos ecuaciones obtenemos 3 = 4A y, por tanto, tenemos que A = |. Sustituimos 
este valor en cualquiera de las ecuaciones de (7) y obtenemos B = f. Por tanto, la descom- 
posicion deseada es 


Dejamos a su cargo comprobar este resultado; para ello, combine los terminos del miem- 
bro derecho de la ultima ecuacion por medio de un comun denominador. = 


■ Un metodo abreviado que vale la pena conocer Si el denominador contiene, por ejemplo, 
4X 2 - x + 1 

tres factores lineales, como en — , entonces la descomposicion en 

(x - l)(x + 3)(x - 6) 

fracciones parciales es asf: 

4x 2 — x + 1 _ A B C 

(x - l)(x + 3)(jc -6) - x-l* + 3x-6' 


576 


CAPITUL0 13 Sistemas de ecuaciones y desigualdades 


Siguiendo los mismos pasos del ejemplo 1, tenemos que el analogo de (7) esta formado 
ahora por tres ecuaciones con tres incognitas, A, By C. El punto es este: cuantos mas facto- 
res lineales haya en el denominador, tanto mas grande sera el sistema de ecuaciones que 
tendremos que resolver. Hay un procedimiento que vale la pena aprender para ahorrarnos 
algunas de las operaciones algebraicas. Para ilustrar, volvamos a la identidad (5). Puesto que 
la igualdad es valida para cada valor de x, es valida tambien para x = 1 y x = —3, los ceros 
del denominador. Si establecemos x = 1 en (5) nos da 3 = 4 A, de lo que de inmediato se de- 
duce que A = §. Del mismo modo, si establecemos x = — 3 en (5), obtenemos —5 = (—4 )B 
oB = f. 

Q(x) contiene factores lineales repetidos 

Si el denominador Q(x) contiene un factor lineal repetido (ax + b) n , con n > 1, se pueden 
encontrar constantes reales unicas Q, C 2 , ..., C„ tales que la descomposicion en fracciones 
parciales de P(x)/Q(x) contenga los terminos 

Ci c 2 c n 

ax + b (ax + b ) 2 (ax + b)"' 


Factores lineales repetidos 


Para descomponer - 


- en fracciones parciales, en primer lugar observamos que 


x 3 (2x - 1) ' 

el denominador consta del factor lineal repetido x y el factor lineal no repetido 2x - 
Con base en las formas dadas en (3) y (8) suponemos que 

de acuerdo con el caso 2 de acuerdo con el caso 1 


x 3 (2x-l) x x 2 x 3 2x-Y 
Multiplicando (9) por x 3 (2x — 1) se eliminan las fracciones y se obtiene 
6x — 1 = Ax?(2x - 1) + Bx( lx - 1) + C(2x - 1) + Dx 3 
o 6x — 1 = (2A + D)x 3 +(-A + 2 B)x? + (-B + 2 Qx - C. 


( 10 ) 

(ID 


Ahora los ceros del denominador en la expresion original son x = Qy x = \. A continua- 
tion, si establecemos x = 0yx = ^en (10), obtenemos, a su vez, que C = 1 y D = 16. 

Puesto que el denominador de la expresion original solo tiene dos ceros distintos, para 

obtener Ay B igualando los coeficientes correspondientes de x 3 y x 2 en (1 1): ^ coeficientes de .r 3 y v 2 del 

miembro izquierdo de (1 1) 

0 = 2A + D, 0= -A + 2B. 


Usando el valor conocidode D, laprimeraecuacionresultaenA = —D/2 = — 8.Entonces, 
la segunda da B = A/2 = —4. La descomposicion en fracciones parciales es 

6x - 1 = _8 _ £ j_ 16 

x 3 (2x - 1) ~ x x 2 x 3 2x - f 


Q(x) contiene factores cuadraticos irreducibles no repetidos 

Si el denominador Q(x ) tiene factores cuadraticos irreducibles no repetidos a ,x 2 + b t x + q, 
se pueden encontrar constantes reales unicas A h A 2 , . . ., A n , B h B 2 , . . ., B n tales que la des- 
composicion en fracciones parciales de P(x)/Q(x) contenga los terminos 


A,x + B, A 2 x + B 2 

2 1 2 

a x x + b x x + q a 2 x + b 2 x + c 2 


( 12 ) 


13.3 Fracciones parciales 


577 


Use la formula cuadratica. Para 
cualquiera de los dos factores, 
encontrard que b 2 — Aac < 0. 


Como el denominador de la fraction original no tiene ceros reales, no nos queda mas 
remedio que formar un sistema de ecuaciones mediante la comparacion de los coeficien- 
tes de todas las potencias de x : 

{ 0 = A + C 
0 = 2 A + B + D 
4 = 3A + 25 + C 
0 = 3 B + D. 

Usando C = —A y D = — 35 de la primera y cuarta ecuaciones podemos eliminar C y D 
en la segunda y tercera ecuaciones: 

(0 = A - B 
(2 = A + 5. 

La resolution de este sistema de ecuaciones mas sencillo resulta enA = lyB = l. Por 
ende, C = — 1 y D = —3. La descomposicion en fracciones parciales es 

4x x + 1 _ x + 3 

(x 2 + l)(x 2 + 2x + 3) _ x 2 + 1 x 2 + 2x + 3’ 


Factores cuadraticos irreducibles 


Pam descomponer ^ ^ - - - - 

que los polinomios cuadraticos x 2 + 1 y x 
reales. Por tanto, por (12) suponemos que 

4x 


en fracciones parciales, primero observamos 
2 + 2x + 3 son irreducibles en los numeros 


Ax + B 

(x 2 + lXx 2 + 2x + 3) _ x 2 + 1 


Cx + D 


x 2 + 2x + 3' 

Despues de eliminar las fracciones en la ecuacion precedente, tenemos 

4x = (Ax + 5)(x 2 + 2x + 3) + (Cx + DXx 2 + 1) 

= (A + B)x 3 + (2 A + B + D)x 2 + (3 A + 2 B + Qx + (35 + D) 


Q(x) contiene factores cuadraticos irreducibles repetidos 

Si el denominador Q(x) contiene un factor cuadratico irreducible repetido (ax 2 + bx + c) n , 
con n > 1, se pueden hallar constantes reales unicas A h A 2 , . . ., A„, 5,, 5 2 , . . ., 5„ tales que 
la descomposicion en fracciones parciales de P(x)!Q(x ) contenga los terminos 


A.x + 5 A 2 x + 5 2 A„x + 5„ 

— t 1 1 T + ' ' ' H 5 • 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c) 2 (ax 2 + bx + c) n 


(13) 


| Factor cuadratico repetido 

2 en fracciones parciales. 


Descomponga + . 

Solucion El denominador contiene solo el factor cuadratico irreducible repetido x 2 + 4. 
Como se indica en (13) suponemos una descomposicion de la forma 

x 2 _ Ax + 5 Cx + D 
(x 2 + 4) 2 ~ x 2 + 4 + (x 2 + 4) 2 ' 


A1 eliminar las fracciones multiplicando ambos miembros de la igualdad precedente por 
(x 2 + 4) 2 obtenemos 


x 2 = (Ax + B)(x 2 + 4 ) + Cx + D 


( 14 ) 
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Como en el ejemplo 3, el denominador de la ecuacion original no tiene ceros reales y, por 
tanto, debemos resolver un sistema de cuatro ecuaciones para A, B, C y D. Con ese fin, 
reescribimos (14) como 

Ox 3 + lx 2 + Ox + 0x° = Ax' + fix 2 + (4A + C)x + (45 + D)x° 

y comparamos los coeficientes de potencias semejantes (igualamos los colores) para 
obtener 


{ 0 = A 
1 = fi 

0 = 4 A + C 
0 = 4 B + D. 

Con este sistema obtenemos que A = 0, B = 1, C = 0 y D = —4. La descomposicion 
requerida en fracciones parciales es 

x 2 _ 1 4 

(x 2 + 4) 2 x 2 + 4 (x 2 + 4) 2 ’ 


■BUSSES Combinacion de casos 

Determine la forma de la descomposicion de * + ^ _ .. 

(x - 5)(x + 2) 2 (x 2 + l) 2 

Solucion El denominador contiene un solo factor lineal x — 5, un factor lineal repetido 
x + 2 y un factor cuadratico irreducible repetido x 2 + 1. Por los casos 1, 2 y 4, la forma 
que asume la descomposicion en fracciones parciales es 

Caso 1 Caso 2 Caso 4 

x + 3 A B C Dx + E Fx + G 

(x - 5)(x + 2) 2 (x 2 + l) 2 “ + 7T2 + (x + 2) 2 + x 2 + 1 + (x 2 + l) 2 ' 


Notas del aula 


A lo largo de la explicacion anterior supusimos que el grado del numerador P(x) era menor 
que el grado del denominador Q(x). Sin embargo, si el grado de P(x) es mayor o igual que 
el de <2(x), entonces P(x)/Q(x) es una fraccion impropia. Aun asi podemos hacer la des- 
composicion en fracciones parciales, pero el proceso comienza con una division larga 
hasta obtener un polinomio como cociente y una fraccion propia. Por ejemplo, la division 
larga da 



fraccion impropia fraccion propia 

X 3 + X ~ 1 _ ^ + 3 + 10x ~ 1 
x 2 - 3x X x(x - 3)’ 


A continuacion, usamos el caso 1 para terminar el problema con la descomposicion del 
termino de la fraccion propia en la ultima igualdad: 


x 3 + x - 1 
x 2 — 3x 


— x + 3 + 


lOx - 1 
X(x - 3) 


29 

3 

X - 3' 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-34. 


En los problemas 1 a 24, obtenga la descomposicion en frac- 
ciones parciales de la expresion rational dada. 


x(x + 2) 

2 

L x(4x - 1) 

—9x + 27 
x 2 — 4x — 5 
—5x + 18 
L x 2 + 2x - 63 
2X 2 — x 

L (x + l)(x + 2)(x + 3) 

1 

'■ x(x - 2)(2x - 1) 

3x 

x 2 — 16 
lOx - 5 


' 25X 2 — 1 
5x — 6 
' (x - 3) 2 
Sx 2 - 25x + 28 
Ax - 7) 

1 


■ x 2 (x + 2) 2 
—4x + 6 
(x - 2) 2 (x - l) 2 
3x — 1 

L X 3 (x - l)(x + 3) 


2x + 10 
16 ‘ 2x^c 

4X 2 + 4x - 6 
17 ' (2x - 3)(x 2 - x + 1) 

2X 2 - x + 7 

18 ‘ (x - 6)(x 2 + x + 5) 
t + 8 

19 - ^T 

y 2 + 1 

20 - 7^1 

X 3 

21 (x 2 + 23 CX 2 + 1) 

x - 15 

22 ‘ (x 2 + 2x + 5)(x 2 + 6x + 10) 

(x + l ) 2 
23 ‘ (x 2 + l) 2 
2x 2 

24 ' (x — 2)(x 2 + 4) 2 

En los problemas 25 a 30, primero use la division larga 
seguida por la descomposicion en fracciones parciales. 

x 5 

25 - x^T 


26. 


+ 2) 2 
x(x + 3) 
x 2 - 4x + 1 
2X 2 + 5x + 2 
x 4 + 3x 
x 2 + 2x + 1 


' x(x + 4) 3 
6x 2 - 7x + 11 
L (x - lXx 2 + 9) 


29 ' x 3 - 2X 2 + x - 2 
x 3 + x 2 - x + 1 
x 3 + 3X 2 + 3x + 1 


| | 13.4 Sistemas de desigualdades 


■ Introduction En el capltulo 3 resolvimos desigualdades lineales y no lineales con una 
sola variable x y despues graficamos el conjunto solution de la desigualdad en la recta nume- 
rica. En esta section centraremos la atencion en las desigualdades que tienen dos variables x 
y y. Por ejemplo, 

x + 2y — 4 > 0, y<x 2 +l, x 2 + y 2 >l 
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son desigualdades con dos variables. Una solution de una desigualdad con dos variables es 
cualquier par ordenado de numeros reales (x 0 , y 0 ) que satisfaga la desigualdad, es decir, que 
de por resultado una expresion valida, cuando x 0 y y 0 sustituyen a x y y, respectivamente. La 
grafica del conjunto solucion de una desigualdad con dos variables esta compuesta por todos 
los puntos del piano cuyas coordenadas satisfacen la desigualdad. 

Muchos resultados obtenidos en cursos de matematicas de nivel superior son validos 
solo en una region especializada del piano xy o del espacio tridimensional, y estas regiones 
se definen a menudo por medio de sistemas de desigualdades con dos o tres variables. En 
esta section consideramos solo sistemas de desigualdades con dos variables, xy y. 

Empezamos con las desigualdades lineales con dos variables. 

■ Semipianos Una desigualdad lineal con dos variables x y y es toda desigualdad que 
tiene una de estas formas 


ax + by + c < 0, 

ax + by + c> 0 

(1) 

ax + by + c < 0, 

ax + by + c > 0 

(2) 


Como las desigualdades en (1) y (2) tienen una cantidad infinita de soluciones, la notation 

{(x, y) | ax + by + c < 0}, f(x, y) \ ax + by + c > 0}, 

etcetera, se usa para representar un conjunto de soluciones. Geometricamente, cada uno de 
estos conjuntos describe un semipiano. Como se muestra en la FIGURA 13.4.1, la grafica de la 
ecuacion lineal ax + by + c = 0 divide el piano xy en dos regiones, o semipianos. Uno de 
estos semipianos es la grafica del conjunto de soluciones de la desigualdad lineal. Si la des- 
igualdad es estricta, como en (1), dibujamos la grafica de ax + by + c = 0 como una lrnea 
discontinua, ya que los puntos de la recta no estan en el conjunto de soluciones de la des- 
igualdad [figura 13.4.1a)]. Por otro lado, si la desigualdad no es estricta, como en (2), el 
conjunto de soluciones incluye los puntos que satisfacen ax + by + c = 0 y, en consecuen- 
cia, trazamos la grafica de las ecuaciones como una lrnea continua [figura 13.4.1ft)]. 


M3EEEEX1 Grafica de una desigualdad lineal 

Trace la grafica de la desigualdad lineal 2x — 3y ^ 12. 

Solucion Primero graficamos la recta 2x — 3y = 12, como se ilustra en la FIGURA 13.4.2a). 
Resolviendo la desigualdad dada para y queda 

y<fx — 4. (3) 

Como la coordenada y de cualquier punto (x, y) en la grafica de 2x — 3y > 12 debe satis- 
facer (3), concluimos que el punto (x, y) debe estar situado en o por debajo de la grafica 
de la recta. Este conjunto solucion es la region sombreada en azul de la figura 13.4.2ft). 
Por otra parte, sabemos que el conjunto 

{(x, y) | 2x - 3y - 12 > 0} 

describe un semipiano. Por consiguiente, podemos determinar si la grafica de la desigual- 
dad incluye la region por encima o por debajo de la recta 2x — 3y = 12; para ello hay 
que determinar si un punto de prueba que no este en la recta, como (0, 0), satisface la 
desigualdad original. Sustituyendo x = 0, y = 0 en 2x — 3y & 12 da 0 & 12. Esta propo- 
sition falsa implica que la grafica de la desigualdad es la region del otro lado de la recta 
2x — 3y = 12, es decir, el lado que no contiene el origen. Observe que el semipiano azul 
de la figura 13.4.2ft) no contiene el punto (0, 0). = 



ft) 


FIGURA 13.4.1 Una sola recta 
determina dos semipianos 



ft) 


FIGURA 13.4.2 Semipiano del 
ejemplo 1 
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En general, dada una desigualdad lineal de las formas en (1) o (2), para graficar las 
soluciones procedemos de esta manera: 

• Graficamos la recta ax + by + c = 0. 

• Seleccionamos un punto de prueba que no este situado en esta recta. 

• Sombreamos el semipiano que contiene el punto de prueba si sus coordenadas satis- 
facen la desigualdad original. Si no es asf, sombreamos el otro semipiano. 



FIGURA 13.4.3 Semipiano del 
ejemplo 2 


MOUSSES Grafica de una desigualdad lineal 

Grafique la desigualdad lineal 3x + y — 2 < 0. 

Solucion En la FIGURA 13.4.3 graficamos 3x + y = 2 como una lfnea discontinua, puesto 
que no formara parte del conjunto solucion de la desigualdad. Luego seleccionamos (0, 0) 
como punto de prueba que no esta en la recta. En vista de que al sustituir x = 0, y = 0 en 
3x + y — 2 < 0 obtenemos la proposition verdadera — 2 < 0, sombreamos la region del 
piano que contiene el origen. = 

■ Sistema de desigualdades Decimos que (x 0 , y 0 ) es una solucion de un sistema de 
desigualdades cuando es miembro del conjunto de soluciones comun a todas las desigual- 
dades. En otras palabras, el conjunto solucion de un sistema de desigualdades es la intersec- 
tion de los conjuntos solucion de cada desigualdad del sistema. 

En los dos ejemplos siguientes graficamos el conjunto solucion de un sistema de des- 
igualdades lineales. 



FIGURA 13.4.4 Conjunto solucion 
del ejemplo 3 


M3E3I3E0 Sistema de desigualdades lineales 

Grafique el sistema de desigualdades lineales 



Solucion Los conjuntos 

{(*,y)|jca= 1} y {(x,y)ly<2} 

representan los conjuntos de soluciones de cada desigualdad. Estos conjuntos se ilustran 
en la FIGURA 13.4.4 sombreados de azul y rojo, respectivamente. Las soluciones del sistema 
dado son los pares ordenados en la intersection 

{(• * , y)l* ^ 1 } n {(x, y)ly < 2} = {(x, y)bc * 1 y y < 2} 

Este ultimo conjunto es la region de color mas oscuro (superpuesta a los colores rojo y 
azul) que se muestra en la figura. = 


MEE3HEH Sistema de desigualdades lineales 

Grafique el sistema de desigualdades lineales 


f x+ y<l 
\-x + 2y>4. 


(4) 


Solucion La sustitucion de (0, 0) en la primera desigualdad en (4) resulta en la proposition 
verdadera 0 s 1 , lo que implica que la grafica de las soluciones de x + y < 1 es el semipiano 
que queda por debajo (e incluye) la recta x + y = 1. Es la region sombreada de azul en la 
FIGURA 13.4.5a). Del mismo modo, al sustituir (0, 0) en la segunda desigualdad obtenemos 
la proposition falsa 0 & 4 y, por tanto, la grafica de las soluciones de — x + 2y > 4 es el 
semipiano que queda por encima (e incluye) la recta — x + 2y = 4. Es la region sombreada 
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FIGURA 13.4.5 Conjunto solution del ejemplo 4 


de rojo en la figura 13.4.5&)- La grafica de las soluciones del sistema de desigualdades es 
la intersection de las graficas de estos dos conjuntos solucion. Esta intersection es la region 
mas oscura de colores superpuestos que se muestra en la figura 13.4.5c). = 

A menudo nos interesan las soluciones de un sistema de desigualdades lineales sujeto a 
las restricciones r>0yjS0. Esto significa que la grafica de las soluciones es un subcon- 
junto del conjunto formado por los puntos del primer cuadrante y situado en los ejes coorde- 
nados no negativos. Por ejemplo, un examen de la figura 13.4.5c) revela que el sistema de 
desigualdades (4) sujeto a los requisitos adicionales x S: 0, y 0, no tiene soluciones. 


■H33QEI1 Sistema de desigualdades lineales 

La grafica de las soluciones del sistema de desigualdades lineales 
I -2x + y < 2 

1 x + 2y < 8 

es la region mostrada en la FIGURA 13.4.6a). La grafica de las soluciones de 

—2x + y < 2 
x + 2y < 8 
* > 0, y > 0 

es la region en el primer cuadrante junto con partes de las dos rectas y partes de los ejes 
de coordenadas ilustrados en la figura 1 3.4.6b). = 


■ Desigualdades no lineales Graficar desigualdades no lineales con dos variables xyy 
es basicamente lo mismo que trazar la grafica de desigualdades lineales. En el ejemplo 
siguiente utilizamos de nuevo el concepto de punto de prueba. 



FIGURA 13.4.6 Conjunto solucion del ejemplo 5 


13.4 Sistemas de desigualdades 


583 




^EEEHEO Grafica de una desigualdad no lineal 

Para graficar la desigualdad no lineal 

x 2 + y 2 - 4 > 0 

empezamos trazando el cfrculo x 2 + y 2 = 4 con una lrnea continua. Como (0, 0) esta 
situado en el interior del circulo, podemos utilizarlo como punto de prueba. A1 sustituir 
^ = 0 y }) = 0 en la desigualdad obtenemos la proposicion falsa —4 > 0 y, por tanto, el 
conjunto solucion de la desigualdad dada esta formado por todos los puntos que estan 
sobre el clrculo o en su exterior (FIGURA 13.4.7). = 


FI GURA 13.4.7 Conjunto solucion 
del ejemplo 6 



FIGURA 13.4.8 Conjunto solucion 
del ejemplo 7 


^EESHEE] Sistema de desigualdades 

Grafique el sistema de desigualdades 

{y — 4 — x 2 
\y>x. 

Solucion La sustitucion de las coordenadas de (0, 0) en la primera desigualdad produce 
la proposicion verdadera 0s4y, por tanto, la grafica dey < 4 — x 2 es la region sombreada 
de azul en la FIGURA 13.4.8, por debajo de la parabola y — 4 — x 2 . Tenga en cuenta que no 
podemos usar (0, 0) como punto de prueba con la segunda desigualdad, ya que (0, 0) es un 
punto sobre la recta y = x. Sin embargo, siusamos (1,2) como punto de prueba, la segunda 
desigualdad resulta en la proposicion verdadera 2 > 1 . Por ende, la grafica de las soluciones 
dey >xesel semipiano sombreadoderojoporencimade la recta y = xenla figura 13.4.8. 
La propia recta es discontinua debido a la desigualdad estricta. La intersection de estas 
dos regiones coloreadas es la region mas oscura de la figura. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-34. 


En los problemas 1 a 12, grafique la desigualdad dada. 

1. x + 3y > 6 

2. x - y < 4 

3. x + 2y < -x + 3y 

4. 2x + 5y>x-y + 6 

5. -y > 2(x + 3) - 5 

6 . x > 3(x + 1) + y 

7. y > (x - l) 2 

8. x 2 + |y 2 < 1 

9. y - 1 < Vx 

10. y > Vx - 1 

11. y > |x + 2| 

12. xy > 3 


En los problemas 13 a 36, grafique el sistema de desigualda- 
des dado. 


13. 

14. 



[ y ~ x 

b*o 


15. 

16. 


{: 

{ 


- y > 0 
+ y > 1 
x + y < 1 
-x + y < 1 


{ x + 2y < 4 
-x + 2y > 6 
x>0 

{ 4x + y > 12 
— 2x + y < 0 
y — o 
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19 . 


(x-3y> -9 
\x > 0, y > 0 


x + y > 4 
x > 0, y > 0 


(y<x + 2 
21. < 1 < x < 3 


22 . 



'y ^x 3 + 1 


x>0 



En los problemas 37 a 40, obtenga un sistema de desigualda- 
des lineales cuya grafica sea la region mostrada en la figura. 


■ + y < 4 

y 

y <2x 


{ 2x + 3y > 6 
x - y > -6 
2x+ y<6 


25. 


26. 


{ -2x + y < 2 
x + 3y < 10 

x > 0, y > 0 
-x + y < 0 
-x + 3y > 0 
x + y - 8 > 0 
y — 2<0 


27. 


30. 

31. 


/ x 2 + y 2 > 1 
Ux 2 + ly 2 < 1 
f x 2 + y 2 < 25 
lx + y > 5 
Jy — x 2 + l 

h ^-* 2 

Jx 2 + y 2 < 4 

W* 2 -! 

f^UI 

lx 2 + y 2 < 2 


32. 



33 . 



fy< In 

\y > 



FIGURA 13.4.9 Region 
para el problema 37 


38. 



FIGURA 13.4.10 Region 
para el problema 38 




FIGURA 13.4.11 Region 
para el problema 39 
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Todos los artfculos de primera clase que pesen una 
onza o menos y todos los artfculos de tercera clase que 
consten de una sola pieza y pesen dos onzas o menos 
estaran sujetos a un pago adicional de franqueo cuan- 
do la altura sea mayor que 6| in, o cuando la longitud 
sea mayor que 1 lk in, o cuando la longitud sea menor 
que 1 .3 veces la altura, o cuando la longitud sea mayor 
que 2.5 veces la altura. 



= Para la discusion 

En los problemas 41 y 42, grafique la desigualdad dada. 

41. -1 + y < 1 

42. -£<y<;t 

= Proyecto 

43. Historia antigua y el servicio postal de Estados Uni- 

dos Hace algunos anos, las restricciones sobre el tamano 
del sobre de la correspondence de primera clase eran un 
tanto mas confusas que las de hoy en dfa. Considere el 
sobre rectangular de longitud x y altura y que se muestra 
en la FIGURA 13.4.13 y la norma postal siguiente de noviem- 
bre de 1978: 


FIGURA 13.4.13 Sobre 
del problema 43 

En los incisos a) a c) suponga que se satisface la especifica- 
cion de peso. 

a) Usando xy y, interprete la norma anterior como un 
sistema de desigualdades lineales. 

b) Grafique la region que describe los tamanos de los 
sobres que no estan sujetos al pago adicional de fran- 
queo. 

c) Segun esta norma, <;un sobre de 8 pulgadas de longitud 
y 4 pulgadas de altura requiere franqueo adicional? 

d) Realice una investigation y compare la norma de 20 1 0 
para la correspondence de primera clase con la que 
acabamos de dar. 
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■ Introduccion Una funcion lineal con dos variables es una funcion de la forma 

F(x,y) = ax + by + c (1) 

donde a, by c son constantes, con dominio en un subconjunto del piano cartesiano. El pro- 
blema basico en la programacion lineal es hallar el valor maximo (mas grande) o el valor 
mfnimo (mas pequeno) de una funcion lineal definida en un conjunto determinado por un 
sistema de desigualdades lineales. En esta section estudiaremos una forma de encontrar el 
valor maximo o mfnimo de F. 

■ Terminologia Un problema tfpico de programacion lineal esta dado por 

Maximice: F(x, y) = 5x + lOy 

r x + 2y<6 

sujeto a: l 3x + y < 9 (2) 

U>0,y SO. 

En este contexto, F se llama funcion objetivo y las desigualdades lineales se denominan 
restricciones. Se dice que todo par ordenado de numeros reales (jc 0 , yo) 9 ue satisfaga todas 
las restricciones es una solution factible del problema. El conjunto de soluciones factibles 
se simboliza con S. Se puede demostrar que para cualquier par de puntos en la grafica de S, 
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el segmento de recta que los une esta completamente en la grafica de S. Cualquier conjunto 
del piano que tenga esta propiedad se llama convexo. En la FIGURA 13.5.1a) se ilustra un polf- 
gono convexo y en la figura 1 3.5. 1 b) uno no es convexo. Los puntos de las esquinas del 
conjunto convexo S determinados por las restricciones se llaman vertices. 

En todo este analisis nos ocuparemos de la grafica del conjunto S de las soluciones fac- 
tibles del sistema de desigualdades lineales en las que x £ 0 y y a 0. Exponemos el teorema 
siguiente sin demostracion. 


Teoremil^.5.1 Yalorefe^aximo y minimo 

Sea F(x, y) = ax + by + c una funcion definida en un conjunto S. Si la grafica de S es un 
polfgono convexo, entonces F tiene a la vez un valor maximo y uno mmimo en S, y cada 
uno de ellos se ubica en un vertice de S. 


BEESHSsH Determinacion de los valores maximo y minimo 

Determine los valores maximo y mmimo de la funcion objetivo en (2). 

Solucion Primero trazamos la grafica del conjunto S de soluciones factibles y hallamos 
todos los vertices resolviendo las ecuaciones simultaneas apropiadas. Por ejemplo, el 
vertice (y, |) se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones: 

( x + 2y = 6 
\3x + y = 9. 




b) No convexo 

FIGURA 13.5.1 Polfgonos en el piano 


(FIGURA 13.5.2). Se deduce del teorema 13.5.1 que los valores maximo y minimo de F 
ocurren en los vertices. En la tabla de abajo vemos que el valor maximo de la funcion 
objetivo es 


F(f, |) = 10(f) + 15 (!) = 51. 


El valor mi nimo es F(0, 0) = 0. 




Determinacion de los valores maximo y minimo 

Determine los valores maximo y minimo de 

F{x, y) = 6x + y + 1 
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Solucion En la FIGURA 13.5.3 se da la grafica de S determinada por las restricciones, y los 
vertices estan marcados. Como se observa en la tabla de abajo, el valor maximo de F es 
F( 5, 5) = 6(5) + 5 + 1 = 36 

El valor imnimo es 

F(l, 2) = 6(1) + 2+1=9 



Vertice 

Valor deF 

(1,6) 

13 

(1,2) 

9 

(5,2) 

33 

(5,5) 

36 

(4, 6) 

31 


FIGURA 13.5.3 Conjunto convexo para el ejemplo 2 = 


■EQT233 Utilidad maxima 

Una pequena companfa manufacturera de herramientas tiene dos fraguas f) y F 2 , cada una 
de las cuales, por las necesidades de mantenimiento, puede operar maximo 20 horas por 
dfa. La companfa hace dos tipos de herramientas: A y B. La herramienta A requiere 1 hora 
en la fragua F x y 3 horas en la fragua F 2 . La herramienta B requiere 2 horas en la fragua 
F 1 y 1 hora en la fragua F 2 . La companfa obtiene una utilidad de $20 por herramienta A y 
de $10 en la herramienta B. Determine la cantidad de cada tipo de herramienta que la 
companfa debe hacer para maximizar su utilidad diaria. 

Solucion Sea 

x = el numero de herramientas A que se producen cada dfa y 
y = el numero de herramientas B que se producen cada dfa 
La funcion objetivo es la utilidad diaria 

P(x, y) = 20x + I Oy 

El numero total de horas por dfa que ambas herramientas requieren en la fragua F x debe 
satisfacer 

1 ■ x + 2 ■ y < 20 

De forma similar, el numero total de horas por dfa que ambas herramientas requieren en 
la fragua F 2 debe satisfacer 

3 ■ x + 1 • y < 20 

Asf necesitamos 

Maximizar: P(x, y) = 20x + lOy 

{ x + 2y < 20 
3x + y ^ 20 
x> 0,y >0. 

La grafica de S determinada por las restricciones se muestra en la FIGURA 13.5.4. En la tabla 
se observa que la utilidad maxima diaria es 

Pi 4, 8) = 20(4) + 10(8) = 160 
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Esto es, cuando la compama hace cuatro de las herramientas A y 8 de las herramientas B 
cada dfa, su maxima utilidad diaria es de $160. 




FIGURA 13.5.4 Conjunto convexo para el ejemplo 3 I 


■QmEIl Costo minimo 

Durante su tiempo libre, John trabaja a destajo en la casa, tejiendo pares de guantes, 
bufandas y gorros. Durante el invierno produce un total de 300 de estos artfculos por mes. 
Tiene un pedido fijo mensual de una compafua grande de venta por catalogo de artfculos 
para actividades al aire libre de 50 a 100 pares de guantes, por lo menos 100 bufandas y 
70 gorros. Los costos del material usado son de $0.20 por cada par de guantes, $0.40 por 
cada bufanda y $0.50 por cada gorro. Determine el numero de cada artfculo que John debe 
tejer cada mes para minimizar su costo total mensual. 

Solucion Si x y y denotan el numero de pares de guantes y bufandas, respectivamente, 
suministrados por John a la compafua de venta por catalogo cada mes, el numero de go- 
rros suministrados es, entonces, 300 — x — y. La funcion objetivo es el costo total mensual 

C(x, y ) = 0.2x + 0.4y + 0.5(300 ~ x - y) 
o C(x, y) = — 0.3x — O.ly + 150 

Las restricciones son 

I x > 0, y > 0 
300 - x - y > 0 
50 < x < 100 
y > 100 

300 - x - y > 70. 

La ultima desigualdad de este sistema es equivalente a x + y < 230. La grafica del conjunto 
S de soluciones factibles determinada por las restricciones y los vertices del conjunto se 
muestran en la FIGURA 13.5.5. De la tabla obtenemos que C(100, 130) = 107 es el mfnimo. 




FIGURA 13.5.5 Conjunto convexo para el ejemplo 4 


13.5 Introduccion a la programacion lineal 


589 



Asl, John debe tejer 100 pares de guantes, 130 bufandas y 70 gorros cada mes, para mini- 
mizar los costos totales. = 

Del analisis precedente no debe quedarle la impresion de que una funcion objetivo debe 
tener tanto un maximo como un mlnimo. Si la grafica de S no es un pollgono convexo, enton- 
ces la conclusion del teorema 13.5.1 puede no ser verdadera. Segun las restricciones, podrfa 
suceder que una funcion lineal F tenga un mlnimo, pero no un maximo (o viceversa). Sin 
embargo, se puede demostrar que si F tiene un mmimo (o un maximo) en S, entonces se 
obtiene en el vertice de la region. Ademas, el maximo (o el mini mo) de una funcion objetivo 
puede ocurrir en mas de un vertice. 


LOESSES Mmimo, pero no maximo 

Considere la funcion lineal 

F(x, y)=5x + 20 y 

{ 3x + 4y > 12 
2x + y > 4 
*>0,y>0. 

La inspection de la FIGURA 13.5.6 muestra que la grafica del conjunto S de las soluciones 
de las restricciones no es un pollgono convexo. Se puede probar que 

F( 4, 0) = 20 

es un mlnimo. No obstante, en este caso, la funcion objetivo no tiene maximo, puesto 
que F(x, y ) puede aumentar sin llmite simplemente aumentando x(x > 4) o aumen- 
tando y(y > 4). 




Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-35. 


En los problemas 1 a 12, halle los valores maximo y mlnimo, 2. F(x, y) — 20x — 3 y 
si existen, de la funcion lineal F dada sobre el conjunto S 
definido por las restricciones. Suponemos x > 0 y y > 0. 

1. F{x,y) = 4x + 7 
|x<3,y> 1 
\y ^ x 


r y<4 
x + y > 3 
,x - y < 0 
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3. F(x, y) = 5x + 8 


< 2x 3 


= 10 


l x + 2y < 10 
10. F(x,y) = x - 4y 

{ 3x + y > 12 
3x — 2y < 6 
3x + 4y < 30 
3x - 2y > 3 

11 . F(x,y) = 4x + 2y + 25 

{ -x + 2y > 0 
x + y < 10 
— 3x + >><5 
12 . F{x, y) = 2x + 3y + 6 
(xS8j<5 
< 3x + 2y > 8 
l -x + 5y < 20 

En los problemas 13 a 16, la funcion objetivo F, sujeta a las 
restricciones, tiene un valor mrnimo. Halle ese valor. 
Explique por que F no tiene valor maximo. Suponga que 
x > 0yy > 0. 

13. F{x, y) = 6x + 4y 
fix- y>6 
\2x + 5y > 10 


14. F(x,y) = lOx + 20)> 

15. F(x, y) = lOx + 10 y 
(x + 2}>5 

\2x + y > 6 

16. F(x,y) = lOx + 5} 

(x+ y>4 
\ x + 2y > 6 
U + 4y > 8 


= Aplicaciones diversas 

1 7. iCuantos? Una empresa fabrica radios satelitales y repro- 
ductores portatiles de DVD. Obtiene una utilidad de $10 
por cada radio y de $40 por cada reproductor. Debido a 
sus instalaciones limitadas para la produccion, el numero 
total de radios y reproductores de DVD que la empresa 
puede fabricar en un mes es, cuando mucho, de 350. 
Debido a la disponibilidad de las partes, la empresa puede 
fabricar, cuando mucho, 300 radios y 100 reproductores 
de DVD cada mes. Determine cuantos radios satelitales y 
reproductores de DVD debe producir la empresa cada mes 
para maximizar su utilidad. 

18. Ganancias Una mujer tiene hasta $10 000 que desea 
invertir en dos tipos de certificados de deposito, Ay B, que 
ofrecen rendimientos anuales de 6.5% y 7.5%. Quiere 
invertir en B, cuando mucho, tres veces la cantidad en A. 
Obtenga el rendimiento anual maximo si no puede inver- 
tir mas de $6 000 en B y no mas de $5 000 en A. 

19. Gastos medicos menores Se informa a una paciente que 
su ingesta diaria de vitaminas debe ser por lo menos de 6 
unidades de A, 4 unidades de B y 18 unidades de C, pero 
no mas de 12 unidades de A, 8 unidades de B y 56 unida- 
des de C. La paciente averigua que en la farmacia se ven- 
den dos marcas, X y Y, de complementos multi vitami'nicos 
que contienen la cantidad necesaria de vitaminas. Una 
capsula de la marca X contiene 1 unidad de A, 1 unidad 
de B y 7 unidades de C, y cuesta 5 centavos. Una capsula 
de la marca Y contiene 3 unidades de A, 1 unidad de B y 
2 unidades de C y cuesta 6 centavos. ^Cuantas capsulas 
de cada marca debe tomar la paciente todos los dfas para 
minimizar el costo? 


*\ > 


iCuanto de cada una? 
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20. Costo de hacer negocios Una companfa de seguros usa 
dos computadoras, una IBC 490 y una CDM 500. Cada 
hora, la IBC procesa 8 unidades (1 unidad = 1 000) de 
reclamaciones de gastos medicos, 1 unidad de reclamacio- 
nes de seguro de vida y 2 unidades de reclamaciones de 
seguro de automovil. Cada hora, la CDM puede procesar 
2 unidades de reclamaciones de gastos medicos, 1 unidad 
de reclamaciones de seguro de vida y 7 unidades de recla- 
maciones de seguro de automovil. La empresa considera 
que es necesario procesar por lo menos 16 unidades de 
reclamaciones de gastos medicos, por lo menos 5 unidades 
de reclamaciones de seguro de vida y por lo menos 20 
unidades de reclamaciones de seguro de automovil por dfa. 
Si a la companfa le cuesta $ 100 la hora de funcionamiento 
de la IBC y $200 la hora de funcionamiento de la CDM, 
^cuantas horas, cuando mucho, debe funcionar cada compu- 
tadora cada dfa para mantener en el nivel mfnimo el costo 
diario para la companfa? ^Cual es el costo mfnimo? f,Hay 
un costo maximo por dfa? 

21. Utilidad La bodega Werry’s Warehouse tiene un inven- 
tario de 1 300 pares de jeans de disenador y 1 700 pares 
de jeans de marca generica, que se enviaran a dos tiendas: 
una tienda de lujo y un almacen de descuento. La bodega 
gana una utilidad de $14.25 por par sobre los pantalones 
de disenador y $12.50 por par sobre los de marca generica 
en la tienda de lujo. Las utilidades correspondientes en el 
almacen de descuento son de $4.80 y $3.40 por par. Sin 
embargo, la tienda de lujo puede adquirir cuando mucho 
1 800 pares de jeans, en tanto que el almacen de descuento 
tiene espacio para 2 500 pares a lo sumo. Obtenga el 
numero de pantalones de disenador y de marca generica 
que la bodega debe enviar a cada tienda para maximizar 
su utilidad total. ^Cual es la utilidad maxima? 

22. Minimizar el costo La empresa manufacturera de Joan 
fabrica tres tipos de automoviles deportivos: A, B y C. La 
empresa produce un total de 100 automoviles cada ano. El 


numero de automoviles B que fabrica no debe ser mayor 
que tres veces el numero de automoviles A fabricados, 
pero la produccion anual combinada debe ser por lo menos 
de 20 automoviles. El numero de automoviles C que se 
fabrican cada ano debe ser por lo menos de 32. La fabri- 
cacion de cada automovil A cuesta $9 000; la de los auto- 
moviles B y C, $6 000 y $8 000, respectivamente. ^Cuantos 
de cada tipo de automovil deben fabricarse para minimizar 
el costo de produccion anual de la empresa? ^Cual es el 
costo mfnimo? 

23. Dieta saludable Los alces que viven en un parque nacio- 
nal de Michigan comen plantas acuaticas que tienen un 
contenido alto de sodio, pero proporcionan poca energfa 
(contienen una gran cantidad de agua), y plantas terrestres, 
las cuales tienen un contenido alto de energfa, pero prac- 
ticamente no contienen sodio. Los experimentos han 
demostrado que un alee puede obtener cerca de 0.8 mj 
(megajulios) de energfa de 1 kilo de plantas acuaticas y 
cerca de 3.2 mj de energfa de 1 kilo de plantas terrestres. 
Se estima que un alee adulto necesita comer por lo menos 
17 kg de plantas acuaticas diariamente para satisfacer sus 
necesidades de sodio. Se ha estimado tambien que el pri- 
mer estomago del alee es incapaz de digerir mas de 33 kg 
de alimento diariamente. Encuentre la ingesta diaria tanto 
de plantas acuaticas como de terrestres que proporcionaran 
el maximo de energfa al alee, sujeta al requerimiento de 
sodio y a la capacidad del primer estomago. 



Alee comiendo 
plantas acuaticas 


m 


Repasodeconceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Ecuacion lineal 

Sistemas de ecuaciones lineales 
Solucion de un sistema lineal 
Sistemas bneales equivalentes 
Sistema consistente 
Sistema inconsistente 
Metodo de sustitucion 
Metodo de ehminacion 
Sustitucion hacia atras 
Sistemas homogeneos 
Solucion trivial 


Expresion racional propia 
Expresion racional impropia 
Descomposicion en fracciones 
parciales: 

factor cuadratico irreducible 
Desigualdad lineal 
Solucion de una desigualdad: 
semipiano 

Sistema de desigualdades lineales: 
punto de prueba 
Desigualdad no lineal 


Sistema de desigualdades no lineales 
Grafica de un conjunto solucion 
Programacion lineal: 
funcion objetivo 
solucion factible 
restricciones 
conjunto convexo 
vertices de un conjunto convexo 
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Ejerciciosde repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-35. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 10, responda verdadero o falso. 

1. Las graficas de 2x + ly = 6 y x 4 + 8xy — 3y 6 = 0 se 
intersecan en (— 4, 2). 


2. El sistema homogeneo 

r + 2y — 3z = 0 
r+ y + 2 = 0 
l — 2x - 4y + 6z = 0 

tiene solo la solucion cero (0, 0, 0). 

. El sistema 


x 2 (x + l) 2 ' 

B. Llene los espacios en bianco 

los problemas 1 a 10, llene los espacios en bianco. 

. El sistema 

p- y ~ s 

{2x — 2y = 1 

es (consistente o inconsistente). 


\.r + y 2 = k 

siempre tiene dos soluciones cuando m 0 y k > 0. 


4 . El sistema 


no tiene solucion. 

5 . Los sistemas no lineales 

{;:fe - 

son equivalentes. 

6. (1, — 2) es una solucion de la desigualdad 4x — 3y + 5 s 

0. 

7 . El origen esta en el semipiano determinado por 4x — 3_y 

<6. 


r/ = x 
1y = 4- 


8 . El sistema de desigualdades 


r + y > 4 
r + y < -1 


no tiene soluciones. _ 


f x - 2y = 3 
1-2* + y = b 

es consistente para b = . 

. La grafica de una sola desigualdad lineal con dos variables 

representa un(a) en el piano. 

. En sus propias palabras, describa la grafica de la desigual- 
dad 1 < x — y ^ 4. 


5 . Para descomponer 


x 3 


(x + l)(x + 2) 

en fracciones parciales, comenzamos con _ 
. La solucion del sistema 

3x + y + z = 2 
y + 2z = 1 
4z = -8 


9 . El sistema de ecuaciones no lineales 

fx 2 + y 2 = 25 
U 2 -? =5 

tiene exactamente tres soluciones. 

1 0. La forma de la descomposicion en fracciones parciales de 


7 . Si el sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables 

tiene un numero infinito de soluciones, entonces se dice 
que las ecuaciones son . 

8 . Si la grafica de y = ax 2 + bx pasa por (1, 1) y (2, 1), 


entonces a = _ 


_y b = _ 


9 . La grafica del sistema 


'x 2 + y 2 < 25 
y - 1 > 0 
+ 1 < 0 


_ cuadrante. 
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10. Un sistema de desigualdades cuya grafica esta dada en la 

FIGURA 13.R.1 es 



para el problema 10 


= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 14, resuelva el sistema de ecuaciones 
dado. 


12. 


f 5x - 2y = 10 
{ x + 4y = 4 


13. 


= 4 + logjy 
- 8* 


14. 


tit, 


15. Juego de numeros En un numero de dos dfgitos, el dfgito 
de las unidades es uno mas que tres veces el dfgito de las 
decenas. Cuando los dfgitos se invierten, el nuevo numero 
es 45 mas que el numero original. Obtenga el numero ori- 
ginal. 


16. Longitud Un triangulo rectangulo tiene un area de 24 
cm 2 . Si la hipotenusa mide 10 cm de largo, gcual es la 
longitud de los dos catetos del triangulo? 

17. iTiene un cortador de alambre? Un alambre de 1 m de 
largo se corta en dos partes. Una se dobla para formar una 
circunferencia y la otra se usa para formar un cuadrado. 
La suma de las areas del cfrculo y el cuadrado es yg m 2 . 
gCuanto mide de largo el lado del cuadrado y el radio del 
cfrculo? 


fx 2 — 4x + y = 5 

U + y = -i 

f lOly = 10* + 10“* 
\y - 10* = 0 


3. 

4. 

5. 

6 . 


Ux 2 + y 2 = 16 
\ jc 2 + 4y 2 = 16 
fxy - 12 

U + i.4 

l X y 3 
(y - log 10 x = 0 
1/ - 41og 10 x + 4 = 0 
(x?y = 63 

\y = 16 -x 2 

f 21nx + lny = 3 
{5lnx + 2 lny = 8 
fx 2 + y 2 = 4 

W = 1 


9. 


10. 


11 . 


y + z = 0 
x + 2y + 3z = 0 
,x~ y~ z = 0 


x + 5y — 6z = 1 
4x - y + 2z = 4 
,2x - lly + 14z = 2 
2x + y - z = 7 
x + y + z = -2 

.4x + 2y + 2z = -6 


18. Coordenadas Obtenga las coordenadas del punto P de 
la interseccion de la recta y la parabola que se ilustran en la 

FIGURA 13.R.2. 



FIGURA 13.R.2 Graficas 
para el problema 18 


En los problemas 19 a 22, obtenga la descomposicion en 
fracciones parciales de la expresion racional dada. 

2x - 1 

xCx 2 + 2x - 3) 

20 - /(x 2 + 5) 

21 (x 2 + 4) 2 

x 5 - x 4 + 2x 3 + 5x - 1 

22 ' (x — l) 2 

En los problemas 23 a 28, grafique el sistema de desigualda- 
des dado. 
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24 . 


25. 


j-^O 
y + x<0 
JS-1 


' x + y < 4 
2x - 3y > -6 
,3x - 2y < 12 
x + y<5 


x + y>l 


-X + y < 7 


26. 

27. 

28. 


r < 4 


x + y — 5 
-X + y < 9 
x 2 + y 2 < 4 
x 2 + y 2 - 4y < 0 
y < -x 2 - x + 6 
.y > x 2 - 2x 



FIGURA 13.R.5 Grafica para el problema 31 



FIGURA 13.R.6 Grafica para el problema 32 
33. Obtenga los valores maximo y mlnimo de 


En los problemas 29 a 32, use las funciones y = x 2 yy = 2 — x 
para formar un sistema de desigualdades cuya grafica se pre- 
senta en la figura. 



FIGURA 13.R.3 Grafica 
para el problema 29 



FIGURA 13.R.4 Grafica 
para el problema 30 


Fix, y) = lOOx — 40y 

sujeta a 

{ -x + 3y < 5 
x + y>3 
2x — y^7 
x > 0, 1 < y < 3. 

34. La funcion F(x, y) = 20x + 5y sujeta a las restricciones 

4x + 5y > 20 
3x + y > 10 
x > 0, y > 0 

tiene un valor mlnimo. ^Cual es? Explique por que la fun- 
cion no tiene valor maximo. 

35. Rendimiento total En una pequena empresa agricola, 
cultivar un acre de malz requiere 6 h de mano de obra y 
$36 de capital, en tanto que cultivar un acre de avena 
requiere 2 h de mano de obra y $18 de capital. Suponga 
que el agricultor tiene 12 acres de tierra, 48 h de mano de 
obra y $360 de capital disponibles. Si el rendimiento del 
malz es de $40 por acre y el de la avena es de $20 por acre, 
^cuantos acres de cada cultivo debe sembrar el agricultor 
para maximizar el rendimiento total (incluido el capital no 
utilizado)? 
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MATRICES Y DETERMINANTES 


| En este capitulo' 


14.1 Introduction a las matrices 

14.2 Algebra de matrices 

14.3 Determinantes 

14.4 Inversa de una matriz 

14.5 Sistemas lineales: matrices aumentadas 

14.6 Sistemas lineales: matrices inversas 

14.7 Sistemas lineales: determinantes 

14.8 Criptografia 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Este capitulo se centrara en tres temas: matrices, deter- 
minantes y sistemas de ecuaciones. Veremos como los primeros dos concep- 
tos pueden emplearse para resolver sistemas de n ecuaciones lineales con n 
incognitas. 

Las matrices fueron creation de los eminentes matematicos ingleses Arthur 
Cayley (1821-1895) y James Joseph Sylvester (1814-1897). Como muchas 
invenciones matematicas, la teorfa y el algebra de matrices surgieron como 
producto secundario de las investigaciones e intereses matematicos primarios 
de Cayley, nino prodigio en matematicas que sobresalio en esa materia mien- 
tras estudiaba en el Trinity College, en Cambridge. Sin embargo, como no 
pudo conseguir trabajo como matematico, llego a ser abogado a la edad de 28 
anos. Despues de soportar 14 anos en esta profesion, le ofrecieron una catedra 
de matematicas en Cambridge en 1863, donde influyo para que la universidad 
admitiera a las primeras mujeres. Arthur Cayley tambien invento el concepto 
de la geometrfa ^-dimensional e hizo muchas contribuciones significativas a 
la teorfa de los determinantes. Entre 1881 y 1882, Cayley fue profesor de la 
Universidad Johns Hopkins en Estados Unidos. Sylvester tambien dio clases 
en la Universidad Johns Hopkins de 1877 a 1883. 
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Una tabla 
ordenada 
rectangular de 
numeros o 
simbolos se llama 
matriz. 



I I 14.1 Introduccion a las matrices 

■ Introduccion El metodo de resolution, y la resolution misma de un sistema de ecuacio- 
nes lineales, no depende de ninguna manera de los simbolos que se usen como variables. En 
el ejemplo 2 de la section 13.1 vimos que la solution del sistema 

( x + 2y + z = -6 

< 4x - 2y - z = -4 (1) 

\2x - y + 3z = 19 

es x = —2, y = — 5, z = 6, o como tripleta ordenada: (—2, —5, 6). Esta misma tripleta orde- 
nada tambien es una solution de 

{ u + 2v + w = —6 ( r + 2s + t = -6 

4u - 2v - w = -4 y l 4r - 2s - t = -4 
2 u- v + 3w = 19 U r- s + 3t = 19. 


Lo importante es esto: la solution de un sistema de ecuaciones lineales depende solamente 
de los coeficientes y constantes que aparecen en el sistema y no de los simbolos que se uti- 
lizan para representar las variables. Veremos que (1) puede resolverse por medio de opera- 
ciones apropiadas en el arreglo ordenado de numeros 


1 2 1 - 6 ' 
4 -2 -1 -4 

2 -1 3 19. 


( 2 ) 


En (2), la primera, segunda y tercera columnas representan los coeficientes de x, y y z, res- 
pectivamente, en (1), y la ultima columna esta formada por las constantes a la derecha del 
signo de igualdad en (1). 

Antes de examinar esta idea necesitamos desarrollar un sistema matematico cuyos ele- 
mentos sean arreglos ordenados de numeros. Un arreglo ordenado rectangular como (2) se 
llama matriz. 


Definition 14.1.1 Matriz 

Una matriz A es un arreglo ordenado rectangular de numeros: 



a u a n 

a \n 



A = 

&21 a 22 

a 2n 


(3) 


_« ml u m2 • 

•• a™. 




■ Terminologia Si hay m filas y n columnas, decimos que el orden de la matriz es m X n, 
y nos referimos a ella como “matriz de m por n” o, simplemente, como matriz rectangular. 
La que vemos en (3) es una matriz de m X n. Una matriz nX n se llama matriz cuadrada 
y se dice que es de orden n. La entrada, o elemento en la i-esima fila y en la y'-esima columna 
de una matriz A de m X n se representa con el slmbolo ay. Asf, la entrada, por ejemplo, en la 
tercera fila y la cuarta columna de una matriz A es a 34 . 
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M3M3EH Orden 

a) El orden de las matrices 


2 31 

5 ej 


es, respectivamente, 2 X 3 y 3 X 1 . 
b) La matriz de 2 X 2 


C -- 




tambien se conoce como matriz cuadrada de segundo orden. 


Una matriz delXn consta de una fila y n columnas y se llama matriz fila o vector fila. 
Por otra parte, una matriz de m X 1 tiene m filas y una columna; como es natural, se denomina 
matriz columna o vector columna. La matriz B de 3 X 1 del inciso a ) del ejemplo 1 es una 
matriz columna. 

■ Notacion matricial Para ahorrar tiempo y espacio al escribir es conveniente usar una 
notacion especial para una matriz general. Una matriz A de m X n suele escribirse abrevia- 
damente como A = ( ay) m x 


Determine la matriz 

Determine la matriz A = (ay) 3 x 2 si ay — i +j para cada i y cada j. 

Solucion Para obtener la entrada de la primera fila y la primera columna sea i = 1 y 
7 = 1 ; esto es a n = 1 + 1 = 2. El resto de las entradas se obtienen de manera similar: 

'1 + 1 1+2] [2 3' 

A= 2+1 2+2 = 3 4. = 

.3 + 1 3 + 2j U 5. 

Se dice que las entradas a u , a 2 2 , a 33 . . . en una matriz cuadrada estan sobre su diagonal 
principal. Por ejemplo, las entradas de la diagonal principal de las matrices cuadradas 

' 2 4 6 ' 

A = 5 6 0 y B = 


se muestran aquf resaltadas en rojo. 

■ Igualdad Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y si sus correspondientes 
entradas son iguales. 


Definicion 14.1.2 Igualdad 

Si A = (ajj) m x „yfi = (byj m x „, entonces A = B si y solo si ay = by para toda i y toda 7 . 
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^EEEHEll Igualdad de dos matrices 

De la definicion 14.1.2, tenemos la igualdad 

[1 I 2 -3 1 = m 0.5 V4 -31 

1.0 -77 ■ V2 4+lJ Lo (-1)77 V2 5 J 


puesto que las correspondientes entradas en la segunda fila no son todas iguales. 
Asimismo, 


puesto que las matrices no tienen el mismo orden. 


| Ecuacion matriz 

Halle los valores de x y y si 

-1 2l _ \2y + 1 2l 

x 3 oj [8 oj' 

Solucion De la definicion 14.1.2, igualamos las entradas correspondientes. Se deduce 
que 

- 1 = 2y + 1 y jc 3 = 8. 

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos y=— 1 y jc = 2. = 


Definicion 14.1.3 Transpuesta de una matriz 

La transpuesta de la matriz A de m X n en (3) es la matriz A T de n X m dada por 
flu Oji ‘ ‘ ’ a m 1 

pT _ a 12 a 22 ‘ ‘ ' a m2 

- a l n a 2n ' ’ ' a mn - 

En otras palabras, las filas de la matriz A son las columnas de la matriz transpuesta A T . 


Transposicion 


Obtenga la matriz transpuesta de a) A 


3 2 -1 10' 

6 5 2 9 

.2 1 4 8. 


y b)B = [5 3], 


Solucion a) Puesto que A es un matriz de 3 X 4, la transpuesta A T sera una matriz de 
4 X 3. En la formation de la matriz transpuesta escribimos la primera fila como la prime- 
ra columna, la segunda fila como la segunda columna y as! sucesivamente. Por tanto, 
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b ) La transpuesta de una matriz fila es una matriz columna: 



Como veremos en la seccion 14.4, la transpuesta de una matriz cuadrada es particu- 
larmente util. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-36. 


En los problemas 1 a 10, establezca el orden de la matriz 
dada. 

'1 2 5' 

1 . 0 -1 0 

.3 4 2. 



4 O' 

3. -1 2 

3 6 . 

' 2 8 6 0 ' 

4. 3 17 5 

.-1 4 0 1. 


15. 2 a n + 5a 31 

16. (1 1} — 4fl 33 

En los problemas 17 a 22, determine la matriz (Oy ) 2 x 3 que 
satisfaga la condicion dada. 

17. ciij = i — j 

18. fly = ij 

19. fly = ij 2 

20. fly = 2 i + 3 j 



22. fly = i> 


5. [8] 

6 . [0 5 -7] 

r 

7. 4 

.- 6 . 


9- K-)sx 7 

10. («y) 6 x 6 

En los problemas 1 1 a 16, suponga que la matriz 
A = (fly) 3 x 4 se define como 

'-1 2 7 10' 

A = 0 - 3 2 -9 . 

j 5 11 27. 

Encuentre el numero indicado. 

11. a 13 

12. a 32 

1 3. fl 2 4 

14- a 33 


En los problemas 23 a 26, determine si las matrices d 
o no iguales. 

»['?' % [: uj 

24 . [0 0 ], [0 0 0 ] 

[0 |4 — 5| 0] [1 — 1 1 0 ] 

25 ' U -4 ej’ [ 3.5 -4 f j 

-i; x a 


En los problemas 27 a 32, despeje las variables. 

”■[: 4 a-n : a 

h: a 


v + 1 10 + x 


L3y- 


2x + ll 
4z ] 


L y ~x\ 

r 0 41 
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38. 


0 

-2 


4 8 2' 

7 3 6 

-1 2 1 . 


En los problemas 33 a 38, obtenga la transpuesta de la matriz 
dada. 



34. [“I 6 7] 


3 4' 
2 0 
0 3. 


4 

1 

4 


- 2 ' 

3 

-5. 


En los problemas 39 y 40, compruebe que la matriz dada es 
simetrica. Se dice que una matriz A de n X n es simetrica si 
A r = A. 


= Para la discusion 

41. De un ejemplo de una matriz de 4 X 4 que sea simetrica 
(vease el problema 39). 

42. Suponga que A T es la transpuesta de la matriz A. Explique: 
^que es (A 7 ) 7 ? 


j | 14.2 Algebra de matrices 

■ Introduction En algebra comun, damos por sentado el hecho de que cualquier par de 
numeros reales pueden sumarse, restarse y multiplicarse. En algebra de matrices, sin embargo, 
dos matrices pueden sumarse, restarse y multiplicarse solo en ciertas condiciones. 

■ Adicion de matrices Solamente las matrices que tienen el mismo orden pueden sumarse. 
Si A y B son ambas matrices demXn, su suma A + B es la matriz de m X n formada al 
sumar las correspondientes entradas en cada matriz. En otras palabras, la entrada de la primera 
fila y la primera columna de A se suma a la entrada de la primera fila y la primera columna 
de B, y asf sucesivamente. Usando sfmbolos, tenemos la definition siguiente. 


Definition 14.2.1 Suma de dos matrices 

Si A = (ay) m x n y B =(b i j) m x „, entonces su suma es 

A + B = (ay + b ij ) mXn . (1) 


Si las matrices Ay B son de diferente orden no pueden sumarse. 


Suma de dos matrices 


a ) Como las dos matrices 
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son del mismo orden (de 2 X 3), podemos sumarlas para obtener una tercera matriz del 
mismo orden: 


r 1+3 2+1 0 + 3] 

1.7 + (-5) 3 + 0 -4 + 6] 


b ) Como las dos matrices 


r. i] 


son de diferente orden (respectivamente, 2 X 3 y 2 X 2), no podemos sumarlas. 


Se deduce directamente de las propiedades de los numeros reales y de la definicion 14.2. 1 
que la operacion de adicion en el conjunto de matrices demXn satisface las siguientes dos 
propiedades conocidas: 

Ley conmutativa: A + B = B + A, 

Ley asociativa: A + (B + C) = (A + B) + C. 


■ Identidad aditiva Se dice que una matriz cuyas entradas son ceros en su totalidad es una 
matriz cero y se simboliza con O. Si A y O son ambas matrices demXn, entonces tenemos 
que A + 0 = 0+ A= A para cada matriz AdemXn. Decimos que la matriz cero O de 
m X n es la identidad aditiva del conjunto de matrices de m X n. Por ejemplo, para el con- 
junto de matrices de 3 X 2, la matriz cero es 

'0 O' 

0=00 
.0 0 . 


y 


a \ 


.«31 


a n 

032 


0 0 0 0 a n a n 

+ 0 0 = 0 0 + a 2 i 022 = 

_0 0_ _0 0_ _a 31 a 32 _ 


fl ii 

021 

031 


■ Producto escalar En el estudio de matrices, los numeros reales se llaman escalares. Si 
k es un numero real, el producto escalar de una matriz A y un numero real k es la matriz kA 
con cada entrada igual al producto del numero real k y la entrada correspondiente en la matriz 
dada. 


Definicion 14.2.2 Producto escalar 

Si A = (aij) m x „ y k es cualquier numero real, entonces el producto escalar de A y k es 
kA = ( ka$ m x „. (2) 


H3SSSEB Producto escalar 


Para k = 3 y A = 


se deduce de la definicion 14.2.2 que 


. [3(1) 3(2)1 

" 1.3(3) 3(4) J ' 
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^EEEHEO Suma de dos productos escalares 


[10 2 ] [72 - 1 ] 

Considere las matrices de 2 X 3 A = ^ ^ 5 I y /} = I 4 ^ ^ I. Encuentre 

a) (— l)A + 2Byb)(- 1 )A + A. 

Solucion a) Aplicando la definicion 14.2.2, tenemos los productos escalares 


3 -4 — 5j 


Usando los resultados anteriores, tenemos de la definicion 14.2.1 

( — 1)A + 2fi = 1 14 0 + 4 -2+ (-2)1 [13 

V ; l 3+ 8 -4 + 0 -5 + 6 J [it 

f-i n -9l T 1 n 9l 

b) (-l)A + A = 


3 -4 

-1 + 1 


-5j L-3 4 5j 

0 + 0 -2 + 2 ] 


L3 + (—3) -4 + 4 -5 + 5] 


ro 0 01 
[0 0 oj' 


Las propiedades siguientes del producto escalar se establecen facilmente con base en las 
definiciones 14.2.1 y 14.2.2. Si k\ y k 2 son numeros reales, entonces 


k\{A + B) = k x A + kiB, 
fa + k 2 )A = k\A + k 2 A, 
k\(k 2 A) = {k\k 2 )A. 


■ Inverso aditivo Como se muestra en el ejemplo 3, el inverso aditivo —A de la matriz A 
se define como el producto escalar (— 1)A. Por ende, si O es la matriz cero de m X n, 

A + (—A) = O = (—A) + A 


para cualquier matriz A de m X n. Usamos el inverso aditivo para definir la resta, o diferen- 
cia A — B de dos matrices AyfldemXn, como sigue: 

A - B = A + (-B). 

De A + (-B) = (ay + (~b lj )) m x „ = (ay - by) m x „, 

vemos que la diferencia se obtiene restando las entradas de B de las entradas correspondien- 
tes de A. 


HjfflsH Diferencia 

Las dos matrices fila 

A = [1 2 3] y B = [-2 7 4] 

son del mismo orden (1 X 3) y, por tanto, su diferencia es 

A — B = [1 2 3] - [-2 7 4] 

= [1 - (-2) 2-7 3-4] = [3 -5 -1], 
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M3BEEEH Diferencia 


Si 


- 2 ' 


y 


'51 3' 

B = - 12 6 , 

.49 - 8 . 


encuentre A — By B — A. 

Solucion 


'4-5 5-1 -2-3 


'-1 4 -5' 

10 -(-1) 6-2 8-6 

= 

11 4 2 

.9-4 -7-9 -1 - (-8). 


5 -16 7. 

'5-4 1-5 3 - (-2)" 


1 -4 5' 

-1 - 10 2-6 6-8 

= 

-11 -4 -2 

.4-9 9 - (-7) -8 - (-1). 


-5 16 -7. 


En el ejemplo 5 se ilustra que B — A = —(A — B). 

■ Multiplicacion de dos matrices Para hallar el producto AB de dos matrices Ay B, 
necesitamos que el numero de columnas de 4 sea igual al numero de filas en B. Suponga que 
A = (ciij) m x „ e s una matriz demXnyB = x p es una matriz de n X p. Como se ilustra 

a continuacion, para encontrar la entrada Cy en el producto C = AB, hacemos parejas con 
los numeros de la fila z-esima de A con los de la columna y-esima de B. Luego multiplica- 
mos los pares y sumamos los productos, como sigue: 

= a a b t j + a i2 b 2 j + • • • + a in b nj , (3) 

esto es. 


columna y-esima columna y-esima 



Decimos que (3) es el producto de la fila z-esima y la fila y-esima de B. Se deduce de (3) 
que el producto AB tiene m filas y p columnas. Dicho con otras palabras, el orden del producto 
C = AB se determina por el numero de filas de A y el numero de columnas de B: 


debe ser igual 



orden del producto 


Por ejemplo, el producto de una matriz de 2 X 3 y una matriz de 3 X 3 es una matriz de 
2X3: 


2a. columna 2a. columna 



" 6 

7 

8' 


[""“I 

9 

10 

11 

= ki c a c 13 l 

13 4 5j 

.12 

13 

14. 

Un Hi c 23 j' 
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La entrada, digamos, c 12 es el producto de la primera fila de A y la segunda columna de B: 


C\ 2 = a n b n + a u b 2 2 + «i3^32 
= 0 • 7 + 1 ■ 10 + 2 ■ 13 = 36. 

Resumimos el analisis anterior con una definicion formal. 


Definicion 14.2.3 Producto de dos matrices 

Si A = (fly) m x n y B = (Pij) n x pi entonces el producto AB es la matriz C de m X p = 
(Cjj) m x P i donde Cy es el producto de la i-esima fila de A y la y-esima fila de B definida por 

Cy = a n by + a a b 2 j + ■ ■ • + a in b nj . (4) 


Aunque a primera vista la definicion del producto de dos matrices puede no parecer 
natural, tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, en la seccion 14.6 se presenta una tecnica 
nueva para resolver algunos sistemas de ecuaciones. 


Producto 


SiA=[6 —5] y 6 = , entonces, por inspeccion, vemos que Ay B son 

L3 6J 

■l numero de ^ ajustables a la multiplicacion en el orden AB porque el orden de A es 1 X 2 y el de B es 
2 X 2. Se deduce de la definicion 14.2.3 que 

de filas de B. 



— [6 ■ + (—5) ■ 3 6 • (—2) + (—5) • 6] 

= [-9 -42], 


Es posible que el producto AB exista aunque el producto BA pueda no estar definido. En 
el ejemplo 6, debido a que el numero de columnas de B (2) no es igual al numero de filas de 
A (1), el producto BA no esta definido. 


Producto 


[2 1 5] 

'-1 7 8' 


siA= b 0 4 J y5 = 

4 6 0 

. 5 7 3. 

, encuentre el producto AB. 


Solucion Usando la definicion 14.2.3, tenemos 


1 


4 6 0 


5 7 3. 

\2- (-1) + 1 -4 + 5-5 
[3 ■ (— 1) + 0 • 4 + 4 • 5 
r 27 55 311 

[l7 49 36 J ’ 


2- 7+ 1 • 6 + 5 • 7 2-8+ 10 + 5-31 

3- 7 + 0-6 + 4-7 3-8 + 0-0 + 4-3j 
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M3EEEEE1 Comparacion de AB con BA 


SiA = |^ y ZJ = [ ^ encuentre lo.s productos AB y BA. 

Solucion Puesto que Ay B son de 2 X 2, podemos formar los productos AB y BA: 


n 2ir- 2 01 

_| 

"1 • (-2) + 2 - ( 

-1) 

1-0 + 2-31 

b 4 J |_ 1 3J 

1 

.3 -(-2) + 4 ■ ( 

-1) 

3 ■ 0 + 4 • 3J 

r-2 oin 2 

|_ 

r-2- 1 + 0-3 

-2 

-2 + 0-41 _ 

[-1 3JL3 4. 

r 

[-1 • 1 + 3-3 

-1 

■2 + 3-4J _ [ 


Notese que en el ejemplo 8, aunque los productos BA y AB estan ambos definidos, tene- 
mos AB + BA . En otras palabras, la multiplicacion de matrices no es, en general, conmutativa. 
Sin embargo, la multiplicacion de las matrices tiene las propiedades siguientes: 


Ley asociativa: A(BC) = ( AB)C , 


Leyes distributivas: 


f A{B + C) = AB + AC, 
\ (A + B)C = AC + BC, 


con la condition de que estos productos y sumas esten definidos (veanse problemas 23 al 26 
en los ejercicios 14.2). 


■ Matriz identidad El conjunto de todas las matrices cuadradas de un orden dado n tiene 
una identidad multiplicativa, esto es, hay una matriz unica I n de n X n tal que 

AI n = I„A = A, 

para cualquier matriz A de n X n. Decimos que /„ es la matriz identidad de orden n o, 
simplemente, la matriz identidad. Se puede demostrar que cada entrada en la diagonal 


principal de /„ es 1 y todas las otras entradas son 0: 



~1 

0 

0 ••• 

0 


0 

1 

0 ••• 

0 

h = 

0 

0 

1 

0 


_0 

0 

0 ••• 

1 

Por ejemplo 




'1 

"-[: :] 


e 

h = 

0 

.0 


son matrices identidad de segundo y tercer ordenes, respectivamente. 


H3EEHEH Identidad del conjunto de matrices de 2 x 2 


Compruebe que /, = es la identidad multiplicativa para el conjunto de matrices 

de 2 X 2. " L ° 

Solucion Sea A = \ n 012 una m a triz de 2 X 2. Entonces 

U21 «22J 


\ a n a l2 Jl 
U21 a 22 \[0 

[1 Olfau c 

Lo 1JU21 c 


' 1 + O12-0 
[a 2 1 -1 + a 2 2 ■ 0 
1 • a n + 0 • a 2 1 
0 • a n + 1 • a 2l 


a u ■ 0 + a l2 ■ ll 
a 2 1 ■ 0 + a 22 ■ lj 
1 • a 12 + 0 ■ a 22 1 
0 • a n + 1 • a 22 \ 


H=A 

«22J 


H=a. 

a 22 J 
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tambien se llaman vector fila y vector columna, respectivamente. Por ejemplo, 
[1 2], [9 1 5], [-2 \ 4 -3] 

son vectores fila, y 



son vectores columna. 

Suponga que A es un vector fila de 1 X n y B es un vector columna den X 1, es 
decir, A tiene un numero de columnas igual al numero de filas de la matriz fila B; enton- 
► ces el producto AB es una matriz de 1 X 1 o escalar. Tambien decimos que AB es el 

producto interno de las dos matrices. Por ejemplo, siA = [4 8] y B = ^ J su producto 

intemo es 


AB=[ 4 8] = 4 • 2 + 8 • (—5) = —32. 

Esto es lo que sucede en (4): si A es una matriz demXnyBes una matriz de n X p, 
entonces la matriz AB de m X p se forma obteniendo el producto interno de cada vector 
fila de A con todos los vectores columna de B. 




Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-36. 


En los problemas 1 a 10, encuentre A + B,A — B,4A 
y 3A - 2 B. 


0 4 

1 01 


L5 0 7 2j 


7. A = 

8. A = 


[10 
[5], l 
ro 
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En los problemas 1 1 a 20, halle AB y BA, si es posible. 


1 -3 4 

3 


-1 


2 

ri 01 r 3 11 

28. 

2 5-1 

2 

+ 

1 

- 

8 

^ = [2 4j' B -[-2 5 J 


0 -4 -2 

-1 


4 


-6 


0 3 1 

5 0 0. 


0 0 
1 0 


17. A 

18. A 

19. A 

20. A 

En los 
dada. 

21. A = 


= [i 2 —3], b = y 
4 


2 -1 
6 0 


I 2 2 l 

[o loj 

r ii 


I— 2l 


3= [-3 4] 


3 2 2. 

En los problemas 23 a 26, obtenga la matriz dada si 


^1-2 

23. A(BQ 

24. C(BA ) 

25. A(B + C) 

26. B(C — A) 


En los problemas 27 y 28, escriba la suma dada como una 
matriz de una sola columna. 


En los problemas 29 a 32, de el orden de la matriz A para que 
los productos siguientes queden definidos. 

"1 2 " 

3 4 

.5 6. 


En los problemas 33 y 34, obtenga c 2 3 y c 12 para la matriz 
C=2A-3B. 


= [4 0 2], B = 

problemas 21 y 22, obtenga A 2 = AA para la matriz A 


-5 4j 
1 -1 


2 3 -ll 

-1 6 oj’ 


2 1 


rs-s 


0 4 0 


34. A = 

.0 -4 1. 

35. Pruebe que el polinomio con dos variables ax 2 + bxy + cy 2 
es igual al producto de matrices 


[* y]\: 




sin matrices. 


En los problemas 37 y 38, obtenga una matriz X de 2 X 2 que 
satisfaga la ecuacion dada. 


— K H 

-3 2]^ 

I. Compruebe la propiedad dada de la trans- 


En los problemas 39 a 42, suponga que A = 

[4 101 

H 5} 

puesta calculando los miembros izquierdo y derecho de la 
igualdad dada. 

39. (A + B) t = A t + B t 


14.2 Algebra de matrices 




Precio de 


40. (A - Bf = A t - B t 

41. (ABf = B'A 1 

42. (6 A) t = 6 A t 


= Aplicaciones diversas 

43. Propagacion de una enfermedad Dos personas, Xy Y, 
tienen hepatitis infecciosa. Existe la posibilidad de que 
entren en contacto con cuatro personas: Pi, P 2 , P 3 y P 4 y, 
por tanto, de que les contagien la enfermedad. Sea una 
matriz de 2 X 4 como sigue: 

Pi Pi P3 P 4 


Si la persona X (o Y) entra en contacto con cualquiera de 
las cuatro personas, se escribe un 1 en la fila rotulada X (o 
Y) en la columna correspondiente. Si X (o Y) no tiene con- 
tacto con una persona especffica, se escribe 0. Defina los 
contactos entre P\, P 2 , P 3 y P 4 con otras cuatro personas 
P 5 , P 6 , P 7 y P s mediante 


p \ P 2 P 3 

Pi [0 1 0 



P4 |_ 0 1 1 


Calcule el producto AB e interprete las entradas. 

44. Ingresos Los ingresos, en miles de dolares, de tres sema- 
nas consecutivas en cinco tiendas de una cadena de super- 
mercados estan representados por las entradas en las 
siguientes matrices R h R 2 yR 3 : 

R\ — [100 150 210 125 190], R 2 = 2R X y R 3 = R v 

En el mismo periodo, los costos se pueden representar 
por 


C t = [40 60 80 50 70], C 2 = 1.5Cj y C 3 = C,. 

Calcule la matriz 4 R 1 — 3.5C, e interprete las entradas. 

45. Comercio minorista Un almacen de ventas al por menor 
compra a almacenes de venta al por mayor dos marcas de 
equipos estereofonicos que constan de amplificadores, 
sintonizadores y microfonos. Por lo limitado de las canti- 
dades, el almacen debe comprar estos aparatos a tres 
comerciantes mayoristas. La matriz A da el precio al por 
mayor de cada pieza del equipo en dolares. La matriz B 
representa el numero de unidades de cada pieza de equipo 
comprado (por ejemplo, b n = 1 significa que un ampbfi- 
cador, un sintonizador y un juego de microfonos de marca 
1 se le compran al mayorista 1). 


la marca 1 la marca 1 

Amplificadores 200 100 

A = Sintonizadores 200 150 

Bocinas |_400 300. 


Si 


Mayorista Mayorista Mayorista 

_ Unidades de marca 1 I" 1 2 3 1 

_ Unidades de marca 2 |_2 4 2 J 


'0.06 0.01' 
C = 0.06 0.01 . 

.0.06 0.01. 


Halle la matriz P = (AB)C, e interprete el significado de 
las entradas. 


46. Informe de investigacion Unaestaciontelevisivarealiza 
una comparacion semanal de los costos de cinco productos 
abmenticios basicos en tres supermercados. En una semana 
determinada, la siguiente matriz da el precio por kilogramo 
de cada producto: 


Tiendal Tienda2 Tienda3 


Verduras 




0.39 

1.50 

0.72 

1.00 

.0.50 


0.41 0.38 

1.29 1.35 

0.68 0.70 

0.92 0.98 

0.58 0.52_ 


El numero de kilogramos de cada producto esta dado por 
la matriz 


[2 3 1 2 4] 


Mediante la multiplication de matrices correspondiente, 
compare los costos totales en las tres tiendas. 

47. Inventario Una compafua tiene cinco almacenes de llan- 
tas. El inventario de las llantas en el almacen S se da por 


Marca X Marca Y Marca Z 


Llantas trenzadas 


100 


Radiales 80 


De acero trenzado 200 
Llantasregu |_ 100 


50 

20 

60 

100 


40' 

50 

20 

100 . 


Los almacenes S 2 y S 3 tienen cada uno tres veces el numero 
de llantas que Si; el almacen S 4 tiene la mitad de las llan- 
tas que tiene el almacen Si y el almacen S 5 tiene el doble 
del numero de llantas que tiene Sj. Encuentre la matriz 
que muestra el inventario total de llantas que tiene la com- 
panfa. 

48. Distancia recorrida Las velocidades de los automoviles 
X,YyZ, en kilometros por hora, estan dadas por la matriz 
de 3 X 1 
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= Para la discusion 

50. Demuestre por ejemplo que, en general, para las matrices 
Ay B den X n 


El numero de horas que viaja cada automovil esta dado 
por la matriz de 1 X 3 B = [3 4 6]. Calcule los pro- 

ductos AB y BA e interprete las entradas de cada una. 

49. Desercion de estudiantes universitarios Una universi- 
dad tiene 3 000 alumnos inscritos al principio de cierto 
ano academico. La matriz siguiente presenta el desglose 
por clase de estudiantes: 


Alio 

Numero de alumnos [ 1 100 800 600 500]. 

Se proyecta que el porcentaje de desercion por clase, en 
un ano cualquiera, esta dado por 

" 0 . 20 ' 

0.15 
0.05 ' 

_0.03 _ 

Es decir, se espera que 20% de los estudiantes de la clase 
de primer ano abandonen la escuela antes de concluir el 
ano, y as! sucesivamente. Usando la multiplication de 
matrices, determine el numero total proyectado de deser- 
ciones en un ano determinado. 


(A - B)(A + B) ^ A 2 - B 2 . 

[Pista: use matrices de 2 X 2 y A 2 = AA y B 2 = BB] . 

51. Sea A y B con matrices 2X2. ^Es verdad que, en general 

(A + Bf = A 2 + 2AB + B 2 ? 


Explique. 

52. Obtenga dos matrices A de 2 X 2, donde A O, para las 
cuales A 2 = O. 


53. SupongaqueA = ^ 
tal que AB = BA = I 2 . 


1 1 . Obtenga una matriz B de 2 X 2 


54. Si a, by c son numeros reales y c A 0, entonces ac = be 
implica que a = b. En matrices, AC = BC no implica que 
A = B. Compruebe esto para las matrices 

"2 14] r 5 1 6" 

A = 3 2 1 ,« = 9 2-3 

.1 3 2 J L-l 3 7. 


y 



0 o' 

3 4 . 
0 0 . 


j | 14.3 Determinant^ 


■ Introduction Para cada matriz cuadrada A, podemos asociar un numero llamado deter- 
minante de A. Por ejemplo, los determinantes de las matrices de2X2y3X3 


se escriben 



y 


y 


«11 «12 013 

Cl 21 0-22 ^23 

-%l 032 033- 

011 «12 013 

021 022 023 ! 

Cl 31 C?32 #33 


(i) 


( 2 ) 


en otras palabras, los corchetes se sustituyen por barras verticales. Se dice que un determinante ^ 
de una matriz de n X n es un determinante de orden noun determinante de n-esimo 
orden. Los determinantes de (2) son, a su vez, determinantes de ordenes 2 y 3. En un anali- 
sis, el determinante de una matriz cuadrada A se representa con los sunbolos det A o IAI. 
Usaremos el primer sfmbolo exclusivamente. Por consiguiente, si 

. [4 9] , „ |4 9 1 

A = , entonces det A = 

L5 — 6J |5 — 6| 


Aunque un determinante es un 
numero, suele resultar practico 
imaginarlo como un arreglo cua- 
drado. Asi, por ejemplo, podemos 
referimos a los determinantes de 
segundo y tercer orden como 
determinantes de 2 X 2 y de 
3X3, respectivamente. 


Examinaremos dos aplicaciones de los determinantes en las secciones 14.4 y 14.7. 
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■ Determinante de una matriz de 2 X 2 Como hemos expuesto, un determinante es un 
numero. Comenzamos con la definition del determinante de orden 2, es decir, el determinante 
de una matriz de 2 X 2. 


Definition 14.3.1 Determinante de un 

a matriz de 2 X 2 


Si 




A 

-h 

““1 



L«21 

^22 J 


entonces, el det A es el numero 




detA = I* 11 

^12 1 _ 

a ll a 22 — «12°21- 

(3) 

\ a 2l 

a 22 1 




| Determinante de orden 2 

Evalue el determinante de la matriz 


Solution Por (3), 


= 2(— 5) - 3(4) = -22. 


Como ayuda para memorizar la formula de (3), recuerde que el determinante es la dife- 
rencia de los productos de los elementos en las diagonales: 

\ a U a 12 I 4 

V _ a U a 22 ~ a 12 a 21- 
\a 2 \^a 21 \ 

Los determinantes de las matrices de 2 X 2 cumplen una funcion fundamental en la 
evaluation de los determinantes de las matrices de n X n, donde n > 2. En general, el deter- 
minante de una matriz den X n puede expresarse en terminos de los determinantes de las 
matrices de (n — 1) X (n — 1), es decir, determinantes del orden n — 1. Asf, por ejemplo, el 
determinante de una matriz de 3 X 3 puede expresarse en terminos de los determinantes de 
orden 2. Como preparativo para estudiar un metodo de evaluation del determinante de una 
matriz denXn, con n > 2, es necesario introdutir el concepto de determinante cofactor. 


■ Menor y cofactor Si a y representa la entrada en la z'-esima fila y la j-esima columna de 
una matriz cuadrada A, el menor My de ay se define como el determinante de la matriz obte- 
nida al suprimir la fila z'-esima y la columna j-esima de A. Asf, para la matriz 


tenemos que los menores de = 1, a n ~ 5, a 2 2 = 4 y cz 32 = 2 son, a su vez, los determi- 
nantes 
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: suprime la primera columna 


se suprime la primera fila — > 
Mn = 


se suprime la primera fila -* 

M n = 


se suprime la segu V M 22 — 


m 32 = 

se suprime la tercera fila — > 

El cofactor Ay de la entrada ay se define como el menor My multiplicado por (— 1)' +J , esto 
es, 

Ay = (- 1 ) i+j My. ( 5 ) A ~ 1 )i+J es 1 si i + j es un numero 

paryes -1 si i + jesun 

Asf, para la matriz A en (4) los cofactores relacionados con los determinantes del menor numero impar. 

anterior son 



= 4(3) - 5(2) = 2, 


= 2(3) -5(1) = 1, 


= 1(3) - 3(1) =0, 


= 1(5) - 3(2) = -1. 


An = (-1) ,+1 Mji =2, 

A n = (-1) 1+2 Mi 2 = -1, 

A 22 = (-1) 2+2 M 22 = o, 

A 32 = (-l) 3+2 ^32= -(-1)= 1, 

y asf sucesivamente. Para una matriz de 3 X 3, el coeficiente (— 1) !+J del menor My sigue el 
patron 

' + - + ' 


Este patron de signos de “tablero de damas” se extiende tambien a matrices de orden mayor 
que 3. 


■BUSQEB Cofactores 

Para la matriz 


'-2 1 O' 

A — 5-3 7 

.-1 6 -5. 

obtenga el cofactor de la entrada dada: a) 0, b)l,c) — 1 . 

Solucion a) El numero 0 es la entrada de la primera fila (i = 1) y la tercera columna 
(J = 3). Por (5), el cofactor de 0 es el determinante 

Ai 3 = (-1) 1 + 3 M b = (1) 5 ~J = 30 - 3 = 27. 

| —1 6 | 
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b) El numero 7 es la entrada de la segunda fila (i = 2) y la tercera columna (j = 3). Asf, 
el cofactor es 


A 23 = (-1) 2+3 M 23 = (-l)lj g | = (-1) - [-12 - (-1)] = 11. 

c) Por ultimo, como — 1 es la entrada de la tercera fila (i = 3) y la primera columna 
( j = 1), su cofactor es 


a 31 = (-1) 3+1 M 31 = (1) 


0 

7 


= 7-0 = 7. 


Ahora podemos proceder a evaluar el determinante de toda matriz cuadrada. 


Teorema 14.3.1 Teorema de desarrollo 

El determinante det A de una matriz A denXn puede evaluarse multiplicando cada entrada 
en cualquier fila (o columna) por su cofactor y sumando los productos resultantes. 


Cuando aplicamos el teorema 14.3 . 1 para obtener el valor del determinante de una matriz 
cuadrada A, decimos que hemos expandido o desarrollado el determinante de A por una 
fila o por una columna dadas. Por ejemplo, el desarrollo del determinante de la matriz de 
3 X 3 en (1) por la primera fila es: 


det A = 


a n A n A £2j 2 A 3 2 A U 13 A 13 


an(-l ) 1 


1 1 «22 <*23 

I «32 «33 


«12(-D 1+2 


a 21 

a 3 i 


a 23 I 
«33 I 


+ M-D 1 


«21 «22 
I «31 «32 


O 


«13 

«23 

a 33 


= a n \ 


\ a 22 

\ a 32 


a 23 a 2l 

~ a n \ 

«33l l a 31 


a 23 1 , I a 2\ a 22 

+ a 13 

a 33l I a 3l a 32\ 


IHlSSSlsEl Desarrollo por la primera fila 

Evalue el determinante de la matriz de 3 X 3 

'6 5 3' 

A = 2 4 5 . 

.1 2 -3. 


Solucion Usando el desarrollo por la primera fila dada en (6) tenemos 


det A 



5 

-3 


4 

2 


= 6- (-22) -5- (-11) A 3-0= -77. 
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El teorema 14.3.1 establece que el determinante de una matriz cuadrada A puede expan- 
dirse por cualquier fila o cualquier columna. Por ejemplo, el desarrollo del determinante de 
la matriz de 3 X 3 en (1), digamos, por la segunda fila, resulta en 


det A — ^21^21 ^22-^22 (7 , ; A 23 


= (-1 ) 2+ V 


I a 32 a 33 I 

|«12 a l 3 1 

1 

I <*32 <*33 I 


+ ( — l) 2+2 a 22 


+ (-D 2 + 3 «23 


a 12 I 

«32 I 


| Reconsideracion del ejemplo 3 


El desarrollo del determinante del ejemplo 3 por la tercera columna es 
6 5 3 

I + ( 3)( 1) 3H 


1 2 -3 


= 3( — l) 14 

= 3 P 4 | 
1 2 1 


, 1 2 4 | 

1 


| + 5(-l) 24 

\6 5 1 

>1 2 | + 


3 |6 5 1 

| 


|6 5 1 


= 3- 0 + 5- (-1) - 7+ (-3) ■ 14 = -77. 


I 6 5 | 

\2 4\ 


En el desarrollo de un determinante, como las entradas de una fila (o columna) se mul- 
tiplican por los cofactores de esa fila (o columna), es logico que si un determinante tiene una 
fila (o columna) con varias entradas 0, desarrollemos el determinante por esa fila (o 
columna). 


Determinante de orden 4 

Evalue el determinante de la matriz de 4 X 4 

"1 0 03' 

0-1 0 4 

A ~ 2 3 00' 

_1 5 -2 6_ 

Solucion Puesto que la tercera columna tiene solo una entrada diferente de cero, desa- 
rrollamos det A por la tercera columna: 


detA = ai 3 A 13 + #23^23 + <233 A 33 + u 43 A 43 
= (0)A 13 + (0)A 23 + (0)A 33 + (— 2)A 43 
= (— 2)A 43 

donde el cofactor A 43 es 


1 0 3 


1 

0 3 

0-14 

= (-D 

0 

-1 4 

2 3 0 


2 

3 0 


Usando (6), desarrollamos el ultimo determinante por la primera fila: 


Asf, 


( 1-1 4 1 

A 43 = (-l)(^d)| 3 Q |-0 
= ( — 1 ) ( — 12 + 0 + 2-3) 
= ( 1 )( 6 ) = 6 . 


1° 

| 2 


detA = (— 2)A 43 = ( — 2) (6) = -12. 
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■ Propiedades Los determinantes tienen muchas propiedades especiales, algunas de las 
cuales se presentan en el teorema que sigue. 


Teorema 14.3.2 Propiedades de los determinantes 

Sea A una matriz cuadrada. 

I) Si toda entrada en una fila (o columna) de A es cero, entonces det A = 0. 

II ) Si una matriz B se forma intercambiando dos filas (o dos columnas) de A, entonces 
det B = -det A. 

Hi) Si una matriz B se forma multiplicando cada entrada en una fila (o columna) de A 
por un numero real k, entonces det B = k det A. 

iv) Si dos filas (o columnas) de A son iguales, entonces det A = 0. 

v) Si una matriz B se forma sustituyendo cualquier fila (o columna) de A por la suma 
de esa fila (o columna) y k veces cualquier otra fila (o columna) de la misma A, 
entonces B = det A. 


Es facil demostrar el inciso 1) del teorema 14.3.2 apartir del teorema 14.3.1: desarrolla- 
mos det A por la fila (o columna) que contiene todas las entradas cero. Como ejercicio, se le 
pedira comprobar los incisos If) a v) del teorema 14.3.2 para matrices de segundo orden 
(veanse los problemas 31 a 34 de los ejercicios 14.3). 


■3S35EX1 Aplicacion del teorema 14.3.2 

Sin desarrollar se deduce inmediatamente del teorema 14.3.21) que 


fila de ceros -» 


1 -2 3 

0 0 0 = 0 . 

4-8 6 


Aplicacion del teorema 14.3.2 

Se deduce del teorema 14.3.211) que 

intercambiando estas dos columnas 

4 | 

1 0 2 2 0 1 

3 7 8 = — 8 73 

4-14 4-14 

t 

se obtiene un signo menos 

intercambiando la primera y la tercera columnas. 


MOUSSES Aplicacion del teorema 14.3.2 

Factorizando 2 de cada entrada de la primera fila, se desprende del teorema 14.3.2m) 
que 

2 es un factor comun de la primera fila 

4 

4 8 2 2-2 2-4 2-1 2 4 1 

034=0 3 4=2034. = 

-178 -1 7 8 -178 


616 


CAPITULO 14 Matrices y determinantes 


^EEEEEEl Aplicacion del teorema 14.3.2 

Puesto que la primera y la segunda columnas son iguales, se deduce del teorema 14.3.2zv) 
que 

las columnas son iguales 
4 Jr 

2 2 3 

-4-4 6=0. = 

7 7-5 

Como se muestra en el ejemplo que sigue, usando el teorema 14.3.2v) se puede simpli- 
ficar la evaluation de un determinante. 


B 1 Aplicacion del teorema 14.3.2 

Evalue el determinante de la matriz de 3 X 3 

'1 2 5' 

A = -2 3 0. 

.3 -5 2. 


(7) 


Solution Usamos el teorema 14.3.2v) para obtener una matriz con el mismo determinan- 
te que tiene una fila (o columna) con solo una entrada diferente de cero. Para evitar frac- 
ciones, es mejor usar una fila (o columna) que contenga el elemento 1 o — 1, si es posible. 
Asf, usaremos la primera fila para introducir ceros en la primera columna como sigue: 
multiplicamos la primera fila por 2, le sumamos el resultado a la segunda y obtenemos 


1 2 5 

0 7 10 . 

3-5 2 

Ahora multiplicamos la primera fila por — 3 y sumamos el resultado a la tercera fila para 
obtener 


1 2 5 

0 7 10 

0 -11 -13 


( 8 ) 


Desarrollando (8) por la primera columna encontramos que 


1 2 5 

0 7 10 

0 -11 -13 


Del teorema 14.3.2v) se deduce que el valor del determinante de la matriz dada en (7) tiene 
el mismo valor; es decir, det A = 19. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-36. 


En los problemas 1 a 4, encuentre el menor y el cofactor de 
cada elemento de la matriz dada. 
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'1 -7 8' 

3. 2 1 0 

.-3 0 5. 

'4-3 0' 

4. 2-16 

.-5 4 1. 


En los problemas 5 a 18, evalue el determinante de la matriz 
dada. En el problema 10, suponga que los numeros a y b no 
son cero. 


[; 

[! 

'■[; 


oj 

3] 

-4] 


9. 


10. 


11 . 



12. 


6 

0 


2 

3 

0 


1 

-4 

2 . 


13. 


14. 


'4 

3 

.0 

'5 

3 

.2 


6 r 
2 3 
-1 7. 

4 0" 
-6 1 
0 3. 


15. 


2 

0 

5 

.4 


0 

3 

1 

0 


0 

4 

-6 


7' 

-2 

0 

8 . 


16. 


0 

0 

2 

.3 


0 

2 


0 

5 

0 


-3' 

4 

0 

3. 


'0 0 
0 c 
0 0 
_d 0 
a b 


0 a 
0 0 
b 0 
0 0_ 
c d 


0 

0 


/ 8 
h i 
0 j. 


En los problemas 19 a 26, indique por que la igualdad es ver- 
dadera sin calcular los determinantes dados. 



0 0 2 
1 0 2 
1 0 0 
0 0 1 
0 -2 1 
-6 5 0 

1 -1 4 

-2 1 3 


4 0 2 1 

3-6-50 
2 114 

0-2-13 


8 2 5 

0 4= 3 

2 3 -1 

2 3 7 

5 6 = -4 

8 9 1 


0 

0 

2 

8 

-5 

2 


-10 

4 

3 


9 

-6 

3 


25. 


26. 


2 6 
1 8 
-5 4 
4 -5 
2 6 
1 3 


2 

1 

-5 


8 

4=0 

2 


En los problemas 27 a 30, use el teorema 14.3.2v) para intro- 
ducir ceros, como en el ejemplo 10, antes de hallar el deter- 
minante dado. 


1 

2 

-2 

3 

2 

-5 


0 6 

4 3 

5 2 
-2 

0 

6 


-4 

5 

3 
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6-1 0 4 

3 3-2 0 

0 18 6 
2 3 0 4 

-5 0 4 2 

-9 6 -2 18 


En los problemas 3 1 a 34, compruebe la identidad dada desa- 
rrollando cada determinante. 


| ka + c kb + d\ 
35. Demuestre que 


= (b - a)(c - a)(c - b). 


0 3 


40. A = 


13 0 0" 

0 § 0 

.0 0 -7. 

41. Sin desarrollar, explique por que 


1 


1 


42. Compruebe que det ( AB ) = det A ■ det B para las matrices 
de 2 X 2 


En los problemas 43 a 48, obtenga el valor de cada determi- 
nado a partir de 

a ll «12 «13 

a 2\ 0 22 a 23 

a 3l a 32 a 33 

a 31 a 32 a 33 

a 2\ a 2 2 a 23 

a n a 12 a 13 

On «i3 a u 

a 22 a 23 «21 

032 «33 «31 

On o n a l3 

On a n a l3 

a 2 i o 22 a 2 3 

2 Un 2 cii 2 2a l3 

3a n 3a 22 3a 23 


36. Compruebe que la ecuacion matricial de una recta que pasa 
por los puntos (xi, y (x 2 , y 2 ) esta dada por: 


En los problemas 37 a 40, encuentre los valores de A para los 
cuales det (A — A /„) = 0. Estos numeros se llaman valores 
caracteristicos (o valores propios) de la matriz A. 

' 2 1 

3 -4j 

6 31 

-11 -6j 
'-1 1 


4 a 3i 4a 32 

a ll 

—2a 3i -: 

~a 2 i 

a n — 5a 2l 
o 2i 
a 3 1 


4a 3 


12 — 5a 22 a 13 — 5 a 2 - 


0 3 2 


En los problemas 49 y 50, despeje x. 
1 -2 
-1 1 


-1 


0 


= 7 


= Para la discusion 

51. Sin desarrollar el determinante de la matriz 


1 1 
1 1 


b 

_bc ac 

donde a, by c son constantes diferentes de cero, explique 
por que det A = 0. 

52. Sea A una matriz cuadrada y A T su transpuesta. Responda: 
^hay alguna relacion entre det A y det A 7 ? 
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I I 14.4 Inversa de una matriz 

■ Introduccion En algebra comun, cada numero real a diferente de cero tiene un inverso 
multiplicative) b tal que 

ab = ba = 1 

donde el numero 1 es la identidad multiplicativa. El numero b es el reciproco del numero a, 
es decir, a -1 = 1 la. Del mismo modo, una matriz A puede tener un inverso multiplicative, 
pero como veremos en la explication que sigue, A debe ser de un cierto tipo de matriz cua- 
drada. 

■ Inverso multiplicativo Si A es una matriz de n X n y existe una matriz B de n X n tal 
que 

AB = BA = I m (1) 

decimos que B es el inverso multiplicativo o, simplemente, el inverso de A. El inverso 
multiplicativo de A se escribe B = A 1 . A diferencia de lo que ocurre en el sistema de los 
numeros reales, notese que el sfmbolo A 1 no denota el reciproco de A, esto es. A -1 no es 
1/A. En la teorfa de matrices 1/A no esta definido. Se dice que una matriz cuadrada que tiene 
un inverso multiplicativo es no singular o invertible. Cuando una matriz cuadrada A no tiene 
inverso, se dice que es singular o no invertible. 


Inverso de una matriz 


[ 6 “ 5 

L3 - 3 


6-5 15-151 

-2 + 2 -5 + 6j 


n- 


Puesto que AB = BA = I 2 , concluimos de (1) que la matriz A es no singular y que el inverso 
A 1 de la matriz A es la matriz B dada. = 


■ Determination del inverso A metodo 1 Podemos encontrar el inverso de una matriz 
no singular por medio de dos metodos. El primero que consideraremos usa determinantes. 
Empezamos con el caso especial donde A es una matriz de 2 X 2: 


Para que una matriz de 2 X 2 





sea el inverso de A, debemos tener 


\a u a 12 jp> H b n 1 

L«21 «22 J L^21 ^22 J 
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Por la multiplication y la igualdad de matrices, encontramos que b n y b 2 \ deben satisfacer 
el sistema lineal 


f a n b n + a l2 b 2 \ = 1 
\a 2l b n + a 22 b 2l = 0, 


mientras que b\ 2 y b 22 deben satisfacer 

f a n b l2 + a l2 b 22 = 0 
l a 2\bi2 + « 22^22 = 1- 

Resolviendo estos dos sistemas de ecuaciones, obtenemos 


a ll a 22 a \2 a 2l 


b l2 = 
bn = 


~ a n 

a n a 22 - a n a 2 i 
a n 

«11«22 — a n a 2] 


(4) 


Una inspection de las expresiones en (4) revela que el denominador de cada fraction es el 
valor del determinante de la matriz A, es decir 


det A = a n a 22 — a l2 a 2 i- 


Por tanto, 


«22 

\b n b l2 1 _ detri det A 
[b 21 b 22 \ = ~a 21 a n 

_ det 4 det A 


Este resultado conduce al teorema siguiente. 


Teorema 14.4.1 Inversa de una matriz de 2 X 2 

Sea 


a=k H 


U21 «22J 


Si det A ri 0, entonces el inverso multiplicative de A es la matriz 


^-1 _ _J_[ a 22 ^12! 

(5) 

detA[— a 2 i a n J 


De la deduction que precede al teorema 14.4.1, hemos demostrado que A A ~ l = I 2 . 
Dejamos como ejercicio (vease el problema 34 de los ejercicios 14.4) comprobar que 
A ] A = / 2 , donde A 1 esta dado por (5). 


■ Aplicacion de (5) 

Encuentre A -1 para 


Solution Primero, calculemos el determinante de la matriz: 
det A = (3)( — 4) - (2)(— 7) = 2. 
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Con las identificaciones an = 3, a i2 = 2, a 21 = — 7 y a 22 = —4, observamos en (5) del 
teorema 14.4.1 que el inverso de la matriz A es 


El teorema 14.4.1 es un caso especial del teorema siguiente, el cual establecemos sin 
demostracion. Antes de leer el teorema 14.4.2, lo invitamos a revisar la definition 14.1.3 
sobre la transpuesta de una matriz. 


Teorema 14.4.2 Inversa de una matriz den X n 

Sea 


a n a n 
A _ a 2 1 a 22 

- a n\ a ril 

Si det A¥= 0, entonces el inverso multiplicativo de A es la matriz 

'An A 12 ■■■ A ln l T 

All ^22 - ' - 

_A„ j A„ 2 ••• A nn _ 

donde Ay es el cofactor de la entrada ay de A. 




La transpuesta de la matriz de cofactores 



dada en (6) se llama adjunta de la matriz A y se denota por adj A. En la matriz adjunta dada 
en (6), es importante notar que las entradas a^ de la matriz A se sustituyen por sus correspon- 
dientes cofactores Ay y despues se obtiene la transpuesta de dicha matriz. El inverso en (6) 
puede escribirse asi: 


■ Aplicacion de (6) 

Encuentre A ' para 

'1-2 4' 

A = -1 3 2 . 

.5 0-6. 
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Solucion El determinante de A es det A = —86. Ahora, para cada entrada de A el corres- 
pondiente cofactor es 


A 21 = — 

A 31 =h : 


" 15 -61 


5 —6\ ’ " I 

A I 

= -26, A 23 = - 


Asi, por (6) del teorema 14.4.2, la inversa de A es — 8 ' 6 veces la matriz adjunta de A: 


-12 

.-16 


4 -15 

-26 -10 


-18 -12 -16 
4 -26 -6 

-15 -10 1. 


En los teoremas 14.4.1 y 14.4.2 vimos que podfamos calcular A 1 siempre que det A A 0. 
Recfprocamente, si 4 1 existe, entonces puede demostrarse que det A A 0. Concluimos que 

• Una matriz A de n X n es no singular si y solo si det A A 0. (7 ) 


M3BSEEH Aplicacion de (7) 

La matriz 



no tiene inversa, puesto que det A = 8 — 8 = 0. Asf, por (7), A es una matriz singular. = 


Es evidente que el uso de (6) llega a ser tedioso para matrices de orden n > 3. Por ejem- 
plo, para una matriz de 4 X 4 debemos, primero, calcular dieciseis determinantes de orden 
3. Un metodo mas eficiente para encontrar el in verso multiplicativo de una matriz usa ope- 
raciones elementales entre las filas de la matriz. 

■ Determinacion de la inversa A metodo 2 Para cualquier matriz A, las operaciones 
elementales entre filas en A se definen como las tres transformaciones siguientes de A. 

i ) Intercambiar cualquier par de filas. 

it) Multiplicar cualquier fila por una constante k diferente de cero. 

iii) Sumar un multiplo constante diferente de cero de una fila a otra. 

Semejante a la notacion que usamos en la seccion 13.1 para representar operaciones en 
ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales, empleamos las abreviaturas siguientes para 
las operaciones elementales entre filas. El sfmbolo R representa la palabra/i/a (por el ingles 
row): 

Rj <-» Rf intercambie la fila z-esima con la fila y-esima. 

kR t : multiplique la fila z-esima por k. 

kR I + Rf. multiplique la fila z-esima por k y sume el resultado a la fila y-esima. 
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Exponemos sin demostracion: 

• La secuencia de operaciones elementales entrefilas que transforman una matriz 
A de orden n X n en la identidad multiplicativa /„ es la misma secuencia de ope- 
raciones elementales entrefilas que transforma I n en A 1 . 

Formando la matriz den X 2 n, que consta de las entradas de A a la izquierda de una barra 
vertical y las entradas de /„ a la derecha de la be 

a n a l2 • • • a ln 

a 2 1 a 22 • • • a 2n 


entonces aplicamos una secuencia de operaciones entre filas en (8) hasta que la transformemos 
en la nueva matriz: 

'1 0 ••• 0 b n b n ■■■ b ln ~ 

0 1 ■ • • 0 b 2 \ b 22 • • • b 2n 

_0 0 ••• 1 b nl b n2 ■■■ b nn _ 

donde la matriz a la izquierda de la barra vertical es ahora /„. La inversa de A es 

bn ••• b u ~ 

b 22 ■■■ b 2n 

bnl ••• b„ n _ 

Este procedimiento se ilustra en los dos ejemplos siguientes. 



1 0 
0 1 


H3EEHEH Uso de operaciones elementales entre filas 

Use operaciones elementales entre filas para encontrar A -1 para 


Solucion Empezamos por formar la matriz 

2 3 I 1 Ol 

1 6 1 0 lj' 

La idea es transformar la matriz a la izquierda de la Knea vertical en la matriz I 2 . Ahora, 
I" 2 3 1 1 01 Rn 

Li 6 1 0 lj 

— 2R i +R 1 


~^R 2 


-6R 1 + R l 


fl 6 1 0 ll 
[2 3 1 1 oj 
n 6 1 o ll 

Lo -9 I 1 -2J 
n 6 1 0 11 

Lo 1 [ «§ iJ 
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Puesto que I 2 ahora aparece a la izquierda de la lrnea vertical, concluimos que la matriz a 
la derecha de esta lrnea es 


Este resultado puede comprobarse mediante el metodo anterior o por multiplicacion. A1 
escoger el segundo procedimiento, vemos que AA 1 y A 1 son, a su vez: 



Reconsideracion del ejemplo 3 


Use operaciones elementales entre filas para encontrar A 
Solucion Tenemos: 


.0 10 
'1 0 
0 1 
.0 0 
'1 0 
0 1 
.0 0 
'1 0 
0 1 
.0 0 
'1 0 
0 1 


1 para la matriz del ejemplo 3. 


4 1 0 O' 

6 110 

-6 0 0 1 . 


4 1 

6 1 
-26 -5 

16 3 

6 1 
-26 -5 

16 3 

6 1 


0 O' 

1 0 
0 1. 

2 O' 

1 0 

0 1. 

2 O' 
1 0 
-10 1 . 


16 

6 

1 

16 

0 

1 

0 

0 


3 


2 


3 



86 


O' 

0 



Como antes, vemos que, 



' 18 12 16' 
^ -4 26 6 . 

L 15 10 -1. 


En conclusion, notamos que si una matriz A de orden n X nno puede transformarse en 
la identidad multiplicativa I n por medio de operaciones elementales entre filas, entonces A es 
necesariamente singular. Si, en algun punto de la aplicacion de las operaciones elementales 
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entre filas hallamos una fila de ceros en la matriz a la izquierda de la lfnea vertical, entonces 
la matriz A es singular. Por ejemplo, de 


r-2 4 11 Ol jRi+Ri 1-2 4 11 Ol 

|_ 1 -2 I 0 lj 0 0 I 2 lj 

vemos que ahora es imposible, usando solo operaciones entre filas, obtener I 2 a la izquierda 
de la lfnea vertical. Asf, la matriz de 2 X 2 



es singular. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-37. 


En los problemas 1 y 2, compruebe que la matriz B es la 
inversa de la matriz A. 



'1 - 10 ] [2 -1 2 ' 

2. A = 3 02,5= 1-1 2 

.1 1 lj L-3 2 -3. 


En los problemas 3 a 14, use el metodo 1 expuesto en esta 
seccion para encontrar el inverso multiplicative, si lo hay, de 
la matriz dada. Suponga que todas las variables son distintas 
de cero. 



8. 


9. 


10. 



i o r 
0 1 0 
.1 1 o. 
2 -1 
1 1 

.-1 2 


12. 


13. 


'-3 5 -f 

2 0 6 
.41 -5. 

'4 1 O' 

0 2 0 
.0 0 -5. 



- 2 ' 

3 

0. 


En los problemas 15 a 26, use el metodo 2 presentado en esta 
seccion para hallar el inverso multiplicative, si lo hay, de la 
matriz dada. 


16. 

17. 

18. 

19. 

20. 


-6 

-4 


12 ' 

- 6 . 
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21 . 


0 -1 
1 3 

4 0 


22 . 


23. 


'2 

0 

.0 

'2 

1 

.3 


-2 
0 

- 6 . 

-3 r 
1 2 
-2 4_ 

0 -4' 

5 -1 

2 1 . 


24. 


25. 


26. 


27. 


'8-3 6' 

2 1 -1 
.-2 1 1 . 

'-2 0 0 - 1 " 

0 3 0 4 

0 1-1 2 

.00 1 0_ 

'1 0 1 r 

2 3 0 -1 

0 4 0 2 

.1 -i 1 0. 

SiA _I «r ^Ji-CualesA? 


28. Encuentre el inverso de A = 


T sen0 
|_-cos0 


COS01 

sen0 j 


[4 2l 

En los problemas 29 y 30 suponga que A = y 

r 4 si 3 2 

6=1 I. Compruebe la propiedad dada de la inversa 

calculando los miembros izquierdo y derecho de la igualdad 
dada. 


29. (A -1 ) -1 = A 

30. ( ABY 1 = 6 'A 1 


= Para la discusion 

31. Sea 

"flu 0 0" 

a = 0 ^ ;;; 0 , 

0 0 -.. a nn _ 

donde a u ^ 0, con i = 1,2,.... n. Encuentre A -1 . 


32. Use el resultado del problema 3 1 para encontrar A 1 de la 
matriz 


'2 0 0 " 

A = 0 4 0 . 

.0 0 - 6 . 


n -2]\ x ] r 2] 

33. Sea|^ gj | | = encuentre x yy. 

34. Si A -1 esta dado por (5), compruebe que A 'A = I 2 . 


35. A, By C son matrices de n X n, donde A es no singular. 
Explique: ^corno demostrarla que si AB = AC, entonces 
6 = C? 

36. En el problema 29 vimos que (A -1 ) -1 = A para una matriz 
de 2 X 2 no singular. Este resultado es verdadero para toda 
matriz de n X n no singular. ^Como demostrarla este resul- 
tado general? 


37. En el problema 30, vimos que (A6) -1 = 6 *A 1 para dos 
matrices de 2 X 2 no singulares. Este resultado es verda- 
dero para dos matrices de n X n no singulares cualesquiera. 
^Como demostrarla este resultado general? 


38. Sea A una matriz de 2 X 2 para la cual det A A 0. Demuestre 
que det A^ 1 = 1/det A. Este resultado es verdadero para 
toda matriz de n X n no singular. 


j | 14.5 Sistemas lineales: matrices aumentadas 

■ Introduccion En el ejemplo 2 de la seccion 13.1 resolvimos el sistema de ecuaciones 
lineales 

{ x + 2y+ z = -6 

4x-2y- z = -4 (1) 

2x — y + 3z = 19 
encontrando el sistema equivalente en forma triangular: 

{ x + 2 y + z = -6 

y + \z = -1 (2) 

z = 6. 
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El sistema (2) se obtuvo del (1) por medio de una serie de operaciones que cambiaron los 
coeficientes de las variables y las constantes del miembro derecho de cada ecuacion. En todo 
este procedimiento, las variables actuaron como “marcadores de position”. Por tanto, estos 
calculos pueden simplificarse ejecutando operaciones entre las filas de la matriz: 


1 2 1 - 6 ' 
4 -2 -1 -4 

.2 -1 3 19. 


(3) 


■ Matrices aumentadas La matriz en (3) se llama matriz aumentada del sistema (1) y 
esta formada por la matriz de coeficientes 

'1 2 r 

4 -2 -1 , 

.2 -1 3. 

aumentada por la adicion de una columna cuyas entradas son los terminos constantes del 
sistema. La lmea vertical en una matriz aumentada permite distinguir los coeficientes de las 
variables del sistema de los terminos constantes de este. 

Cuando las operaciones de eliminacion presentadas en la seccion 13.1 se aplican al 
sistema de ecuaciones obtenemos un sistema equivalente. Tales operaciones de eliminacion 
son analogas a las operaciones elementales entre filas que vimos en la seccion precedente. 
Cuando las operaciones elementales entre filas se aplican a la matriz aumentada, el resultado 
es la matriz aumentada de un sistema equivalente. Por ello, se dice que la matriz original y 
la matriz resultante son equivalentes por filas. El procedimiento para realizar operaciones 
elementales entre filas en una matriz a fin de obtener una matriz equivalente por filas se llama 
reduction por filas. 


■ Eliminacion gaussiana Para resolver un sistema como (1) usando una matriz aumentada 
se emplea la eliminacion gaussiana o la eliminacion de Gauss-Jordan. En la eliminacion 
gaussiana se reduce por filas la matriz aumentada del sistema hasta llegar a una matriz aumen- 
tada equivalente en forma escalonada por filas. 


Definition 14.5.1 Forma escalonada por filas 

Una matriz esta en forma escalonada por filas cuando: 

i) En la primera entrada de cada fila diferente de cero esta el numero 1. 

ii) En las filas consecutivas diferentes de cero, la primera entrada 1 de la fila mas baja 
aparece a la derecha del 1 de la fila mas alta. 

iii) Las filas donde las entradas son todas cero aparecen en la base de la matriz. 


Forma escalonada 

Las dos matrices aumentadas 

"14 6 11 [10 5 " 

0158 , 01 - 1 , 

.0 0 1 2] Lo 0 0. 

tienen forma escalonada, mientras que la matriz 

"0 2 4 5 ~| viola 0 

0 0 0 0 <— Viola 1(0 

_1 4 3 1 J <— viola (0 

no tiene forma escalonada 
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Como vemos en el ejemplo 1, la forma escalonada por filas de una matriz aumentada 
tiene aproximadamente forma triangular con entradas cero debajo de una diagonal cuyos 
elementos son todos 1. 

Para reducir una matriz aumentada a la forma escalonada por filas ejecutamos las mismas 
operaciones elementales entre filas que estudiamos en la seccion 14.4: 

K; <-» Rf. se intercambia la i-esima fila con la y'-esima fila. 

kRf se multiplica la i-esima fila por una constante k. 

kR t + Rf. se multiplica la i-esima fila por k y el resultado se suma a la y-esima ecuacion. 


HEHSSEO Reconsideracion del sistema 1 

Resuelva el sistema (1) usando el metodo de eliminacion gaussiana. 

Solucion Empezamos usando la primera fila para introducir ceros debajo del 1 de la 
primera columna 


'1 2 
4 -2 

.2 -1 


1 

-1 

3 


- 6 ' 

-4 

19. 


-4Ri+R 2 


— 2R l +R 3 


-\r 2 +r 2 


itfli 


ft? 3 


1 

0 

.2 

1 

0 

.0 

1 

0 

.0 

1 

0 

.0 

1 

0 

.0 


2 

-10 

-1 

2 

-10 

-5 

2 

-10 

0 


1 - 6 ' 
-5 20 
3 19. 

1 - 6 ' 
-5 20 
1 31. 

1 - 6 ' 
-5 -20 

l 21 . 


2 1 -6 
1 | -2 

0 l 21 
2 1 - 6 ' 

1 I -2 
0 1 6 . 


Puesto que la ultima matriz aumentada tiene forma escalonada por filas [y corresponde 
al sistema (2)], hemos resuelto en realidad el sistema original. La ultima fila de la matriz 
implica que z = 6. Las variables restantes se determinan por sustitucion hacia atras. 
Sustituyendo z = 6 en la ecuacion correspondiente a la segunda fila de la matriz se obtiene 
y = — 5. Finalmente, sustituyendo y = — 5 y z = 6 en la ecuacion correspondiente a la 
primera fila se obtiene x = — 2. Por tanto, la solucion es jc = — 2, y=— 5, z = 6. = 


En el ejemplo 2, notese que repetimos, en orden, las operaciones elementales entre filas 
correspondientes a las que realizamos en las ecuaciones cuando resolvimos este sistema por 
eliminacion (vease ejemplo 2 de la seccion 13.1). Asf, no estamos haciendo nada nuevo aquf. 
Simplemente hemos suprimido las variables y los signos de igualdad de las ecuaciones y 
estamos contando con el formato de la matriz para mantener las cosas en orden. 


■U33QEH Uso de la eliminacion gaussiana 

Aplique el metodo de eliminacion gaussiana para resolver el sistema 


'x + y~2z = 2 
x + 5y + 6z = 7 
k jc + 3y + 3z = 4. 
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Solucion Formamos la matriz aumentada del sistema y aplicamos operaciones entre filas 
hasta obtener la forma escalonada por filas: 


fa 


1 1 -2 2 
0 4 8 5 

.1 3 3 4. 

'1 1 -2 2 
0 4 8 5 

.0 2 5 2. 

'1 1 -2 2 

0 4 8 5 

.0 0 1 -jj 

1 1 -2 2 
0 1 2 | 
.0 0 1 4 - 


La ultima matriz aumentada esta en forma escalonada por filas y corresponde al sistema 



De la ultima ecuacion, vemos inmediatamente que z = 4- De la segunda ecuacion, obte- 
nemos y + 2 (— 5 ) = f o y = f. Finalmente, la primera ecuacion nos da x + f — 2 ( 4 ) = 2 
ox = — f. Por consiguiente, x = — f, y = |, z = es solucion del sistema. = 


| Uso de la eliminacion gaussiana 


Aplique el metodo de eliminacion gaussiana para resolver el sistema 
- 3y + z = 6 
f y — Z - -2 
{4x - y - z = 2. 


Solucion Realizamos operaciones entre filas: 


.0 


0 


"1 1 -1 
1 “I 
.0 0 0 
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La ultima matriz es la matriz aumentada del sistema 


fx + y- z — 12 
l y~lz=-2. 

Despejando x y y en terminos de z encontramos 


= 5Z - 2- 


Asf, el sistema dado es consistente, pero las ecuaciones son dependientes. Hay infinitas 
soluciones de los sistemas obtenidos asignando arbitrariamente valores reales a z. Si repre- 
sentamos z con a, las soluciones del sistema constan de todas las x,yyz que se definen 
por x = —fa, y = fa — 2, z = a, respectivamente, donde a es cualquier numero real. = 


La tecnica estudiada en esta seccion tambien es aplicable a los sistemas de m ecuaciones 
lineales con n incognitas. En el ejemplo que sigue consideramos un sistema de dos ecuacio- 
nes con tres incognitas. 


Uso de la eliminacion gaussiana 


Aplique la eliminacion gaussiana para resolver el sistema 


Solucion Tenemos 


f x + 2y - 4z = 6 
[5x- y + 2z= -3. 


-4 1 6 1 

2 1 — 3j 


n 2 -4 1 6 i 
[0 -11 22 1 — 33J 

fl 2 —4 1 6l 

[0 1 -2 1 3} 


De la ultima matriz en forma escalonada por filas obtenemos 

(x + 2y - 4z = 6 
{ y~2z = 3. 

Usando la segunda ecuacion para eliminar y de la primera obtenemos 




= 0 

= 2z + 3. 


Como en el ejemplo 4, podemos asignar cualquier valor a z. Por tanto, las soluciones 
del sistema estan definidas por x = 0, y = 2a + 3, z = a, donde a es cualquier 
numero real. = 


■ Eliminacion de Gauss-Jordan En el metodo de el imin acion de Gauss-Jordan, las opera- 
ciones elementales entre filas se continuan hasta obtener una matriz en la forma escalonada 
reducida por filas. Las matrices escalonadas reducidas por filas tienen las tres propiedades 
0 a iii) de la definicion 14.5.1 y una adicional: 

iv) Una columna que contiene 1 como primera entrada tiene ceros en todas las demas 
posiciones. 
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Forma escalonada reducida porfilas 

a) Las matrices aumentadas 

'1 0 0 7' 

0 10-1 
.0 0 0 0 . 

estan en forma escalonada reducida por filas. Debe comprobar que se satisfagan los cuatro 
criterios de esta forma. 

b) En el ejemplo 1 vimos que la matriz aumentada 

' 1461 ' 

0 15 8 

.0 0 12 . 

tiene forma escalonada por filas. Sin embargo, la matriz aumentada no tiene forma esca- 
lonada reducida por filas porque las entradas restantes (indicadas en rojo) de las columnas 
que contienen 1 como primera entrada no son todas cero. = 


To 0 1 -6 2 1 51 

[0 0 0 0 1 1 4 J 


Cabe seiialar que en la eliminacion gaussiana nos detenemos cuando hemos obtenido 
una matriz aumentada en forma escalonada por filas. En otras palabras, mediante secuencias 
diferentes de operaciones entre filas podemos llegar a distintas formas escalonadas por filas. 
Este metodo requiere despues de la sustitucion hacia atras. En la eliminacion de Gauss-Jordan 
terminamos cuando hemos obtenido la matriz aumentada en forma escalonada reducida por 
filas. Toda secuencia de operaciones entre filas producira la misma matriz aumentada en 
forma escalonada reducida por filas. Este metodo no necesita sustitucion hacia atras; la solu- 
tion del sistema sera evidente por inspection de la ultima matriz. En terminos de las ecua- 
ciones del sistema original, nuestro objetivo es simplemente igualar a 1 el coeficiente de la 
primera variable de la primera ecuacion* y luego usar multiplos de esa ecuacion para elimi- 
nar la variable de las demas ecuaciones. El proceso se repite con las otras variables. 


Reconsideration del ejemplo 3 

Cuando resolvimos el sistema del ejemplo 3, 

(x+ y~2z=2 
lx + 5y + 6z = 7 
U + 3y + 3z = 4, 

nos detuvimos al obtener una forma escalonada por filas. Ahora comenzaremos con la 
ultima matriz del ejemplo 3. Puesto que las primeras entradas de la segunda y la tercera 
filas son 1, debemos igualar a 0 las entradas restantes de la segunda y la tercera colum- 


0 1 
0 0 


0 1 
0 0 


0 

0 0 


0 0 
1 0 


* Siempre podemos intercambiar ecuaciones, pero s61o si la primera ecuacion contiene la variable X\. 
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La ultima matriz tiene forma escalonada reducida por filas. Teniendo en cuenta lo que 
significa la matriz en terminos de ecuaciones, de inmediato vemos que la solucion es 

v = -4 « = I „ = -i 


^EEEEEEl Sistema inconsistente 

Use la eliminacion de Gauss- Jordan para resolver el sistema 


' * + y = i 

4x — y = -6 
J2x - 3y = 8. 


Solucion En el proceso de aplicar la eliminacion de Gauss-Jordan a la matriz del sistema 
nos detenemos en 


1 1 
4 -1 
2 -3 


La tercera fila de la ultima matriz significa que Ox + Oy = 16 (o 0 = 16). Como no hay 
numeros x y y que puedan satisfacer esta ecuacion, concluimos que el sistema no tiene 
solucion, es decir, es inconsistente. = 


^EEEEE0 Balanceo de una ecuacion qufmica 

Balancee la ecuacion qufmica C 2 H 6 + 0 2 — > C0 2 + H 2 0. 

Solucion Buscamos los enteros positivos x, y, z y w para que la ecuacion balanceada 
x C 2 H 6 + y 0 2 z C0 2 + w H z O 

Como el numero de atomos de cada elemento debe ser igual en ambos lados de la ultima 
ecuacion, obtenemos un sistema homogeneo de tres ecuaciones con cuatro variables: 

carbono (C): 2x = Z 2x + Oy — z + Ow = 0 

hidrogeno (H): 6x = 2 W O 6x + Oy + Oz - 2w = 0 

oxfgeno (O): 2y = 2 z + w Ox + 2y — 2z — vv = 0 

Puesto que el ultimo sistema es homogeneo, debe ser consistente. Vease la section 13.1 

Realizando operaciones elementales entre filas, obtenemos 


'2 

6 

.0 


0 

0 

2 


O' 

0 

0. 


1 

0 

.0 


0 

1 

0 


0 

0 


-5 O' 

“I 0 
-f o. 


y, por tanto, una solucion del sistema es x = y = \a, z = |a, w = a. En este caso, a 
debe ser un entero positivo elegido de forma que x,y,zyw sean tambien enteros positivos. 
Para lograrlo, seleccionamos a = 6. Esto dax = 2, y = 7, z = 4 y w = 6. Asf, la ecuacion 
balanceada es 


2C 2 H 6 + 70 2 -> 4C0 2 + 6H 2 0 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-37. 


En los problemas 1 a 4, escriba la matriz de coeficientes y la 
matriz aumentada del sistema de ecuaciones dado. 

f 4* - 6y = 1 
' l * + 3y = 7 
' x - y + z = 1 
2y + 8z = 6 
7x — 3y — 5z = 0 
x-y =1 
y + z = 2 
2x — z = 3 


y + z - w = 2 
y-5z+ w = 1 
9w = 4 

y + 6 z = -1 


En los problemas 5 a 32, resuelva el sistema dado, o demues- 
tre que no tiene solution. Use eliminacion gaussiana o elimi- 
nation de Gauss-Jordan, segun lo indique su profesor. 

f 2x + 3y = 2 
5 ' I -4x + 6y = 0 
6 f 2 jci - x 2 =* -3 
' 13jc, + 2x 2 = 13 
|-x + 3y = 4 
l 3x - 9y - -12 


2x - 


= 1 


x - y + z — 2 

2x + y - z = 8 
2x + 2y + 3z= -3 
2x + y - 2z = 2 
x + 3y + z = 0 
4x + 2y + 2z = 1 
x - y + z = 3 
x + y - z = -5 
— 2x - y + z = 6 
x - y + z = 3 
— x + y + z = -1 
— 3x + 3y + z = -5 
x — 2y + z = 2 
2x - 4y + 2z = 4 
5x — y + 2z = 13 


12x + 2y - 4z = 26 
lx- y + z = -3 
3x + 6y — 9z = 38 

u + v - 3w = 6 
2u — v + 6w = 7 
3w — 9w = 9 


3x - 


= 1 


3x + 3y + 5z = 3 
3x + y + 3z = 2 

x x + 2x 2 + x 3 = 1 
2x, - x 2 + 4x 3 = 7 
3x t + 2x 2 — x 3 = 7 

2x — y + 2z = -1 
- x + y + 2z = —2 
— 4x + 3y + 2z = 0 

x - 2y + 3z = 2 
3x — y + 2z = -5 
x + 3y + 4z = 1 

2x + y - z = -1 
2x + 5y — 5z = 3 
x + y- z = 0 

x - 2y - z = 0 
x - 2y + 4z = 0 
2x + y + 3z = 0 

4x + y + z = 0 
x - 5y + 5z = 0 
x + y + z = 0 

5x — 7y + 6z = 0 
x — 2y + 6z = 0 
x- y-2z = 0 

x + y + z = 0 
x + 2y + 3z = 0 
— x + 6z = 0 


2x - y + z 

y + z- 

3 x-y + 

2x — z - 


= 1 
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x + y- Z+ w 
-x + y -2 z+ w 
2x — y + 3z ~ 2w 
3x - 2 y + z~ w 


{ x + 2y + w 

4x + 9y + z+ 12 w 
3x + 9y + 6z + 21 w 
3x + 9y + 6 z + 21 w 


28. 


x + y + z 
2x — y + 3z 
3x + 4z 
-x + 2y - 2 z 


29. 

30. 


f x - y + 4z = 1 
1.6x + y — z = 2 
(4x + 2y + z = 9 
l y-z=2 


2xi — 3 x 2 = 2 


31. < Xj + 2x 2 = 1 
1.3X! + 2x 2 = -1 




x - y + Z = 0 

x+y- z = 0 


4 

3 

-4 

3 

: 7 
= 21 
* 9 
= 9 
1 
0 
1 
3 


En los problemas 33 a 38, use el procedimiento ilustrado en 
el ejemplo 9 para balancear la ecuacion qulmica dada. 

33. Na + H 2 0 -► NaOH + H 2 

34. KC10 3 ^KCl + 0 2 

35. Fe 3 0 4 + C -> Fe + CO 


= Aplicaciones diversas 

43. Corriente de un circuito Se puede demostrar que las 
corrientes q, i 2 e i 3 de la red electrica que se ilustra en la 
FIGURA 14.5.1 satisfacen el sistema de ecuaciones lineales 

h ~ h ~ h = 0 
i : R + i 2 R 2 = E 

i 2 R 2 / 3 /^ 3 — 0, 


donde R\, R 2 , fi 3 y£ son constantes positivas. Use el 
metodo de eliminacion de Gauss-Jordan para resolver 
el sistema cuando Ri = 10, R 2 = 20,R 3 = 10 y E = 12. 


A 


'o r j o 


B 


R 3 


FIGURA 14.5.1 Red para el problema 43 

44. Total de A, B y C Una empresa tiene 100 empleados 
divididos en tres categorfas: A, By C. Como se muestra 
en la tabla siguiente, cada empleado realiza una aportacion 
diferente a un fondo de jubilacion. Despues de la negocia- 
cion de un nuevo contrato, la aportacion mensual de los 
empleados aumenta segun el porcentaje indicado. El total 
de $4 450 de aportaciones mensuales de todos los emplea- 
dos aumenta entonces a $5 270 a causa del nuevo contrato. 
Use el concepto de matriz aumentada para determinar el 
numero de empleados en cada categorfa. 


36. C 5 H 8 + 0 2 ^ C0 2 + H 2 0 

37. Cu + HN0 3 ^ Cu(N0 3 ) 2 + H 2 0 + NO 

38. Ca 3 (P0 4 ) 2 + H 3 P0 4 — ► Ca(H 2 P0 4 ) 2 

39. Encuentre una funcion cuadratica/[x) = ax 2 + bx + c cuya 
grafica pasa por los puntos (1, 8), (—1, —4) y (3, 4). 

40. Encuentre los coeficientes a, b, c de modo que (1, 1 , — 1), 
(—2, —3, 3) y (1, 2, — |) sean soluciones de la ecuacion 
ax + by + cz= 1. 

41. Encuentre x, y, z, w tales que 

x + y 2z + wl = \2 71 

5x — 3w y-wj L5 9] 



A 

B 

C 

Total de aportaciones 
mensuales 

Aportacion mensual 
al fondo de pensiones 
por empleado 

$20 

$30 

$50 

$4 450 

al mes por empleado 

10% 

10% 

20% 

$5 270 


= Problemas para calculadora 
o programa de computo 

En los problemas 45 a 48, use una calculadora o programa de 
computo para resolver el sistema dado. 


42. Escriba un sistema de ecuaciones correspondiente a la 
matriz aumentada. 

'3794 - 1 " 

1 -6 0 2 10 

7 0 -4 -5 0' 

_5 3 -1 0 4 _ 


{ x + y + z = 4.280 

0.2x - O.ly - 0.5z = -1.978 

4. lx + 0.3y + 0.12z = 1.686 

{ 2.5x + 1.4y + 4.5z = 2.6170 
1.35x + 0.95y + 1.2z = 0.7545 
2.7x + 3.05y - 1.44z = -1.4292 
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47. 


48. 


{ 1.2* + 3.5y 
0.2* - 6 Ay 
3.3* - 3.5y 
5.2* + 8.5y 


4.4z + 3.1w = 1.8 

2.3z + 5.4w = -0.6 

2.4z - O.lw = 2.5 

4.4z - 2.9 w = 0 


*i — x 2 — x 3 + 2* 4 — *5 = 5 

6x , + 9*2 - 6*3 + 17*4 - *3 = 40 

2*1 + *2 - 2*3 + 5*4 - *5 = 12 

*1 + 2*2 - *3 + 3*4 =7 

k *! + 2*2 + *3 + 3*4 =1 


14.6 Sistemas lineales: matrices inversas 

■ Introduce ion En esta section y en la siguiente centraremos la atencion unicamente en 
resolver sistemas lineales con n ecuaciones y n variable x h x 2 , ■ ■ ■, *„ : 

«„*! + a n x 2 + • • • + a Xn x n = b\ 

a n x \ + a 22 x 2 + • • • + a 2 n x n = b 2 

a„ 1*1 + a n 2*2 + • • • + a„„*„ = fc„. 

Si el determinante de los coeficientes de las variables del sistema (1) se denota por 


a n 


detA = 


°21 


Ol2 ' ' ' O lM 

a 22 ‘ ' ' a 2n 


entonces en esta section y en la section 14.7 resolveremos sistemas lineales como (1) bajo 
el supuesto adicional que det A¥= 0. 


■ Forma matricial de (1) Usando la multiplication e igualdad de matrices podemos escri- 
bir el sistema lineal (1) como la ecuacion de matrices 


o 11 o 12 

• • a ln 

”*i" 


"*1“ 

021 o 2 2 • 

■ ' o 2 „ 

*2 

= 

b 2 

_0„1 a n 2 • 

•• a nn _ 

_*„,_ 


_b„_ 


En otras palabras, si A es la matriz de coeficientes del sistema (1) podemos escribir (1) 


(3) 


donde 


on o 12 
A= ^ a ? 2 


- a n\ a n2 



^EEEHEIl Forma matricial de un sistema lineal 

El sistema de ecuaciones 


f 6* - y = 6 
{9x + 2y = -5 


(4) 
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puede escribir como 



■ Solucion matricial Si existe la inversa de la matriz de coeficientes de A, podemos resol- 
ver el sistema (3) multiplicando ambos miembros de la ecuacion por A 1 : 

A~\AX) = A~ l B 
(A _1 A)X = A~ l B 
IJt = A~ l B, 

o X = A~ X B. (6) 


| Reconsideracion del ejemplo 1 

Use la matriz inversa para resolver el sistema en (4). 

Solucion Como el determinante de la matriz de coeficientes A no es cero. 


y la matriz A tiene un inverso multiplicativo, entonces 

r 6 -iiiyi 


[6 -IT 


J implica 

LXJ L y ^ J 

Por cualquiera de los dos metodos de la seccion 14.4, tenemos que 


-IT 


i r 


ii 


21 L— 9 6j' 


Por tanto, se sigue a partir de (6) que la solucion de (4) es 



En consecuencia, x = \,y y — — 4 es la solucion del sistema dado. 


LESSEES Uso de una matriz inversa 

Use la matriz inversa para resolver el sistema 

{ 2x+ y + z = -1 
-x + 3y - z = 4 
x- y + z = 0. 

Solucion El sistema puede escribirse como 

2 l ilTx] r-f 

-1 3 -1 y = 4 . 

1 “1 lJLzJ L 0. 
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Como el determinante de la matriz de coeficientes es det A = 2 ^ 0, tenemos que su 
inversa es 


2 1 
-1 3 

1 -1 


ii -1 r 2 

-1 =3 o 

lj |_ —2 


-2 

1 

3 


-4' 

1 

7. 


Asi, por (6) tenemos que 




La solucion del sistema esta dada por x = —5, y = 2 y z = 7 . 


■ Reconsideracion de la recta de minimos cuadrados En la seccion 5.8 vimos que si 
tratamos de ajustar una recta y = mx + b a un conjunto de puntos de datos (jq, jq), (x 2 , y 2 ), 
. . ., ( x n , y n ), entonces my b debe satisfacer un sistema de ecuaciones lineales 

y x = mx x + b 

y 2 = mx 2 + b ^ 

y„ = mx n + b. 


En terminos de matrices, el sistema (7) es Y = AX, donde 


yi 





( 8 ) 


Definimos la solucion de (7) como los valores de m y b que minimizan la suma de erro- 
res cuadraticos 


E=[y i - ( mx ! + b)f + [y 2 - ( mx 2 + b )] 2 + • • • + [y n - (mx n + b )] 2 

y, correspondientemente, y = mx + b se conoce como recta de minimos cuadrados o recta 
del mejor ajuste de los datos. La pendiente m y la constante b se definen por cocientes com- 
plicados de las sumas dadas en (5) de la seccion 5.8. Estas formulas, que se obtienen por medio 
de calculo son, en realidad, soluciones de un sistema lineal con las dos variables m y b: 


(| > = iw, 

+ nb - ±y„ 


El sistema anterior puede escribirse de una manera especial usando matrices: 

A t AX = A t Y, (10) 
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donde A, X y Y se definen en (8). Puesto que A es una matriz de n X 2 y su matriz transpuesta 
A t es una matriz de 2 X n, el orden del producto A r A es 2 X 2. Ademas, a menos que todos 
los puntos de datos esten situados en la misma recta vertical, la matriz A r A no es singular. 
Por tanto, (10) tiene la solucion unica 

X = (A r A)~ 1 A r Y. (11) 

Decimos que X es la solucion de minimos cuadrados del sistema sobredeterminado (7). 

El ejemplo que sigue es el 2 de la seccion 5.8, pero esta vez resuelto con matrices. 


H3E2SEQ Ejemplo 2 de la seccion 5.8 

Obtenga la recta de minimos cuadrados para los datos (1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 6), (5, 5). 

Solucion La ecuacion lineal y = mx + b y los datos (1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 6), (5, 5) 
producen el sistema sobredeterminado 

1 = m + b 

3 = 2m + b 

4 = 3 m + b (12) 

6=4 m + b 

5=5 m + b. 


Escrita como ecuacion matricial Y = AX, (12) nos permite realizar las identificaciones 


Ahora 

y, por tanto, (11) resulta en 


{A T A)~ l = - _ 


-a: 


2 3 4 51 

1 1 1 lj 


■Hi]- 


■* 


De las entradas de la ultima matriz, la solucion de minimos cuadrados de (12) es m = 1.1 
y b = 0.5, y la recta de minimos cuadrados es y = l.Lc + 0.5. = 
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Notas del aula 

En conclusion, notamos que no todos los sistemas de ecuaciones lineales denXn con- 
sistentes pueden resolverse por el metodo explicado en los ejemplos 2 y 3. Como es evi- 
dente, este procedimiento no sirve para sistemas lineales en los que la matriz de coeficien- 
tes A no tiene inversa, es decir, para los sistemas en los que det A = 0. Sin embargo, cuando 
det A ^ 0, puede probarse que un sistema de ecuaciones lineales den X n tiene una solu- 
cion unica. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-37. 


En los problemas 1 a 18, escriba cada uno de los sistemas en 
la forma AX = B. Luego use la matriz inversa para resolver el 
sistema. 

, f * - 2y = 4 
' \2x + y = 3 
(3x — 3y = 12 
1 \lx + 4y = 8 
f 2x + 3y = 0 
2jc + 6y = -3 
( 2x + y = 0 
■ \- X + 4y = 0 

/ 4x+5y=l 
5 ' \-2x-3y = 2 
(x-y=l 
\x + y = l 


8. 

9. 


10. 


11. 


12. 


f x+ y = 0 
\-2x + 3y = -15 
f 3x + y = 6 
\lx — y = -1 
r x+ y+ z = 3 
<2x- y + z = 5 
{ 3y - 2z = -2 
(2x- y + z = 4 

< x+3y + z = -1 
{ x - 2y - z = 2 

( x+ y-z = 0 

< 2x - 3y + z = 7 
[ x + 2y-z=l 

{ x+ y- z = 0 
2x + y + z = 3 
2y + 3z = 12 


(~x+ y + 2z = 3 
13. < 2x + 3y + z = -1 
[ 3* + y — z = — 5 

{ x+ y — z = -2 
2x - 2y + z = 5 
4x + 2y + z = 0 

{ 4x + 8y — z = -1 
x-2y+ z = 5 
3x + 2y + 2z= 12 
I x+ z -0 

l -4x - 3y + 4z = 0 



y+z+w=2 
y+ w =- 1 
2y + z + w = 3 
z — w = i 


18. 


{ 2x+ y — z 
x+ y-2z 
2x + 2y + 
x+ y 


w = 2 

= -1 
3w = 11 


En los problemas 19 a 22, use una matriz inversa para resol- 
ver el sistema 


(5x + 9y = b x 
\4x + ly = b 2 
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En los problemas 23 a 28, proceda como en el ejemplo 4 y 
obtenga la recta de rru'nimos cuadrados para los datos que se 
indican. 

23. (2, 1), (3, 2), (4, 3), (5, 2) 

24. (0,-1), (1,3), (2, 5), (3, 7) 


donde x, y y z son, respectivamente, el numero de produc- 
tos fabricados esa semana en especial. 

31. Sondeo de profundidades Este problema muestra como 
se mide la profundidad del oceano y la velocidad del sonido 
en el agua con una sonda nautica. Suponga que un barco 
oceanografico emite ondas acusticas por medio del sonar 
y que los tiempos de llegada de las ondas reflejadas desde 
el fondo del oceano se graban en dos boyas rastreadoras 
(FIGURA 14.6.1). Usando la relacion distancia = velocidad 
X tiempo, vemos en la figura que 2/ , = vq y 2 1 2 = vt 2 , 
donde v es la velocidad del sonido en el agua, L y t 2 son 
los tiempos de llegada de las senales a las dos boyas, y Z, 
y l 2 son las distancias indicadas. 


25. (1,1), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5) 

26. (0, 0), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5) 

27. (0, 2), (1, 3), (2, 5), (3, 5), (4, 9), (5, 8), (6, 10) 

28. (1, 2), (2, 2.5), (3, 1), (4, 1.5), (5, 2), (6, 3.2), (7, 5) 


= Aplicaciones diversas 


En los problemas 29 a 31, use una matriz inversa para resol- 
ver el problema. 


29. Juego de numeros La suma de tres numeros es 12. El 
segundo numero es 1 mas que tres veces el primero, y el 
tercer numero es 1 menos que dos veces el segundo. 
Obtenga los numeros. 

30. Total de A, B y C Una companfa fabrica tres productos 
A,ByC con los materiales m u m 2 y m 3 . Las dos matrices 


ABC 
mA 1 1 2 ' 

m 2 2 3 1 y 

m 3 |_4 2 3. 


representan, a su vez, el numero de unidades de material 
usado en la elaboracion de cada producto y el numero de 
unidades de cada tipo de material usado en una semana 
especffica. Encuentre 



a) Demuestre que la velocidad v del sonido en el agua y 
la profundidad D del oceano satisfacen la ecuacion 
matricial 



[Pista: use el teorema de Pitagoras para relacionar 
d\ y D y l 2 , d 2 y D], 

b) Resuelva la ecuacion matricial del inciso a) para ob- 
tener formulas para vy Den terminos de las cantidades 
medibles d h d 2 , t\ y t 2 . 

c) Las boyas, rastreando a 1 000 y 2 000 m, registran los 
tiempos de llegada de las senales reflejadas en 1 .4 y 1 .8 
segundos, respectivamente. Encuentre la profundidad 
del oceano y la velocidad del sonido en el agua. 


| | 14.7 Sistemas lineales: determinantes 

■ Introduccion En ciertas circunstancias podemos usar determinantes para resolver siste- 
mas de n ecuaciones lineales con n variables. 

Suponga que las ecuaciones lineales del sistema 

(a l x + b 1 y = c 1 ^ 

\a 2 x + byy = c 2 
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son independientes. Si multiplicamos la primera ecuacion por b 2 y la segunda por —by obte- 
nemos 


J a l b 2 x + b 1 b 2 y — c x b 2 
\ ~a 2 b l x - b 2 b 1 y = ~c 2 b\. 


En la ultima forma del sistema podemos eliminar la variable y mediante la suma de las dos 
ecuaciones. Despejamos x para obtener 


C\b 2 ~ biC 2 
ayb 2 — b x a 


De igual forma, al eliminar la variable x encontramos 


a i c 2 c x a 2 

y = • 

ayb 2 — b x a 2 

Si representamos tres matrices de 2 X 2 con 


A 


k 6,1 


(3) 


(4) 


donde A es la matriz de coeficientes de (1), entonces los numeradores y el comun denomina- 
dor de (2) y (3) se pueden escribir como determinantes de segundo orden: 

, , \ a i b,\ , , |c, b, I , , I a, c,\ 

detA = , detA-^ = , detA = . (5) 

\ a 2 b 2 \ \c 2 b 2 \ | a 2 c 2 \ 

Los determinantes det A x y det A y en (5) se obtienen, a su vez, del det A sustituyendo los 
coeficientes de x y los coeficientes de y por los terminos constantes c, y c 2 del sistema (1). 
Con esta notation, resumimos la explication de manera compacta. 


Teorema 14.7.1 Dos ecuaciones con dos variables 

Si det A ¥= 0, entonces el sistema en (1) tiene la solucion unica 


detA* det A y 

(6) 

X det A ’ y det A ’ 


B r [ Aplicacion de (6) 

Resuelva el sistema 

f 3x - 
[ —2x + 

Solucion Puesto que 

detA = ^ 


y = -3 
4y = 6. 


= 10 # 0 , 


se deduce que el sistema tiene una solucion unica. Continuando, tenemos que 


det A x 


3 ' I = -6, detA 

6 4 1 J 


3 

-2 


— 3 1 

6| 


= 12 . 
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Por (6), la solucion esta dada por 


-6 _ _3 _ 12 _ 6 

10 ~ 5 Y y _ 10 _ 5’ 


Del mismo modo, la solucion (6) se puede ampliar a sistemas mas grandes de ecuaciones 
lineales. En particular, para un sistema de ecuaciones con tres variables, 

a x x + b x y + Ciz = cL x 

a 2 x + byy + c 2 z = d 2 (7) 

a 3 x + b 3 y + c 3 z = d 3 , 

y los determinantes analogos a los de (5) son 


b 2 c 2 , 


bi 
a 2 b 2 


Como en (5), los tres determinantes det A x , det A y y det A z se obtienen del determinante det 
A de los coeficientes del sistema, sustituyendo los coeficientes x,yy z, respectivamente, por 

los terminos constantes d u d 2 y d 3 en cada una de las tres ecuaciones lineales del sistema (7). ^ indicados en rojo cl,, d 2 y d 3 en 

La solucion del sistema (7) que es analoga a (6) se proporciona a continuacion. 


Teorema 14.7.2 Tres ecuaciones con tres variables 

Si det A A 0, entonces el sistema en (7) tiene la solucion unica 

det A* det A y detA z 

det A ’ y det A ’ Z det A 


Las soluciones de (6) y (9) son casos especiales de un metodo mas general conocido 
como la regia de Cramer, llamada as! en honor de Gabriel Cramer (1704-1752), matema- 
tico suizo quien fue el primero en publicar estos resultados. 


B ' i Aplicacion de la regia de Cramer 

Resuelva el sistema 


-x + 2y + 4z = 9 
x — y + 6z = ~2 
4x + 6y -2z= -1. 


Solucion Evaluamos los cuatro determinantes de 3 X 3 de (9) usando el desarrollo de 
cofactores. Para empezar, obtenemos el valor del determinante de los coeficientes en el 
sistema: 


det A = 


126 # 0. 
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El hecho de que este determinante no sea cero basta para indicar que el sistema es consis- 
tente y tiene una solucion unica. Continuando, tenemos que 


= -378, det A 


Por (9), la solucion del sistema es 


-378 _ 
126 


-3, y = - 


Cuando el determinante de los coeficientes de las variables en un sistema lineal es cero, 
la regia de Cramer no puede usarse. Como veremos en el ejemplo que sigue, esto no significa 
que el sistema no tenga solucion. 


H3E3SEE1 Sistema consistente 

Para el sistema 


vemos que 


f 4 X — 16y = 3 
\-x+ 4y = -0.75 


I 4 -161 

|-1 4 | 


16 - 16 = 0. 


A pesar de que no podemos aplicar (6), el metodo de eliminacion nos demostrara que el 
sistema es consistente, pero que las ecuaciones del sistema son dependientes. = 


Las ecuaciones de (9) pueden extenderse a sistemas de n ecuaciones lineales con n 
variables x h x 2 , . . ., x n . Para el sistema (1) de la seccion 14.6, la regia de Cramer es 
det A Xi det A Xi det A Xn 

Xl detA ’ Xl detA’’""’ X " detA ’ 

siempre que det A =A 0. Como cuestion practica, la regia de Cramer rara vez se usa en los 
sistemas con gran numero de ecuaciones, simplemente porque la evaluation de los determi- 
nantes es una tarea sumamente tediosa. Para sistemas grandes, los metodos analizados en la 
seccion 14.5 son los metodos de solucion mas eficientes. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-37. 


En los problemas 1 a 14, use la regia de Cramer para resolver 
el sistema dado. 

> = 7 
\?>x + 2y = 6 


f-x + 2y 
\ 4x - 2y 
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= 4 
= -1 


4 . 


(4x+ y = 1 
1 8* * ~2y = 2 


10 . 


11 . 


12 . 


f 2x - 5y = 5 
\ x + lOy = -15 


f -x - 3y = -7 
\-2x + 6y = -9 
f x+ y- z = 5 
< 2x - y + 3z = -3 
\2x + 3y = -4 

{ 2x + y - z = -1 
3x + 3y + z = 9 
x - 2)/ + 4z = 8 

{ 2x — y + 3z = 13 
3y+ z = 5 
x-7y+ z = -1 

{ 2x — y - 2z = 4 
4x — y + 2z = ~ 1 
2x + 3y + 8z = 3 
f x + y + z = 2 


4x - 8y + 3z = -2 
J2x - 2y + 2z = 1 
2x — y + z = 0 
x + 2y + z = 10 
k 3x + y =0 


x+y- z+ w 
-x - y 
2x + y — 3w = —4 

2y + z - 2w= -5 

x+ y-z =1 
x+ y + z + w = 3 
x - 2y + w = 4 
2y - z + 3w = 4 



= Aplicaciones diversas 

15. Dosis de vitaminas La dosis diaria recomendada en 
Estados Unidos, en porcentaje de contenido vitarmnico 
por onza de alimentos de los grupos X, Y y Z, se indica en 
la tabla siguiente: 


X Y Z 
VitaminaA 9 5 4 

VitaminaC 3 5 0 

VitaminaB, 24 10 5 

Use la regia de Cramer para determinar cuantas onzas de 
cada grupo de alimentos debe consumir todos los dias una 
persona para tomar 100% de la dosis recomendada diaria 
de vitamina A, 30% de la dosis recomendada diaria de 
vitamina B, y 200% de la dosis recomendada diaria de vita- 
mina C. Sean x, y y z el numero de onzas de los grupos de 
alimentos X,YyZ, respectivamente. 


| | 14.8 Criptografia 

■ Introduccion La palabra criptografia es una combination de dos vocablos griegos: crypto, 
que significa “oculto” o “secreto”, y grapho, que significa “escritura”. Asi, la criptografia es 
el estudio de “escrituras secretas” o codigos. En esta section consideraremos un sistema de 
codification y decodificacion de mensajes que requiere que tanto el remitente como el des- 
tinatario del mensaje conozcan: 

• Una regia de correspondencia especifica entre un conjunto de simbolos (como las letras 
del alfabeto y los signos de puntuacion que componen los mensajes) y un conjunto 
de numeros enteros. 

• Una matriz A no singular especificada. 

■ Codification y decodificacion Una correspondencia natural entre los 27 enteros no 
negativos y las letras del alfabeto y el espacio en bianco (para separar las palabras) esta dado 
por 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 

espacio abcdefghijklmnopqrstuvwxyz 

Usando la correspondencia (1), el equivalente numerico del mensaje 
SEND THE DOCUMENT TODAY 
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es 

19 5 14 4 0 20 8 5 0 4 15 3 21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25. (2) 


El remitente del mensaje lo codificara por medio de una matriz A no singular y el destinata- 
rio del mensaje codificado lo decodificara por medio de la matriz 4 1 (unica). La matriz A 
se llama matriz de codificacion y A 1 se llama matriz de decodificacion. El mensaje nume- 
rico (2) se escribe ahora como una matriz M. Puesto que hay 23 simbolos en el mensaje, 
necesitamos una matriz que tenga un minimo de 24 entradas (una matriz demXn tiene mn 
entradas). Optamos por escribir (2) como la matriz de 3 X 8 


20 0 20 15 


(3) 


Observe que la ultima entrada (u 38 ) de la matriz M es simplemente un relleno de un espacio 
representado por el numero 0. Desde luego, podrfamos haber escrito el mensaje (2) como una 
matriz de 6 X 4, o una matriz de 4 X 6, pero eso habrfa requerido una matriz de codificacion 
mas grande. La selection de una matriz de 3 X 8 nos permite codificar el mensaje por medio 
de una matriz de 3 X 3. El tamano de las matrices utilizadas tiene importancia solo cuando 
la codificacion y la decodificacion se hacen a mano, no en computadora. 

La matriz de codificacion A se elije o, mejor dicho, se elabora de modo que 

• A sea no singular 

• A tenga solo entradas de numeros enteros 

• A -1 tenga solo entradas de numeros enteros 


El ultimo criterio no es especialmente diffcil de cumplir. Solo debemos seleccionar las entra- 
das de enteros de A de manera que det A = ±1. Para una matriz de 2 X 2 o una de 3 X 3 
podemos obtener A -1 con las formulas en (5) y (6) de la section 14.4. Si A tiene entradas de 
enteros, entonces todos los cofactores A n , A 12 , etcetera, tambien son enteros. Para el analisis 
que nos ocupa, seleccionamos 


-1 0 -1 

2 3 4 


(4) 


Queda a su cargo comprobar que det A = — 1. 

El mensaje original se codifica premultiplicando la matriz M del mensaje por la matriz 
de codificacion A; es decir, el mensaje se envfa como la matriz B = AM. Usando (3) y (4), 
el mensaje codificado es 


-1 0 -1] [ 19 

2 3 4 0 

24 5j L 2 O 
-39 -5 -34 

118 22 153 

138 26 188 


5 14 4 0 

4 15 3 21 

0 20 15 4 

-19 -4 -21 

77 79 83 

95 104 97 


20 8 5' 

13 5 14 

1 25 0. 

-33 -5' 

131 52 

161 66. 


(5) 


Trate de imaginar la dificultad para decodificar la ultima matriz en (5) sin conocer A. 
Sin embargo, el destinatario del mensaje B conoce A y su inversa y, por tanto, la decodifica- 
cion es un calculo simple que consiste en premultiplicar B por la matriz de decodificacion 
A -1 : 


AM = B implica que M = A l B. 


( 6 ) 
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Para la matriz (4), tenemos por (6) de la section 14.4 que 
'1 4-3' 

A” 1 = 2 3 -2 

.-2 -4 3. 

En consecuencia, por (6), el mensaje decodificado es 


M = A -1 


1 


4 -3 
3 -2 


19 5 14 4 0 20 

0 4 15 3 21 13 

20 0 20 15 4 1 


-39 -5 

118 22 
138 26 188 


-34 

153 


-19 

77 


-33 

131 


19 5 14 4 0 20 8 5 0 4 15 3 21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25 0. 


Como el destinatario tambien conoce la correspondence original (1), el destinatario traduce 
los numeros en 


SEND_THE_DOCUMENT_TODAY_. 
donde hemos realzado los espacios en bianco con guiones bajos. 


■ Observaciones Aquf se imponen varias observaciones. La correspondence o asignacion 
(1) es una de muchas de este tipo que pueden establecerse entre las letras del alfabeto (incluso, 
podrfamos incluir signos de puntuacion, como coma y punto) y enteros. Usando las 26 letras 
del alfabeto y el espacio en bianco jpodemos establecer 27 de estas correspondences! (vease 
la section 15.6). Ademas, podrfamos haber usado una matriz de 2 X 2 para codificar (2). El 
tamano de la matriz del mensaje M habrfa tenido que ser por lo menos de 2 X 12 para con- 
tener las 23 entradas del mensaje. Por ejemplo, si las matrices de codification y del mensaje 
son, respectivamente, 


n 21 _ r 19 5 14 4 0 20 8 5 0 4 15 3l 

Lo lj y M ~[l\ 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25 0 J ’ 


entonces el mensaje codificado es 


f 61 31 24 32 40 20 48 35 


0 20 15 4 1 25 0j‘ 


Usando la matriz de decodificacion A = 


, obtenemos como antes 


M = A~ l B = 


fl —2] f 61 31 24 32 40 20 


35 8 6 65 3] 


lj L21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25 Oj 


r 19 5 14 4 0 20 8 5 0 4 15 3l 

[21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25 oj' 


No hay ninguna razon concreta por la que el mensaje numerico (2) deba dividirse en filas 
(vectores fila de 1 X 8) como en la matriz (3). Por otra parte, (2) podrfa dividirse en colum- 
nas (vectores columna de 3 X 1) como se muestra en la matriz 

"19 4 8 4 21 14 20 l" 

5 0 5 15 13 20 15 25 . 

.14 20 0 3 5 0 4 0. 
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Por ultimo, puede ser deseable enviar el mensaje codificado como letras del alfabeto en lugar 
de numeros. En el problema 13 de los ejercicios 14.8 mostramos como transmitir SEND THE 
DOCUMENT TODAY codificado como 

O VTHWFU V JVRW YB WY CZZNWPZL. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-37. 


En los problemas 1 a 6, a) use la matriz A y la corresponden- 
ce (1) para codificar el mensaje dado, y b) decodifique el 
mensaje codificado para comprobar su trabajo. 


1. A = 

2. A = 

3. A = 

4. A = 


; THE MONEY IS HERE 


; PHONE HOME 


MADAME X HAS THE PLANS 


"2 11 " 

5. A = 111; 

.-1 1 0 . 

"5 3 0" 

6. A = 4 3 -1 ; 

.5 2 2. 


GO NORTH ON MAIN ST 


DR JOHN IS THE SPY 


En los problemas 7 a 10, use la matriz A y la correspondence 
(1) para decodificar el mensaje dado. 

_ |"8 3] _ ["152 184 171 86 212] 

7 A “ 1.5 2J’ B ~ [ 95 116 107 56 133j 


_ r 46 -7 -13 22 -18 1 10] 

B ~~ [23 -15 -14 2 -18 -12 5J 

"1 0 1 " 

9. A = 0 1 0 ; 

.1 0 0 . 

"31 21 21 22 20 9" 

B = 19 0 9 13 16 15 

.13 1 20 8 0 9. 


' 36 32 28 61 26 56 10 12" 

B= -9 -2 -18 -1 -18 -25 0 0 

. 23 27 23 41 26 43 5 12. 


11. Usando la correspondence (1), se codifico un mensaje M 
usando una matriz de 2 X 2 para obtener 


r 17 16 18 5 34 0 34 20 

L— 30 -31 -32 -10 -59 0 -54 -35 

9 5 25] 

-13 -6 — 50 J 


Decodifique el mensaje si las primeras dos letras son DA 
y las ultimas dos letras son AY. 

12. a) Usando la correspondence 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
jklnmstuwxghio 
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 

pqrvyzabcdef espacio 

obtenga el equivalente numerico del mensaje 

BUY ALL AVAILABLE STOCK AT MARKET. 
(COMPRA TOD AS LAS ACCIONES 
DISPONIBLES EN EL MERCADO) 

b ) Codifique el mensaje posmultiplicando la matriz del 
mensaje M por 

"1 1 0 " 

A = 1 0 1 . 

.1 1 - 1 . 

c) Decodifique el mensaje codificado en el inciso b) para 
comprobar su trabajo. 

13. Considere las matrices Ayfi definidas en (4) y (5), res- 
pectivamente. 
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a) Vuelva a escribir B como la matriz B' usando enteros 
modulo 27.* 


* Para los enteros ay b, escribimos a = b (mod 27) si b es el residuo (0 £ b < 
27) cuando a se divide entre 27. Por ejemplo, 33 = 6 (mod 27), 28 = 1 (mod 
27), y as! sucesivamente. Los enteros negativos se manejan de la siguiente 
manera: como 27 = 0 (mod 27), entonces, por ejemplo, 25 + 2 = 0 (mod 27), 
por lo que tenemos entonces que — 25 = 2 (mod 27) y — 2 = 25 (mod 27). 
Ademas, —30 = 24 (mod 27, puesto que 30 + 24 = 54 = 0 (mod 27). 


b ) Compruebe que el mensaje codificado que se envfe en 
letras sea 

O VTHWFU V J VRW YB W Y CZZNWPZL . 

c) Decodifique el mensaj e codificado calculando A l B' 
y rescribiendo el resultado usando enteros modulo 
27. 
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Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Matriz: 
orden 
transpuesta 
producto escalar 
columna 
fila 

Identidad aditiva 
Inverso aditivo 
Suma de matrices 
Producto de matrices 
Identidad multiplicativa 


Determinante: 

menor 

cofactor 

Desarrollo por cofactores 
Inverso multiplicativo 
Matriz no singular 
Matriz singular 
Matriz adjunta 
Matriz aumentada: 

matriz de coeficientes 
Operaciones elementales entre filas 


Matrices equivalentes por filas 
Forma escalonada por filas 
Eliminacion gaussiana: 
sustitucion hacia atras 
Eliminacion de Gauss- Jordan 
Forma escalonada reducida por filas 
Recta de mfnimos cuadrados 
Regia de Cramer 
Criptograffa: 
codification 
decodificacion 


Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-37. 


= A. Verdadero ofalso 

En los problemas 1 a 12, responda verdadero o falso. 

1. Si A es una matriz cuadrada tal que det A = 0, entonces 

A -1 no existe. 

2. Si A es una matriz de 3 X 3 para la cual el cofactor 

|0 0| 

A n = I q > entonces det A = 0. 

3. Si A, B y C son matrices tales que AB = AC, entonces 

B = C. 

4. Toda matriz cuadrada A tiene una matriz inversa A -1 . 


5. Si AB = C y si C tiene dos columnas, entonces B necesa- 
riamente tiene dos columnas. 


6. La matriz A 


es singular. 


7. Si A y B son matrices singulares de 2 X 2, entonces 

A + B tambien es singular. 

8. Si A es una matriz no singular tal que A” = A, entonces 

det A = 1. 

. \a b 1 

9. Si A — | I y ad = be, entonces A no existe. 


G o] 


= a%. _ 


11. La matriz aumentada 


1 1 1 

0 1 0 

.0 0 0 

lonada reducida por filas. 


esta en forma esca- 


12. Si a =A 0 y b ¥= 0, entonces 

[o a r=[° i/fc i 

[b oj [l/a 0 j 


Ejercicio de 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problema 1 a 12, llene los espacios en bianco. 


1 . Si A tiene 3 filas y 4 columnas y B tiene 4 filas y 6 colum- 
nas, entonces el orden del producto AB es . 


2. Si A es de orden mXnySesde orden n X m, entonces 

el orden de AB es y el de BA es . 

3. Si A = (a,y) 4X 5 , donde ay = 2r — f, entonces la entrada 

de la tercera fila y segunda columna es . 


4. Suponga que A es una matriz cuadrada y B es una matriz 
que se formo al intercambiar las primeras dos columnas 
de A. Si detA = 12, entonces det B = . 


5. Si A 

6. Si A 


y det A = 2, entonces x = _ 


'-4 1 
1 5 


el cual AK = \K es 


7. Si A 


1 ] 


y A + B = O, entonces B = 


8. Si A = ($,y) 4x4 , donde ay = 0, con i A j, entonces det A 


9. Un ejemplo de una matriz A de 2 X 2 A / 2 tal que A 2 = I 2 
es . 


10. El menor determinante M 22 de la matriz A = 


11. El cofactor de 5 en la matriz A = 


12. Si A y B son matrices denXn cuyas entradas correspon- 
dientes en la tercera columna son iguales, entonces det(A 
- B) = 0 porque . 


= C. Ejercicios de repaso 

1. Resuelva las incognitas 

2. Para 


t - y 
3 


obtenga A + By (— 2)A + 3 B. 


3. Las corrientes de una red electrica satisfacen el sistema de 
ecuaciones 


{ h ~ h ~ h ~ U =° 
hRi = E 

i 2 R i i$R 2 = 0 

~ 4^3 = 0> 

donde R u R 2 , R^yE son constantes positivas. Use la regia 
de Cramer para demostrar que 



4. Se dice que dos matrices Ay B den X n son anticonmu- 
tativas si AB = —BA. Obtenga dos pares de matrices de 
2X2 diferentes que sean anticonmutativas. 

5. Encuentre todos los cofactores Ay de las entradas ay de la 
matriz 

'2 -2 r 

A = 5 -1 4 . 

.3 2 6. 

6. Demuestre que si A es una matriz no singular para la cual 
detA = 1, entonces A -1 = adj A. 


En los problemas 7 a 10, suponga que 


«13 

a 23 

%3- 


y det A = 2. Determine el valor del determinante dado. 


7. det(4A) 


a l2 a u a l3 

8. Cl 22 6E 2 1 $23 

-$32 $31 $33- 

$11 + $21 $12 + $22 $13 + $23 

9- $21 $22 $23 

$31 $32 $33 


10. 


-$11 

2$21 

-3$ 31 


— $12 — $13 

2$ 22 2$ 23 

3$32 3$ 33 _ 


En los problemas 1 1 y 12, evalue el determinante de la matriz 
dada. 


$ 0 
0 e 

f o 


0 

8 - 


0 1 r 

2 0 0 

1 -1 0 

0 -2 1 _ 


650 


CAPITUL0 14 Matrices y determinantes 


En los problemas 13 y 14, use los teoremas 14.4.1 y 14.4.2 
para obtener A -1 para la matriz dada. 


4 -2 
2 -1 


En los problemas 15 y 16, ejecute operaciones elementales 
entre filas para encontrar A -1 para la matriz dada. 


2 2 1 . 

En los problemas 17 y 18, escriba el sistema como una matriz 
aumentada. Resuelva el sistema por eliminacion gaussiana. 
*-y = 0 
x + y = 1 


1 ,{- 

\2x 3 


* + y — z = 3 
2x — y + z = 0 
-x + 3y + 2z = 0 


En los problemas 19 y 20, escriba el sistema como una matriz 
aumentada. Resuelva el sistema por eliminacion de Gauss- 
Jordan. 

x - y - 2z = 11 

2x + 4y + 5z = -35 

6x — z = -1 

20 . { y=U 

Uv + 3y = -5 

En los problemas 21 y 22, use una matriz inversa para resol- 
ver el sistema dado. 


>x + 6y — z = 4 
x + y + *=10 
x - y + 2z = 3 
4x - 5y = 8 
6x + 2y = 5 


En los problemas 23 y 24, aplique la regia de Cramer para 
resolver el sistema dado. 


f 0.5x - 0.2y = 

\o.6x + 0.8y = 


-1 


x + y - z = 0 
2x + 3y + 2z = 1 
— 4x + y + 2z = 2 


En los problemas 25 y 26, desarrolle el determinante d 
por cofactores que no sean los de la primera fila. 


27. Obtenga los valores de x para los cuales la matriz 

0 r 


es no singular. Obtenga A '. 
. Demuestre que la matriz 


es singular. 


En los problemas 29 a 40, suponga que 
A = [5 -6 7], B = 


C = 


2 4' 

1 -1 
2 1 . 


y d = 


Obtenga la matriz indicada si esta definida. 

29. A — B t 

30. — 3C 

31. A(2B) 

32. 5 BA 

33. AD 

34. DA 

35. ( BA)C 

36. ( AB)C 

37. C t B 

38. B t D 

39. C~\BA) 

40. C 2 
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41. Demuestre que no existe ninguna matriz de 2 X 2 con 
entradas reales tal que 


[? a- 


42. Demuestre que 

[ cos0 -sen0l _1 _ T cos 0 -sen0l 
|_-sen0 — cos 0 J |_ _ sen0 -cos0j' 


43. Sean Ay B matrices de 2 X 2. En general, ^es verdad 
que 


(AS) 2 = A 2 B 2 ? 


44. Demuestre que si A = 
donde A 2 = AA. 


entonces A 2 = A \ 


45. Demuestre que 


I flu a n 
I a n a 22 


1 a b c 

0 1 d e 

0 0 a n a 12 

0 0 d 2 i a 22 


46. Suponga que A es la matriz de 2 X 2 

a) Demuestre que la matriz A satisface la ecuacion A 2 — 
A — 2/ 2 = O, donde O es la matriz cero de 2 X 2. 

b ) Use la ecuacion del inciso a) para demostrar que 
A 3 = 3A + 2 1 2 y A 4 = 5A + 6 / 2 . [Pista: multiplique 
la ecuacion por A]. 

c) Use el miembro derecho de la ecuacion que corres- 
ponda del inciso b ) para calcular A 3 y A 4 . 

47. Demuestre que si X x y X 2 son soluciones del sistema homo- 
geneo de ecuaciones lineales AX = O, entonces + X 2 
tambien es una solucion. 


48. Use la matriz A = 


para codificar el mensaje 


SATELLITE LAUNCHED ON FRI 


Use la correspondencia (1) de la seccion 14.8. 
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SUCESIONES, SERIES Y PROBABILIDAD 

lb 



| En este capftulo 




15.1 Sucesiones 

15.2 Series 

15.3 Convergencia de sucesiones y series 

15.4 Induccion matematica 

15.5 Teorema del binomio 

15.6 Principios de conteo 

15.7 Introduction a la probabilidad 
Ejercicios de repaso 



Un poco de historia Este capftulo podrfa haberse titulado “Matematicas dis- 
cretas”, puesto que cada uno de los temas que consideraremos — sucesiones, 
series, induccion, teorema del binomio, conteo y probabilidad — dependen de 
manera especial solo de un conjunto de numeros enteros. Por ejemplo, veremos 
en la seccion 15.1 que una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto 
de los numeros enteros positivos. Cuando estudiemos probabilidad en la sec- 
cion 15.7 dejaremos el mundo de la certeza. En la vida un acontecimiento 
puede suceder o no. Cuando lanzamos una moneda al aire hay la misma pro- 
babilidad de que caiga cara o sello. Si se nos preguntara “^caera cara si se 
lanza la moneda?”, nuestra mejor respuesta serfa: “hay 50% de probabilidad 
de que aparezca cara”. En una terminologia matematica mas precisa, la pro- 
babilidad de que aparezca cara es de \ (una posibilidad entre dos). 

El ano 1654 marca el comienzo de la teorfa de la probabilidad. Fue entonces 
cuando el Chevalier de Mere, miembro de la nobleza francesa, le envio algu- 
nas preguntas que se le habian ocurrido mientras apostaba al matematico y 
filosofo Blaise Pascal (1623-1662). A Pascal se le desperto el interes y, a su 
vez, escribio a Pierre de Fermat (1601-1665), el matematico frances mas 
eminente de su tiempo. El resultado de este intercambio epistolar contenfa las 
deducciones basicas sobre el tema. 


Al lanzar un par 
de dados, i.que 
probabilidades 
hay de que saiga 
7?Vease el 
ejemplo 4 en la 
seccion 15.7 



I I 15.1 Sucesiones 

■ Introduction La mayorfa de la gente ha escuchado las frases “sucesion de cartas”, “suce- 
sion de acontecimientos” y “sucesion de cuotas del auto”. Intuitivamente podemos describir 
una sucesion como una lista de objetos, acontecimientos o numeros que vienen uno despues 
del otro, es decir, una lista de cosas dadas en algun orden definido. Los meses del ano se 
enumeran en el orden en que ocurren 

Enero, febrero, marzo, . . . , diciembre ( 1 ) 

y 3,4,5, 12 (2) 

son dos ejemplos de sucesiones. Cada objeto de la lista se llama termino de la sucesion. Las 
listas (1) y (2) son sucesiones finitas: la sucesion (1) tiene 12 terminos y la sucesion (2) tiene 
10 terminos. Una sucesion como 


1> 2> 3> 4> (3) 

donde no se indica el ultimo termino, se conoce como sucesion infinita. Los tres puntos de 
(1), (2) y (3) se llaman elipsis e indican que los terminos siguientes siguen la misma pauta 
que la establecida por los ya dados. 

► En este capftulo, a menos que se especifique otra cosa, usaremos la palabra sucesion para 
referimos a una sucesion infinita. 

Los terminos de una sucesion pueden colocarse en correspondence uno a uno con el 
conjunto N de los numeros enteros positivos. Por ejemplo, una correspondence natural para 
la sucesion en (3) es 


Debido a esta propiedad de correspondence, podemos definir una sucesion matematica- 
mente. 


Definition 15.1.1 Sucesion 


Una sucesion es una funcion / cuyo dominio es el conjunto N de los enteros positivos 
{1,2, 3,...}. 


Tenga en cuenta que, en algunos casos, conviene suponer que el dominio de una sucesion 
es el conjunto de los numeros enteros no negativos {0, 1, 2, 3, ...}. Una sucesion finita es 
tambien una funcion cuyo dominio es algun subconjunto { 1, 2, 3, ...,«} del conjunto N. 

■ Terminologia Los elementos del rango de una sucesion son, simplemente, los terminos de 
la sucesion. Supondremos, de aqui en adelante, que el rango de una sucesion es un conjunto 
de numeros reales. El numero/(1 ) se toma como primer termino de la sucesion, el segundo ter- 
mino es/(2) y, en general, el termino /i-esimo es/(n). Mas que usar notation de funciones, 
representamos los terminos de una sucesion usando submdices:/(l) = a\,f(2) = a 2 , . . ., y asf 
sucesivamente. El termino n-esimo fin) = a n se llama tambien termino general de la sucesion. 
Simbolizamos una sucesion 


d\, G-2, , Q n , . . . 

con la notation {a n }. Si identificamos el termino general en (3) como 1 In la sucesion 1, 5, j, . . . 
puede escribirse en forma compacta como { Un}. 
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^EEEEEXl Tres sucesiones 

Enumere los primeros cinco terminos de la sucesion dada. 
a) {2-} b) {^} C ) {^} 

Solucion Si n tiene los valores 1, 2, 3, 4 y 5, los primeros cinco terminos de las sucesio- 
nes (infinitas) son: 

a) 2 1 , 2 2 , 2 3 , 2 4 , 2 5 , . . . o 2,4,8,16,32,.... 

1 1 1 J. 1. J_ 1 

l 2 ’ 2 V 3 2 ’ 4 2 ’ 5 2 ’ ' ' ' ° 4’ 9’ 16’ 25’ " ' ' 

(~ l) 1 ~ 1 ( — l) 2 • 2 ( — l) 3 • 3 ( — l) 4 • 4 ( — l) 5 • 5 

C 1 + 1 ’ 2+1 ’ 3 + 1 ’ 4 + 1 ’ 5 + 1 
_ 1 2 _3 4 _5 
° 2’ 3’ 4’ 5’ 6’"" 

■ Sucesiones definidas recursivamente En vez de dar el termino general de una sucesion 
a\, a 2 , a 3 ,..., a„, a n+ 1,..., podemos definirla usando una regia o formula en la que a n+ \ se 
expresa usando los terminos anteriores. Por ejemplo, podemos hacer a\ = 1 y definir los 
terminos sucesivos como a n+ i = a n + 2 para n = 1, 2 ,..., entonces, 

dado 

4- 

a 2 = a x + 2 = 1 + 2 = 3, 

a 3 = a 2 + 2 = 3 + 2 = 5, 

a 4 = a 3 + 2 = 5 + 2 = 7, 

y asf sucesivamente. Se dice que estas sucesiones se definen recursivamente. En este ejem- 
plo, la regia a n+ \ = a n + 2 se llama formula de recursion. 

MSESHEH Sucesion recursiva 

Enumere los primeros cinco terminos de la sucesion definida por a x = 2 y a n+l = 
{n + 2 )a n . 

Solucion Se nos da a, = 2. De la formula de recursion tenemos, respectivamente, para 
n = 1,2, 3, 4,... 

dado 

a 2 = (1 + 2 )a x = 3(2) = 6, 
s 3 = (2 + 2)a 2 = 4(6) = 24, 
a 4 = (3 + 2 )a 3 = 5(24) = 120, 
a 5 = (4 + 2)a 4 = 6(120) = 720, 

y asf sucesivamente. Incluido el termino = 2, los primeros cinco terminos de la sucesion 
son 

2,6,24,120,720,... = 

Por supuesto, si elegimos un valor diferente para a, en el ejemplo, obtendremos una 
sucesion totalmente distinta. 

En el resto de esta seccion examinaremos dos tipos especiales de sucesiones que se 
definen median te formulas recursivas. 

■ Sucesion aritmetica En la sucesion 1, 3, 5, 7,..., notese que cada termino despues del 
primero se obtiene sumando el numero 2 al termino anterior. En otras palabras, los terminos 
sucesivos de la sucesion difieren en 2. Una sucesion de este tipo se conoce como sucesion 
aritmetica. 
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Definicion 15.1.2 Sucesion aritmetica 

Una sucesion tal que los terminos sucesivos a n+x y a n , para n = 1, 2, 3,..., tienen una 
diferencia fija a n+x — a n = d, se llama sucesion aritmetica. El numero d se llama diferen- 
cia comun de la sucesion. 


De a n+ 1 — a n = d obtenemos la formula recursiva 

a n+ i = a n + d (4) 

para una sucesion aritmetica con diferencia comun d. 


MBESHSSl Una sucesion aritmetica 

Los primeros terminos de la sucesion recursiva definida por a x = 3 y a n+ x = a n + 4 
son: 

a, =3 

a 2 = fll + 4 = 3 + 4 = 7, 

a 3 = a 2 + 4 = 1 + 4 = 11, 

a A = a 2 + 4 = 11 + 4 = 15, 

a 5 = a A + 4 = 15 + 4 = 19, 

o 3,7,11,15,19,.... 

Esta es una sucesion aritmetica cuya diferencia comun es 4. = 


Si tenemos a, como primer termino de una sucesion aritmetica, con una diferencia comun 
d, encontramos mediante la formula recursiva (4) que 

a 2 = a l + d 

a 3 = a 2 + d = ax + 2d 

a A = a 2 + d = a.\ + ?>d 


a n = a n - x + d = cii + (n — 1 )d 

y asf sucesivamente. En general, una sucesion airtmetica cuyo primer termino es a x y dife- 
rencia comun d esta dado por 

{«! + (n~ 1 )d}. (5) 


■ Sucesion aritmetica aplicando (5) 

Una mujer decide trotar una distancia particular cada semana de acuerdo con este programa: 
la primera semana trotara 1 000 metros por dia. Cada semana subsiguiente trotara 250 
metros mas por dfa de lo que troto la semana anterior. 

a) LQue distancia recorrera por dfa en la semana numero 26? 

b) /,En cual semana trotara 10 000 metros por dfa? 

Solucion En el ejemplo se describe una sucesion aritmetica con a t = 1 000 y d = 250. 
a ) Para hallar la distancia que la mujer trota por dfa en la semana numero 26, establece- 
mos n = 26 y calculamos a 26 usando (5): 

a 26 = 1 000 + (26 - 1)(250) = 1 000 + 6 250 = 7 250 
Asf, ella trotara 7 250 metros por dfa en la semana numero 26. 
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b ) Aquf se nos da a n = 10 000 y necesitamos encontrar n. Con base en (5) se desprende 
que 10 000 = 1 000 + (n — 1)(250) o 9 000 = (n — 1)(250); al despejar n queda: 

« - 1 = W = 36 o n = 37. 

Por tanto, ella trotara 10 000 metros por dfa en la semana numero 37. = 


HSISQSSS Calculo del primer termino 

La diferencia comun en una sucesion aritmetica es — 2 y el sexto termino es 3. Calcule el 
primer termino. 

Solucion Por (5), el sexto termino de la sucesion es 
a 6 = a x + (6 - Y)d. 

Estableciendo a 6 = 3 y d = —2, tenemos 3 = a.\ + 5(— 2) o cq = 3 + 10. Por ende, el 
primer termino es a\ = 13. 

Comprobacion La sucesion con a x = 13yd= — 2es 13, 11,9, 7, 5, 3,... El sexto termino 
de esta sucesion es 3. = 


■ Sucesion geometrica En la sucesion 1, 2, 4, 8,. . ., cada termino despues del primero se 
obtiene multiplicando el termino anterior por el numero 2. En este caso, observamos que la 
razon de un termino con el termino anterior es una constante: 2. Se dice que una sucesion de 
este tipo es una sucesion geometrica. 


Definicion 15.1.3 Sucesion geometrica 

Una sucesion cuyos terminos sucesivos a n+1 y a n , para n = 1, 2, 3,. . . tienen una razon fija 
a n+ ila n = r se llama sucesion geometrica. El numero r se llama razon comun de la suce- 
sion. 


De a n+ da n = r, vemos que una sucesion geometrica con una razon comun r se define 
mediante la formula recursiva 

a n+ i = a n r. (6) 


H3HSI3E13 Sucesion geometrica aplicando (6) 

La sucesion definida recursivamente por a x = 2 y a n+l = —3 a n es 

2, -6, 18, -54, ... 

Se trata de una sucesion geometrica con razon comun r = — 3. = 

Si tenemos a x = a como primer termino de una sucesion geometrica con razon comun 
r, hallamos a partir de la formula recursiva (6) que 


a 2 = a^r — ar 
a 3 = a 2 r = ar 2 
a 4 = a 3 r — at 2 
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y asi sucesivamente. En general, una sucesion geometrica con primer termino a y razon comun 
res 




( 7 ) 


Calculo del tercer termino 

Encuentre el tercer termino de una progresion geometrica con razon comun f y sexto 
termino . 

Solucion Primero calculamos a. Puesto que a 6 = y r = f, tenemos de (7) que 


128 /2V- 1 

81 _£ \3/ ' 


A1 despejar a encontramos 


a 


128 

81 

(§) 5 


2V3 5 ^ 


12. 


Aplicando (7) de nuevo con n = 3 obtenemos 


-Kir- 2 © 


El tercer termino de la progresion es a 3 = 


16 
3 ' 


■ Interes compuesto La cantidad inicial de dinero depositada en una cuenta de ahorro se 
llama capital y se representa por P. Suponga que la tasa de interes anual es r. Si el interes 
se compone anualmente, entonces al final del primer ano el interes sobre P sera Pr y la can- 
tidad A | acumulada en la cuenta al final del primer ano es el capital mas el interes: 

A l =P + Pr = P{ 1 + r). 

El interes ganado sobre esta cantidad al final del segundo ano es P( 1 + r)r. Si esta cantidad 
se deposita, entonces al final del segundo ano la cuenta contiene 

A 2 = P(1 + r) + P(1 + r)r 

= P{ 1 + 2r + r 2 ) = P(1 + r) 2 . 

Continuando de esta manera, podemos construir la tabla siguiente. 


Ano 

Cantidad al final del ano 

1 

P(1 + r ) 

2 

P(l + r) 2 

3 

P( 1 + L> 3 

4 

P(1 + r) 4 


Las cantidades de la segunda columna de la tabla forman una sucesion geometrica con el 
primer termino P(1 + r) y razon comun 1 + r. Asi, podemos concluir de (7) que la cantidad 
en la cuenta de ahorro al final del ano n-esimo es A n = [P(l + r)](l + r) n_1 o 

A n = P{ 1 + rf. (8) 

H3S3SEQ Interes compuesto 

El 1 de enero de 2010 se deposito un capital de $500 en una cuenta que paga 4% de inte- 
res compuesto anual. Calcule la cantidad que habra en la cuenta el 1 de enero de 2024. 
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Solucion Hacemos la identification P = 500 y r = 0.04. A1 lo. de enero de 2024, el capital 
habra devengado intereses durante 14 anos. Usando (8) y una calculadora, obtenemos 

A u = 500(1 + 0.04) 14 
= 500(1. 04) 14 
« 865.84. 

Redondeando al numero cerrado mas proximo, la cuenta tendra $866 despues de 14 
anos. = 


KkU 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-38. 


En los problemas 1 a 10, enumere los cinco primeros terminos 
de la sucesion dada. 


. {\n(n + 1)} 

/(-2T1 


12 . a n = 


\l /n. 


n es par 


19 . a 

20. a 


7 . {n cos n7r} 

8 - {h^f} 

io. {(-lf-'d + H) 2 } 

En los problemas 1 1 y 12, enumere los primeros seis terminos 
de una sucesion cuyo termino general se da. 

^ _ f— 2", n es impar, 

\n 2 , n es par 
J Vn, n es impar, 


= 3, a n = 


(- 1 )" 


En los problemas 13 y 14, descubra una pauta para la sucesion 
dada y determine los tres terminos que siguen al ultimo dado. 

13 . 1,2, £,4,4 6, . . . 

14 . 2, 3, 5, 8, 12, 17, . . . 


= b a n = ( — 

= 0, a n = 2 + 3a„_i 
= 2, a n = 

= 1 ,a n = ~ a n- 1 

= 0, a 2 = 1, a n = a n _! — a n _ 2 
= 7, a n+ \ =a n +2 


En los problemas 23 a 32, la sucesion dada es aritmetica 
o geometrica. Encuentre la diferencia aritmetica o la razon 
geometrica. Escriba el termino general y la formula recursiva 
de la sucesion. 

23 . 4, -1, -6, -11, . . . 

24 - 4 !> 4 1 * ■ ■ ■ 

25 . 4, -3, i -§,... 

26 . i 1 , !, 2 , . . . 

27 . 2, -9, -20, -31, . . . 

28 . 1, -3, 9,... 

29 . 0.1, O.Oly, 0.00 ly 2 , O.OOOly 3 . . . 

30 . 4x, lx, lOx, 1 3x . . . 

31 . |, ~i -£,... 

32 . log 3 2, log 3 4, log 3 8, log 3 16 . . . 

33 . Obtenga el vigesimo termino de la sucesion —1, 5, 11, 
17, . . . 

34 . Obtenga el decimoquinto termino de la sucesion 2, 6, 10, 


En los problemas 15 a 22, enumere los cinco primeros termi- 
nos de la sucesion definida por la formula recursiva dada. 


. Obtenga el quinto termino de una sucesion geometrica cuyo 
primer termino es 8 y cuya razon comun es — r = 
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36. Obtenga el octavo termino de la sucesion ^ 4 , 5, . . . 

2> • • ’ 

37. Obtenga el primer termino de una sucesion geometrica 
cuyos terminos tercero y cuarto son 2 y 8 , respectiva- 
mente. 

38. Obtenga el primer termino de una sucesion aritmetica 
cuyos terminos cuarto y quinto son 5 y — 3, respectiva- 
mente. 

39. Obtenga el septimo termino de una sucesion aritmetica 
cuyos terminos primero y tercero son 357 y 323, respec- 
tivamente. 

40. Obtenga el decimo termino de una sucesion geometrica 
cuyos terminos quinto y sexto son 2 y 3, respectiva- 
mente. 

41. Obtenga la sucesion aritmetica cuyo primer termino es 4 
y tal que la suma de los terminos segundo y tercero es 
17. 

42. Obtenga la sucesion geometrica cuyo segundo termino es 
1 tal que a 5 /a 3 = 64. 

43. Si se invierten $1 000 a 7% de interes compuesto anual, 
^cual es la cantidad que habra en la cuenta despues de 20 
anos? 

44. Calcule la cantidad que debe depositarse en una cuenta 
que paga 5% de interes compuesto anual para tener $10 000 
en la cuenta despues de 30 anos. 


51. Arbol genealogico Todo el mundo tiene un padre y una 
madre. Determine cuantos tatara-tatarabuelos tendra 
una persona. 

52. ^Cuantos conejos? Ademas de la famosa torre inclinada, 
la ciudad de Pisa, Italia, tambien es celebre porque ahl 
nacio Leonardo Pisano, tambien conocido como Leonar- 
do Fibonacci (1170-1250). Fibonacci fue el primero en 
Europa en introducir el sistema decimal indoarabigo y el 
uso de los numeros arabigos. Su obra Liber Abacci ( Libro 
del abaco), publicado en 1202 , es basicamente un texto 
sobre como hacer operaciones aritmeticas con este sistema 
decimal. Sin embargo, en el capltulo 12 Fibonacci plantea 
y resuelve el problema siguiente sobre la reproduccion de 
los conejos: 

iCuantas parejas de conejos se produciran en un ano 
comenzando con una sola pareja si, en cada mes, de cada 
pareja nace una nueva pareja que se vuelve productiva a 
partir del segundo mes? 


it 


en Pisa, Italia 


45. £ A que tasa de interes compuesto anual deben depositarse 
$450 para tener $759 en 8 anos? 

46. A la tasa de 6 % de interes compuesto anual, ^cuanto tiempo 
tardara en duplicarse la inversion inicial? 

= Aplicaciones diversas 

47. Ahorro en una alcancia Una pareja decide guardar $5 
cada mes el primer ano de su matrimonio, $15 cada mes 
del segundo ano, $25 cada mes del tercer ano, y as! suce- 
sivamente, aumentando la cantidad mensual en $10 cada 
ano. Calcule la cantidad que ahorraran cada mes del deci- 
moquinto ano. 

48. Ahorro en una alcancia (continuacion) En el problema 
47, halle una formula para la cantidad que la pareja debe 
ahorrar cada mes del ano n-e.simo. 

49. Crecimiento demografico Se observa que la poblacion 
de cierta comunidad crece geometricamente por un fac- 
tor de \ cada ano. Si al principio del primer ano la poblacion 
es de 1 000 , <;cual sera la poblacion al principio del unde- 
cimo ano? 

50. Utilidad Una pequena empresa espera que sus utilidades 
aumenten $10 000 al ano. Si la utilidad despues del primer 
ano es de $6 000 , ^cuanta utilidad puede esperar la empresa 
despues de 15 anos de operation? 


Discierna la pauta de la resolution de este problema y com- 
plete la tabla siguiente: 



Inicio 

Despues de cada mes 



1234 5 6 7 8 9 10 11 12 

Parejas de adultos 

1 

1235 8 13 21 

Parejas de bebes 

0 

1123 5 8 13 

Total de parejas 

1 

2 3 5 8 13 21 34 


53. Escriba cinco terminos, despues de los primeros dos, de 
la sucesion definida por medio de la formula recursiva 
F n+ i = F n + F„_ |, F l = 1, F 2 = 1. Los elementos del 
rango de esta sucesion se llaman numeros de Fibonacci. 
Reexamine el problema 52. 


= Para la discusion 

54. Compruebe que el termino general de la sucesion definida 
en el problema 53 es 


1 ( 1 + V5V 
" V5\ 2 ) 


( 1 - V5V 


Para ello, demuestre que este resultado satisface la formula 
recursiva. 

55. Encuentre dos valores de x tales que — §, x, — 2 8 7 , . . . es 
una sucesion geometrica. 
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H 15.2 Series 

■ Introduccion En el analisis siguiente, nos ocuparemos de la suma de los terminos de una 
sucesion. De especial interes son las sumas de los primeros n terminos de las sucesiones 
aritmeticas y geometricas infinitas. Para empezar, consideraremos una notacion especial que 
se emplea como una forma practica de abreviar una suma de terminos indicada. 

■ Notacion sigma Suponga que nos interesa la suma de los primeros n terminos de una 
sucesion {a n }. En lugar de escribir 


a l a 2 "b ■ ■ ’ + a n> 

los matematicos han inventado una notacion para representar tales sumas de manera con- 
cisa: 


2 a k = fli + a 2 + ■ ■ • + a n . 

Puesto que 2 es la letra mayuscula griega sigma, la notacion , a k se denomina notacion 

de suma o notacion sigma y se lee “la suma de& = 1 ak = nde a submdice k”. El subindice 
k se llama indice de la suma y asume los valores sucesivos 1, 2 


2 °*- 


la suma empieza con este numero 


WEmm Notacion sigma 

Escriba cada suma completa. 

«) S* 2 *)2( 3 * + 1 ) c) 

Solucion a) ^ & = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 = 1 + 4 + 9 + 16, 

b) 2 (3* + 1) = (3(1) + 1) + (3(2) + 1) + (3(3) + 1) + ■ • • + (3(20) + 1) 

= 4 + 7 + 10 + • • • + 61, 

C) E (-1)*%= (-1) 1+I «1 + (-1) 2+I a 2 + (-1) 3+1 «3 + • • • + (-1 ) n+1 a n 

= a l — a 2 + a 3 — ■ • ■ + ( — 1 ) n+l a n . = 

La eleccion de la letra que se usa como indice de la suma es arbitraria. Aunque regular- 
mente usamos la letra k, notamos que 

J>* = i a J = 

y asi sucesivamente. Tambien, como veremos en el ejemplo que sigue, podemos permitir 
algunas veces que el indice de la suma empiece con un valor diferente de k = 1. 
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^EEEHEH Aplicacion de la notacion sigma 

Escriba 1 — 2 + 4 — 8 + ' 4 4 + 256 en notacion sigma. 

Solucion Observamos que el termino k-e simo de la sucesion 1, — j, 4 , — g, . . . se puede 
escribir como (— 1 ) k l-, donde k = 0, 1, 2, . . . Notese tambien que 2I6 = 5*. Por tanto, 


2(-D*i = 


1 - - + -1 


■ Propiedades En el teorema que se presenta a continuation se da una lista de algunas 
propiedades de la notacion sigma. 


Teorema 15.2.1 Propiedades de la notacion sigma 


Suponga que c es una constante (es decir, no depende de k), entonces 
0 2 Cfl * = c %*b 2 C = nc > 


Hi) 2 (a* + b k) = 2^* + 2&*> 


iv) ^(a k - b k ) = _ 2X 


La propiedad 2) del teorema 15.2.1 simplemente factoriza un termino comun de una 
suma: 


= ca \ + ca 2 + 4 4 4 + ca„ = c(a[ + a 2 + 4 4 4 + a n) — c 2 a k- 
k = 1 i=l 

Para entender la propiedad ii), consideremos los siguientes ejemplos simples: 


2 + 2 + 2 = 3- 2 = 6 y 7 + 7 + 7 + 7 = 4- 7 = 28. 
Asi, si a k = c es una constante real para k = 1,2,..., n, entonces 


Por consiguiente, 

= c + C + C^-i 

i=l 

Por ejemplo, 2 i=1 ^ = 10 • 6 = 60. 


■ Series aritmeticas Recuerde que en (5) de la section 15.1 vimos que una sucesion arit- 
metica podia escribirse como {a t + (n — 1 )(/ } . La suma de los primeros n terminos de una 
sucesion aritmetica 


S„= 2J(d + (k - 1 )d) = a, + (a r + d) + ( fll + 2d) + ■ 4 4 + (a t + (n - l)d) (1) 


se llama serie aritmetica. Si representamos el ultimo termino de la serie en (1) con a n , enton- 
ces S n puede escribirse 

S n = («„ - (n - l)d) + 4 4 4 + (ct n - 2d) + (a„ - d) + a n . (2) 
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Invirtiendo los terminos en (1), tenemos 

S n = ( d\ + (n — 1 )d) + • • ■ + («i + 2d) + («i + d) + a\. (3) 

Sumando (2) y (3), obtenemos 

2 S n = (a, + a„) + (aj + a n ) + * • • 4- (a x + a„) + (a, + a n ) = n(ci\ + a n ). 



En otras palabras, la suma de los primeros n terminos de una sucesion aritmetica es el numero 
de terminos n multiplicado por el promedio del primer termino a t y el n-esimo termino a n de 
la sucesion. 


Series aritmeticas 

Halle la suma de los primeros siete terminos de la sucesion aritmetica {5 — 4(n — 1)}. 

Solucion El primer termino de la sucesion es 5 y el septimo es — 19. Si identificamos 
cii = 5, a 7 = — 19 y n = 7, se desprende de (4) que la suma de los siete terminos en la 
serie aritmetica es 


5 + 1 + (-3) + (-7) + (-11) + (-15) - (-19) 
/ 5 + ( — 19)\ 

S 7 = 7r ^ ) = 7(-7) = -49. 


Suma de los primeros 100 enteros positivos 

Halle la suma de los primeros 100 numeros enteros positivos. 

Solucion La sucesion de los numeros enteros positivos {&}, 

1,2,3,..., 

es una sucesion aritmetica con diferencia comun de 1 . Por consiguiente, con base en (4), 
el valor de .S' , 00 = l + 2 + 3 + -- - + 100 esta dado por 

(\ + 100 \ 

Sioo = 100( 1 = 50(101) = 5 050. = 

Otra forma de la suma de una serie aritmetica se obtiene sustituyendo + (n — \)d por 
a n en (4). Entonces, tenemos 


S n 


/2a, - 


(5) 


que expresa la suma de una serie aritmetica en terminos del primer termino, el numero de 
terminos y la diferencia comun. 


■SHEH Pago total de un prestamo 

Una mujer desea pagar un prestamo sin intereses de $1 300, cancelando $10 el primer mes 
y aumentando su pago en $15 cada mes subsiguiente. ^En cuantos meses pagara la tota- 
lidad del prestamo? Halle la cantidad del ultimo pago. 
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Solucion Los pagos mensuales forman una sucesion aritmetica con el primer termino 
a 1 = 10 y diferencia comun d = 15. Puesto que la suma de la serie aritmetica formada por 
la sucesion de pagos es $1 300, establecemos que S n = 1 300 en (5) y resolvemos para n: 

1300 


2 600 

Si dividimos entre 5 la ultima ecuacion, se simplifica a 3 n 1 + n — 520 = 0 o (3n + 40) 
(n — 13) = 0. Asf, n = — 40 on = 13. Puesto que n debe ser un entero positivo, concluimos 
que se necesitaran trece meses para pagar el prestamo en su totalidad. El pago final sera 

a 13 = 10 + (13 - 1)15 = 10 + 180 = $190. = 


/ 2(10) + (n - 1)15\ 


-■m 

= 5 n + 15 n 2 . 


■ Series geometricas La suma de los primeros n terminos de una sucesion geometrica 
{ar"~ 1 } es 


S„ = 1 = a + ar + ar 2 + • • • + ar" 1 (6) 

y se llama serie geometrica finita. Multiplicando (6) por la razon comun r obtenemos: 

rS n = ar + ar 1 + ar 3 + • • • + ar". (7) 

Restando (7) de (6) y simplificando obtenemos: 

S n ~ rS n = (a + ar + ar 2 + ■■■ + ar" -1 ) - (ar + ar 2 + ■ ■ ■ + ar") = a - a/ 1 
o (1 - r)S n = a( 1 - r"). 

Resolviendo esta ecuacion para S n obtenemos una formula para la suma de una serie geome- 
trica que contiene n terminos 


S„ 


a( 1 - r n ) 


( 8 ) 


Suma de una serie geometrica 

Calcule la suma 3+| + | + | + ^ + ^. 

Solucion Esta serie geometrica es la suma de los primeros seis terminos de la sucesion 
geometrica {3(j)" -1 }. Identificando el primer termino a = 3, la razon comun r = \yn = 6 
en (8), tenemos 

„ 3(1 -(i) 6 ) 3(1 -i) J 63 \ 189 

i-i -—r~ 


Suma de una serie geometrica 

Un urbanizador construyo una casa en 2002. Con sus utilidades pudo construir dos casas 
en 2003. Con las utilidades construyo cuatro casas en 2004. Suponga que puede continuar 
duplicando el numero de casas que construye cada ano y halle el numero total de casas 
que habra construido al final de 2012. 
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Solution El numero total de casas que construye en los 11 anos desde 2002 hasta 2012 
es la suma de la serie geometrica con primer termino a = 1 y razon comun r = 2. De (8) 
tenemos que el numero total de casas es 


Su 


1-(1 ~ 2 n ) 
1 - 2 


2 047. 


Retomaremos el tema de las series geometricas en la section 15.3. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-38. 


En los problemas 1 a 6, calcule la suma dada. 


v 1) 2 

2 . 2(“ 1)*2* 

3. SCfc-fc 2 ) 


4 - S 3 




30 

k 


e. 2 a 


En los problemas 7 a 10, escriba los terminos de la suma 
dada. 


7 . ivi 

8. ^ka k 

9 . 2 (- 1 r 

10- 2 * 2 /« 

En los problemas 1 1 a 16, escriba las series dadas en nota- 
tion sigma. 

11. 3 + 7 + 9 + 11 

12. 5 + f + l + T + f + f 
j — i + ~k — + — 

14. 1 + 6 + 7 + 8 + 9 

15. I + 3 + I + T5 + I 

ill 1 

16. a 0 + 3 a 2 + 5<i 4 + ja 6 + b , a 2n 

2n + 1 


En los problemas 17 a 22, halle la suma de las series aritmeti- 
cas dadas. 

17. 1 +4 + 7 + 10 + 13 

18. 131 + 111 +91+71 + 51+31 

19. 2 [3 + (k- 1)8] 

20 

20. 2 [-6 + (k~ 1)3] 

21. 12 + 5-2 100 

22. -5 - 3 - 1 + • • • + 25 

En los problemas 23 a 28, encuentre la suma de las series 
geometricas dadas. 


24. 7 + 14 + 28 + 56 + 112 + 224 

25. 60 + 6 + 0.6 + 0.06 + 0.006 

26. l-! + | 

27. 2H)*- 1 

28. Jxr 1 

29. Sea {a n } una sucesion aritmetica con d = 2, de modo que 
5 10 = 135. Obtenga a { y a w . 

30. Sea {a n } una sucesion aritmetica con ci\ = 4, de modo que 
S 8 = 86. Calcule a 8 y d. 

31. Suponga que cq = 5 y a n = 45 son los terminos primero 
y n-esimo, respectivamente, de una serie aritmetica en la 
que S n = 2 000. Encuentre n. 

32. Sea {a n } una sucesion geometrica con r = \, de modo que 
S 6 = y. Obtenga el primer termino a. 

33. La suma de los primeros n terminos de la sucesion geome- 
trica {2"} es S n = 8 190. Obtenga n. 
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, Obtenga la suma de los primeros 1 0 terminos de la sucesion 
aritmetica 


anual r, entonces la cantidad acumulada despues del 
n-esimo pago esta dada por 


S = P(l + r) n ~ x + E(1 + r) n ~ 2 + • • • + P(1 + r) + P. 


, Obtenga la suma de los primeros 1 5 terminos de la sucesion 
geometrica 


Este plan de ahorro se llama anualidad. Demuestre que 
el valor de la anualidad despues del n-esimo pago es de 


36. a) Obtenga una formula para la suma de los primeros n 
enteros positivos: 

1 + 2 + 3 + • • • + n 

b ) Reexamine la fotografia de la primera pagina del ca- 
pitulo 2. Suponga que el numerador de la fraccion es 
la suma de los primeros 100 enteros positivos. Obtenga 
el valor de la fraccion. 

37. Obtenga una formula para la suma de los primeros n nume- 
ros pares enteros. 

38. Obtenga una formula para la suma de los primeros n nume- 
ros impares enteros. 

39. Use el resultado obtenido en el inciso a) del problema 36 
para obtener la suma de los primeros 1 000 numeros ente- 
ros positivos. 

40. Use el resultado obtenido en el problema 38 para obtener 
la suma de los primeros 50 numeros impares enteros. 


= Aplicaciones diversas 

41. Ahorro en una alcancia Una pareja decide guardar $5 
cada mes el primer ano de su matrimonio, $15 cada mes 
del segundo ano, $25 cada mes del tercer ano y asf suce- 
sivamente, aumentando la cantidad mensual en $10 cada 
ano. Calcule la cantidad total que habran ahorrado al final 
del decimoquinto ano. 

42. Ahorro en una alcancia (continuation) En el problema 
41, encuentre una formula para calcular la cantidad total 
que la pareja habra ahorrado al final del n-esimo ano. 

43. Distancia recorrida Un automovil acelera a velocidad 
constante y recorre 2 metros en el primer segundo, 6 metros 
en el segundo, 10 metros en el tercero y asf sucesivamente, 
recorriendo 4 metros adicionales cada segundo. Calcule la 
distancia total que el automovil recorre despues de 6 segun- 
dos. 

44. Distancia total Halle la formula para la distancia total 
que recorre el automovil del problema 43 despues de n 
segundos. 

45. Anualidad Si la misma cantidad de dinero P se invierte 
cada ano durante n afios a una tasa de interes compuesto 


46. Rebotes de una pelota Una pelota se deja caer desde una 
altura inicial de 15 pies sobre una losa de concreto. Cada 
vez que rebota, alcanza una altura de 2/3 de la altura inme- 
diatamente anterior. <;Que altura alcanzara en el tercer 
rebote? en el n-esimo rebote? ^Cuantas veces tiene que 
rebotar la pelota en el concreto para que la altura alcanzada 
sea menor que 1/1 pie? (FIGURA 15.2.1). 



FIGURA 15.2.1 Rebotes de la pelota 
del problema 46 


47. Distancia total En el problema 46, obtenga la distancia 
total que la pelota ha recorrido hasta el momento en que 
golpea la losa de concreto por septima ocasion. 

48. Desalinizacion Una solucion de agua salada que contiene 
10 kg de sal se pasa por un filtro que elimina 20% de la sal. 
La solucion resultante se filtra de nuevo, con lo que se 
elimina 20% de la sal restante. Si se elimina 20% de la sal 
durante cada filtration, calcule la cantidad de sal que se 
elimina de la solucion despues de 10 filtraciones. 

49. Acumulacion de un medicamento Un paciente toma 50 
mg de un medicamento todos los dfas y de la cantidad 
acumulada, 90% se elimina a diario por medio de las fun- 
ciones corporales. Determine cuanto del medicamento se 
ha acumulado en el organismo inmediatamente despues 
de la octava dosis. 

50. Presentacion en forma de piramide Un comerciante de 
comestibles desea poner una exhibition de sopas enlatadas 
en forma de piramide con 20 latas en la primera fila, 19 
latas en la siguiente fila, 18 latas en la siguiente fila y asf 
sucesivamente, hasta que quede una sola lata hasta arriba. 
^Cuantas latas de sopa necesita para la presentacion? 
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Presentation de latas de sopa 

EE Para la discusion 

51. Maestro de ajedrez Cuenta la leyenda que el rey de un 
pais del Medio Oriente quedo totalmente fascinado con el 


nuevo juego de ajedrez y pregunto al campesino que lo 
habfa inventado como podia premiarlo. La modesta peti- 
tion del inventor fue que querfa la suma de los granos de 
trigo que llenaran el tablero de ajedrez de acuerdo con 
esta regia: 1 grano en el primer cuadro, 2 granos en el 
segundo cuadro, 4 en el tercero, 8 en el cuarto y asf suce- 
sivamente hasta llenar los 64 cuadros. El rey accedio de 
inmediato a esta solicitud. Si un kilogramo contiene 10 6 
granos de trigo, ^cuantos kilogramos le debfa el rey al 
inventor? ^Cree usted que el campesino haya vivido para 
ver su premio? 



Tablero de ajedrez 


| | 15.3 Convergence de sucesionesy series 

■ Introduction Las sucesiones y series son importantes y se estudian a profundidad en un 
curso tfpico de calculo. En ese estudio, distinguimos entre las sucesiones que son convergen- 
tes y las que son divergentes. En el analisis que sigue examinaremos estos conceptos desde 
un punto de vista intuitivo. 


I Convergence La .sucesion < 


> es un ejemplo de una sucesion convergente. Aunque 


es evidente que los terminos de la sucesion, 

12 3 4 
2’ 3’ 4’ 5’" 


aumentan a medida que n crece, los valores a n = — — — no se incrementan sin limite. Esto 
ocurre porque n < n + 1 y, por tanto, n + 


< 1 


para todos los valores de n. Por ejemplo, para n = 100, a l00 = jgf < 1. Ademas, los terminos 
de la sucesion se acercan cada vez mas ala medida que los valores de n se vuelven progre- 
sivamente mas grandes. Usando el sfmbolo — » para representar las palabras tiende a esto se 
escribe 


a n = — — — > 1 cuando n — > 

Para entender mejor lo anterior, dividiremos el numerador y el denominador del termino 
general «/(« +1) entre n: 
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A medida que 
tanto, 


el termino 1 In del denominador se aproxima cada vez mas a 0 y, por 


1 

1 



Escribimos lim — -j— j- = 1 y decimos que la sucesion | — ” ^ j converge en 1. 

■ Notacion En general, si el n-esimo termino a n de una sucesion \a n } se puede aproximar 
arbitrariamente a un numero L para n suficientemente grande, decimos que la sucesion {a n } 
converge en L. Para indicar que una sucesion es convergente en un numero L, escribimos 

a n — » L cuando n — > °° o lima, = L. 

Los conceptos “aproximar arbitrariamente” y “para n suficientemente grande” se definen 
con precision en un curso de calculo. Para los efectos de este curso, en la determinacion de 
si la sucesion {a n } converge o no, trabajaremos directamente con lim a n . El sfmbolo “lim” 
es la abreviatura de la palabra limit e. 

Resumimos el analisis a continuacion. 


Definicion 15.3.1 Sucesion convergente 

i ) Se dice que una sucesion [a n \ es convergente si 

lima,, = L. (1) 

Se dice que el numero L es el limite de la sucesion. 

ii) Si lim a n no existe, entonces se dice que la sucesion es divergente. 


Si una sucesion {a n } converge, su limite L es un numero unico. 

Si a n aumenta o disminuye sin limite cuando n — > °°, entonces {a n } es necesariamente 
divergente y escribimos, respectivamente, 

En cada caso, los llmites no exis- ^ lima„ = oo o limci„ = — o°. 

En el primer caso, decimos que { a„ } diverge al infinite y en el segundo, { a„ } diverge al 
infinite negativo. Por ejemplo, la sucesion 1, 2, 3, . . ., n, . . . diverge al infinite. 

Para determinar si una sucesion converge o diverge, a menudo debemos depender de 
procedimientos analiticos (como los del algebra) o de teoremas comprobados previa- 
mente. Por tanto, en esta breve exposicion aceptaremos sin comprobacion los tres resultados 
siguientes: 


lime = c, donde c es cualquier constante real, (2) 

lim — ^ = 0, donde r es un numero racional positivo, (3) 

limr" = 0, para | r \ < 1, con r un numero real diferente de cero (4) 
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^EEEEEXl Tres sucesiones convergentes 

a) La sucesion constante { 77 }, 


77, 77, 77, 77, . . . 


converge en 77 por ( 2 ), lfm 77 = t, 

f 1 1 

b ) La sucesion 4 j , 


1 1 1 1 q 1 J 1 1 

vT V2’ vT V 4 ’ " ' ° ’VS’ VT 2’ 

converge en 0. Con la identification r = \ en (3), tenemos 


Cuando n = 1 000 000, las leyes 
de los exponentes muestran que 
Vioooooo = °- 001 - 


“Vn 


c) La sucesion { (|) n } , 


I J_ J_ J_ 

2 ’ 2 2 ’ 2 3 ’ 2 4 ’ 


converge en 0. Con las identificaciones r 
lfcn(i) n = 0. 


1 1 M 
2’ 4’ 8’ 18’ " ' 

! y M = 5 < 1 en (4), vemos que 


El vigesimo termino de la suce- 
sion es aproximadamente 


■ Sucesiones divergentes 

a) La sucesion {(—l)" -1 }, 


es divergente. Cuando n — > los terminos de la sucesion oscilan entre 1 y — 1 . Por con- 
siguiente l£m(— 1)" no existe, ya que a n = (— 1)" no se aproxima a una sola constante L 
para valores grandes de n. 

b) Los primeros cuatro terminos de la sucesion {(§)"} son: 


2.5, 6.25, 15.625, 39.0625, . . . 


Como el termino general a n = (§)" aumenta sin llmite cuando n — > °o, concluimos que *4 El vigesimo termino de la suce- 

lim a„ = 0°; en otras palabras, la sucesion diverge al infinito. = S1<5n aproximadamente 

nr- b a 20 « 90 949 470.2. 


Desarrollando en (4) y el inciso b) del ejemplo 2 se puede probar que 

• La sucesion {r 11 } converge en 0 para |r| < l,y diverge para | r| > I. (5) 

Suele ser necesario manipular el termino general de una sucesion para demostrar su 
convergencia. 


H3HSSEQ Sucesion convergente 


Determine si la sucesion 



converge. 
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Solucion Si dividimos el numerador y el denominador entre n se deduce que 


I l 



cuando n — » Por tanto, podemos escribir 



La sucesion converge en 


Note que e~ n = (A)". Puesto que 
He < 1, se desprende de (4) 
que (±)® — > 0 cuando #—*■«, 


Sucesion convergente 


Determine si la sucesion { > converge. 

\3e n + 2 j B 

Solucion Puesto que e> l, unarapida inspection del termino general podria inducirlo a 
la falsa conclusion de que la sucesion diverge porque 1 2e n — 5 — > 00 y 3e" + 2 — > °° cuan- 
do n —¥ Pero si dividimos el numerador y el denominador entre e n y luego utilizamos 
12 — 5e~ n — > 12 y 3 + 2e~ n — > 3 cuando n — > °°, podemos escribir 


► 


Km 


12e” - 5 
3e" + 2 


Km 


12 - 5e~ n 
3 + 2e~ n 


12-0 
3 + 0 


La sucesion converge en 4. 


■ Series infinitas En ciertas circunstancias es posible asignar un valor numerico a una 
serie infinita. En la seccion 15.2 vimos que se pueden sumar los terminos de una sucesion 
usando notacion sigma. Relacionada con toda sucesion {a n \ hay otra sucesion llamada suce- 
sion de sumas parciales {S,,}, donde 5’| es el primer termino, S 2 es la suma de los primeros 
dos terminos, S 3 es la suma de los primeros tres terminos, etcetera. En sfmbolos: 

sucesion: cq, a 2 , a 3 , . . ., a n , ... 

sucesion de sumas parciales: a ] + a 2 , ci\ + a 2 + a 2 , a.] + a 2 + a 3 + ■■■ + a n , ... 

En otras palabras, la sucesion de sumas parciales para {a n } es la sucesion { } , donde el 
termino general se escribe S n = 2"=i a k- Igual que podemos preguntar si una sucesion {a„} 
converge, ahora podemos preguntar si una sucesion de sumas parciales converge. 

Esta pregunta se responde en la definicion siguiente. 


Definicion 15.3.2 Serie infinita convergente 

i ) Si cq, a 2 , a 3 , . . ., a n , . . . es una sucesion infinita, decimos que 

= a l + a 2 + a 3 + • • ■ + a n + • • • 

es una serie infinita. 

ii) Se dice que una serie infinita 2jt=i a k es convergente si la sucesion de sumas par- 
ciales {5„} converge, es decir, 

lmiS n = lmi = S- 

El numero S se conoce como la suma de las series infinitas. 

iii) Si Ifm5 n no existe, se dice que la serie infinita es divergente. 
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Aunque el sitio mas adecuado para seguir profundizando en los conceptos anteriores es 
un curso de calculo, de inmediato podemos ilustrar la nocion de convergencia de una serie 
infinita por medio de series geometricas. 

Todo estudiante de matematicas sabe que 

0.333... (6) ^ Suponga, con meros fines de ilus- 

tracion, que no conoce este 

es la representation decimal de un numero racional bien conocido. Los decimales en (6) son numero racional. 

iguales a la serie infinita 


0.3 + 0.03 + 0.003 + • • • = + igg + Y^jo + • • • 



Si consideramos la sucesion geometrica 

10 ’ 10 2 ’ 10 3 ’"’ 

es posible hallar una formula para el termino general de sucesion de sumas parciales aso- 
ciada: 


Sj =?||.= 0.3 

5 2 = ? 0 + & = 0.33 

5 3 = h + W + W = 0.333 (8) 

>S'n = re + lii ! + il 5 + ’" + T§ ; = 0-333 ... 3. 

En vista de que (8) de la section 15.2 tiene las identificaciones a = ^ y r = jq, podemos 
escribir el termino general S n de la sucesion (8) asf: 


Ahora dejamos que n aumente sin lfmite, es decir, n — > °°. A partir de (4) y (5), sabemos que 
— > 0 a medida que n — > °° y, por tanto, el lfmite de (9) es 


3 1 - (ra) n 
lfm S„ = Km V- 

»—■ " 10 1-4 


Asf, f es la suma de la serie infinita en (7): 


3 

9 ~ 3' 


- = Y— 

5 £ 10 * 


■ Series geometricas En general, la suma de una serie geometrica infinita 


2 ar k ~ l = a + ar + ar 2 + ■ ■ ■ + ar n ~ 1 + ••• (10) 

esta definida siempre que | r \ < 1. Para entender por que ocurre asf, recuerde que 

n a( 1 — 

S n = 2 ar ' C ~ 1 = a + ar + ar 2 + • • • + ar" -1 = -. (11) 

k= i 1 r 
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Si n — > 00 y usando r" — > 0 siempre que | r \ < 1, se observa que 


Por consiguiente, para | r | < 1, definimos la suma de la serie geometrica infinita en (10) 
como a/( 1 — r). 


Teorema 15.3.1 Suma de una serie geometrica 

i ) Una serie geometrica infinita ~^ k= , ar* 1 converge para | r | < 1 . La suma de la serie 
es entonces 

= a + ar + ar 2 + ■ ■ ■ + ar"- 1 + ■■■ = ||j-^ (12) 

ii) Una serie geometrica infinita 2* =1 ar k 1 diverge para | r | M 1. 


Una serie geometrica divergente 2* =1 ark * no t i ene suma - 

La formula (12) brinda un metodo para convertir un decimal periodico en un cociente 
de enteros. Aceptamos el hecho de que 


Todo decimal periodico es la suma de una serie geometrica infinita. 


Recuerde que en la seccion 2. 1 
vimos que un numero racional es 
el que tiene un numero decimal 
exacto o periodico. Un numero 
irracional es el que no tiene 
expansion decimal exacta ni perio- 


► Antes de dar otro ejemplo de esto, es preciso aclarar que un decimal periodico es un numero 
decimal que despues de un numero finito de posiciones decimales tiene una sucesion de uno 
o mas dlgitos que se repiten indefinidamente. 


LOESSES Decimal periodico 

Escriba 0.232323. . . como un cociente de enteros. 

Solucion Escrito como una serie geometrica infinita, el decimal periodico es lo mismo 
que 


23 23 23 23 

100 100 2 100 3 *= 1100 * 

Con las identificaciones a = royM = [, ^ [ <l,se deduce de (12) que 

oo oo _23_ 23 

_ 100 _ 100 _ ^ 

*= 1 100* 1 iqo ^5 99 


■IB Decimal periodico 

Escriba 0.72555 . . . como un cociente de enteros. 

Solucion El digito periodico 5 no aparece sino hasta la tercera position decimal, por lo 
que escribimos el numero como la suma de un decimal exacto y un decimal periodico: 
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geometrica 


0.72555 . . . = 0.72 + 0.00555 . . . 

= WO (l® "*■ 10 000 + 100 5 000 + ' ■ ') 

X 

= + 1 _ 1 ^P° r(12) 

1 10 

- J2 + 

— 100 ^ 900- 


Combinando los ultimos dos numeros racionales por un comun denominador obtenemos 


0.72555 . . . 


653 

900' 


Todo numero decimal periodico (numero racional) es una serie geometrica, pero no se 
quede con la impresion de que la suma de toda serie geometrica convergente es necesariamente 
un cociente de enteros. 


H3S3QEB Suma de series geometricas 

La serie infinita 1 — — + -^ — \ + ■ ■ ■ es una serie geometrica convergente porque 
e e e i 

| r | = | — l/e| = 1/e < 1. Por (12), la suma de la serie es el numero 

1 _ e 

1 - (-1/e) ~ e+1' 

Serie geometrica divergente 

La serie infinita 

2 — 3+f — §! + ••• 

es una serie geometrica divergente porque | r\ = \— 1| = | > L = 


Notas del aula 

i) Cuando una serie geometrica se escribe en notation sigma, es posible que no sea reco- 
nocible de inmediato, o si lo es, los valores de a y r pueden no ser evidentes. Por ejemplo, 
para darse cuenta de si 2„= ? 4(|) n+2 es una serie geometrica, es buena idea ampliar dos 
o tres terminos: 




En el miembro derecho de la ultima igualdad podemos hacer las identificaciones a = 4 ( ^ ) 5 

4(|) 5 

y | r | = \ < 1. En consecuencia, la suma de la serie es j- = 4. 

1 — 2 
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Si se desea, aunque no hay necesidad de hacerlo, podemos expresar 2: =J «§r«enla 
forma mas conocida 2* =1 ar k , donde k = n — 2. El resultado es 



ii ) En general, es muy diffcil obtener la suma de una serie infinita convergente con la 
sucesion de sumas parciales. En la mayorfa de los casos es imposible obtener una formula 
para el termino general S„ = i a k de esta sucesion. La serie geometrica es, desde luego, 
una exception importante. Sin embargo, hay otro tipo de serie infinita cuya suma se obtiene 
encontrando el llmite de la sucesion {S„}. Si le interesa, veanse los problemas 37 y 38 de 
los ejercicios 15.3. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-38. 


En los problemas 1 a 20, determine si la sucesion dada con- 
verge. 



13 . {cosn7r} 


14 . {senn7r} 



19. 

20. i + y + U + UH... 

En los problemas 21 a 26, escriba el decimal periodico como 
un cociente de enteros. 

21. 0.222... 

22. 0.555... 

23 . 0.616161... 

24 . 0.393939... 

25. 1.314314... 

26 . 0.5262626... 

En los problemas 27 a 36, determine si la serie geometrica 
infinita converge. Si es convergente, obtenga la suma. 

27 . 2 + 1 + | + • • • 
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30. 1 + 0.1 + 0.01 + • • • 

4 

31. 9 + 2 + - + • • • 

1 1 1 

32. + 

81 54 36 


' j,(V3- V2)‘- 

■ Krr^r 


35. i(-3)‘7-‘ 

35. 2X8)- 

1 

37. La serie infinita V — — es un ejemplo de una serie 

+ 1 ) 

telescopica. Para tal serie, es posible encontrar una 
formula para el termino general S n de la sucesion de sumas 
parciales. 

a ) Aplique la descomposicion en fracciones parciales 

1 _ 1 . _ 1 
k{k+ \)~ k k + 1 

como ayuda para encontrar una formula para S n . 
Esto tambien explica el significado de la palabra teles- 
copica. 

b ) Siga el procedimiento del inciso a) del problema 37 
para obtener la suma de la serie infinita 


2L 


(*+ mk + 2Y 


= Aplicaciones diversas 

39. Distancia recorrida Una pelota se deja caer desde una 
altura inicial de 15 pies sobre una losa de concreto. 
Cada vez que rebota, la pelota alcanza una altura de § de 
la altura inmediatamente anterior. Use una serie geometrica 
infinita para determinar la distancia que la pelota recorre 
antes de llegar al punto de reposo. 

40. Acumulacion de un medicamento Un paciente toma 15 
mg de un medicamento a la misma hora todos los dfas. Si 
80% del medicamento acumulado se elimina a diario por 
medio de las funciones corporales, ( ',que cantidad de medi- 
camento se habra acumulado en el organismo del paciente 
tras un periodo largo, es decir, cuando n — » °°? (Suponga 
que la medida de la acumulacion se toma inmediatamente 
despues de cada dosis.) 


= Problemas para calculadora/computadora 

41. Se puede demostrar que los terminos de la sucesion {a n } 
definida en terminos recursivos por la formula 



converge cuando a\ = 1 y r = 3. Use una calculadora para 
obtener los primeros 10 terminos de la sucesion. Conjeture 
cual es el lfmite de esta. 

42. Se sabe que la sucesion 

{1 + § + 3 + • • • + i - Inn} 

converge en un numero y, llamado constante de Euler. 
Calcule por lo menos los primeros 10 terminos de sucesion. 
Conjeture cual es el lfmite de esta. 


= Para la discusion 

43. Use algebra para demostrar que la sucesion{Vn(Vn + 1 
- Vn)} converge. 

44. Use la grafica de la funcion tangente inversa para demos- 
trar que la sucesion — arctan(n) j* converge. 

A2‘ - 1 

45. Se sabe que la serie infinita 2j — ^ — es convergente. 

Explique como se encuentra la suma de la serie. Plantee 
todos los supuestos que haga. 

46. Obtenga los valores de x para los que la serie infinita 

2 es convergente. 

47. La serie infinita 

1 + 1 + 1 


es una serie geometrica divergente con r = 1. Tenga en 
cuenta que la formula (5) no produce el termino general 
de la sucesion de sumas parciales. Encuentre una formula 
para S n y usela para sostener que la serie infinita es diver- 
gente. 

48. Considere la funcion racional/Cr) = 1/(1 — x). Demuestre 
que 


/,Para que valores de x es verdadera esta igualdad? 

49. Explique si la igualdad 1 = 0.999 . . . es verdadera o 
falsa. 

50. Lostrenesylamosca A una hora especffica, dos trenes, 
7j y T 2 , separados por una distancia de 20 millas en la 
misma via, inician una ruta de colision a la velocidad de 
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10 mi/h. Suponga que en el preciso instante en que los 
trenes se ponen en marcha, una mosca levanta el vuelo 
desde el frente del tren 7\ y vuela a una velocidad de 20 
mi/h en lfnea recta hacia el frente del motor del tren T 2 , en 
seguida, vuela de regreso al tren 7) a 20 mi/h y de nueva 
cuenta a T 2 , y asf sucesivamente. Use una serie geometrica 
para calcular la distancia total recorrida por la mosca 
cuando los trenes chocan (y aplastan a la mosca). Luego 
aplique el sentido comun para obtener la distancia total 
que vuela la mosca (FIGURA 15.3.1). 

— * — * . 

i ■ 1 ■ fw m m*' ■ ' * ** 

FIGURA 15.3.1 Los trenes y la mosca para el problema 50 

51. Cuadrados inscritos En la FIGURA 15.3.2 el cuadradorojo 
mide una unidad por lado. Se inscribe un segundo cuadrado 
azul dentro del primero conectando los puntos medios del 
primero. Se inscribe un tercer cuadrado verde conectando 
los puntos medios del segundo, y asf sucesivamente. 



FIGURA 15.3.2 Cuadrados 
inscritos unos dentro de otros 
para el problema 5 1 


a) Obtenga una formula del area A n del n-esimo cuadra- 
do inscrito. 


b ) Haga una conjetura sobre la convergencia de la suce- 
sion {A n }. 

c) Considere la sucesion \S n }, con S n = A x + A 2 H f A„. 

Calcule los valores numericos de los primeros 10 ter- 
minos de esta sucesion. 

d) Haga una conjetura sobre la convergencia de la suce- 
sion {Sn}. 

52. Longituddeuntrayectopoligonal En la FIGURA 15.3.3 hay 

doce rayos azules que emanan del origen, y el angulo entre 
cada par de rayos consecutivos es de 30°. El segmento de 
recta AP X es perpendicular al rayo L h el segmento de recta 
P\P 2 es perpendicular al rayo L 2 , y asf sucesivamente. 

a) Demuestre que la longitud del trayecto poligonal rojo 
AP X P 2 P 3 .. . es la serie infinita 

AP l + P ] P 2 + P 2 P 3 + P 3 E 4 +— = 
sen 30° + (cos 30°) sen 30° + (cos 30°) 2 
sen 30° + (cos 30°) 3 sen 30° + • ■ • 

b ) Obtenga la suma de la serie infinita del inciso a). 



FIGURA 15.3.3 Trayecto poligonal para el problema 52 


| | 15.4 Induccion matematica 

■ Introduction Con frecuencia una afirmacion o proposition que depende de los numeros 
naturales o enteros positivos N = { 1, 2, 3, . . . } se puede demostrar usando el principio de 
induccion matematica. Suponga que podemos demostrar dos cosas: 

• Una proposition es verdadera para el numero 1 

• Siempre que la proposition es verdadera para el numero entero positivo k, entonces 
es verdadera para el siguiente entero positivo k + 1. 

En otras palabras, supongamos que podemos demostrar que 

la proposition es verdadera para 1 1 (1) 
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y que la 


e implica que 


<;Que podemos concluir de esto? Por (1) tenemos que 


la proposicion es 
verdadera para k + 1 . 


la proposicion es 
verdadera para k 


( 2 ) 


la proposicion es verdadera para el numero 1, 

y por (2), la proposicion es verdadera para el numero 1 + 1=2. 

Ademas, se deduce ahora de (2) que 

la proposicion es verdadera para el numero 2+1 = 3, 
la proposicion es verdadera para el numero 3 + 1=4, 
la proposicion es verdadera para el numero 4+1 = 5, 

y asf sucesivamente. Simbolicamente, podemos representar esta sucesion de implicaciones 
mediante 


I la proposicion es I I la proposicion es I 

| verdadera para 2 | | verdadera para 3 | 

Parece claro que la proposicion debe ser verdadera para todos los enteros positivos n. Esta 
es precisamente la afirmacion del principio siguiente. 


la proposicion es 
verdadera para 1 


Teorema 15.4.1 Principio de induccion matematica 

Sea 5(n) una proposicion que contiene un numero entero positivo n tal que 

i ) 5(1) es verdadera, y 

ii) siempre que S(k) es verdadera para un numero entero positivo k, entonces S(k + 1) 
tambien es verdadera. 

Entonces, S(n) es verdadera para todo entero positivo. 


Aunque hemos planteado el principio de induccion matematica como teorema, en reali- 
dad se considera que es un axioma de los numeros naturales. 

A manera de analogfa del principio anterior con la fisica, imagine que tenemos una fila 
interminable de fichas de domino espaciadas correctamente y cada una en position vertical. 

Suponga que podemos demostrar que siempre que una ficha de domino (por ponerle un 
nombre, la fc-esima ficha de domino) cae, la ficha que tiene al lado [la ficha (k + 1)] tambien 
cae. Entonces concluimos que todas las fichas de domino deben caer siempre que podamos 
demostrar algo mas, es decir, que la primera ficha de domino cae. 

Ilustraremos ahora el uso de la induccion con varios ejemplos. Comencemos con uno de Fichas de domino 
aritmetica. 



Aplicacion de la induccion matematica 

Demuestre que la suma de los primeros numeros enteros positivos n esta dada por 

l+2 + 3 + -- - + n = + l \ (3) 

Solution Aquf la proposicion S(n) es la formula que vimos en (3). El primer paso con- 
siste en demostrar que 5(1) es verdadera, donde 5(1) es la proposicion 


Puesto que esto es claramente verdadero, la condicion i) se satisface. 
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El paso siguiente consiste en comprobar la condition ii). Esto requiere que, con base en 
la hipotesis “S(k)e s verdadera”, demostremos que “S(k + 1) es verdadera”. Asf, suponemos 
que la proposition S(k), 


1+2 + 3 + ■■■ + k = — 

2 

es verdadera. De esta suposicion necesitamos probar que S(k + 1), 

1 + 2 + 3 + ... + (t+ 1 ) ,M±i)+±i)±il, 


es tambien verdadera. Ahora, con base en (4) y en el algebra podemos obtener una formula 
para la suma de los primeros k + 1 enteros positivos 


por (4), esto es igual a } 11 

1 + 2 + 3 + ••• + &+(&+ 1) = 


2 + (* + 1 ) 
kjk + 1) + 2 {k + 1) 


(k+ !)[(*+!) + 1] 


Asf, hemos demostrado que la proposition S(k + 1) es verdadera. Se deduce del principio 
de induction matematica que S(n) es verdadera para todo entero positivo n. = 


En algebra basica aprendimos a factorizar. En particular, de las factorizaciones 


X 2 — y 2 = (X — y)(x + y), vease (4) de la section 2.7 
X 3 — y 3 = (x — y)(x 2 + xy + y 2 ), <- vease (5) de la seccion 2.7 

= (JC 2 _ yl Xx 2 + = (jc - y)(x + y)(x 2 + y 2 ), 

una conjetura razonable es que x — y siempre es un factor de x" — y" para cualquier entero 
positivo n. Ahora demostraremos que esto es asf. 


ME2IE21E3 Aplicacion de la induction matematica 

Demuestre por induction matematica que x — y es un factor de x" — y" para cualquier 
entero positivo n. 

Solution Para la proposition S(n), 

x — y es factor de x" — y", 

debemos demostrar que las dos condiciones, i ) y ii) del principio de induction matematica 
se cumplen. Para n = 1 tenemos la proposition verdadera Si 1 ) 

x — y es un factor de x 1 — y 1 . 


Ahora suponemos que S(k), 

x — y es factor de x* — y*, 
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es verdadera. Usando esta suposicion, debemos demostrar que S(k + 1) es verdadera; o 
sea, x — y es un factor de x k+1 — y k+i . Para ello, restamos y sumamos xy k a x k+i — y k+ 1 : 

se supone que aqul hay un 

x - y es un factor factor de 
0 de este termino x — y 

x k+1 - y k+l = x i+I - xy k + xy k - y k+l = x(x k - y k ) + y k (x - y). (6) 

Pero, por hipotesis, x — y es un factor de x k — y k . Por tanto, x — y es un factor de cada 
termino del miembro derecho de la ecuacion (6). Se deduce que x — y es un factor del lado 
derecho, y asf hemos demostrado que la proposicion S(k + 1), 

x — y es un factor de x k ’ 1 — y k ' 1 , 

es verdadera. Se deduce del principio de induction matematica que x — y es un factor de 
xT-f para cualquier numero entero positivo n. = 


■ : ' 2SZ-Z: Aplicacion de la induction matematica 

Demuestre que 8” — 1 es divisible por 7 para todos los enteros positivos n. 

Solution S(n) representa la proposicion “8" — 1 es divisible entre 7 para todos los ente- 
ros positivos n”. Con n = 1, vemos que 8 1 — 1 = 7, como es evidente, es divisible en- 
tre 7. 

Por tanto, 5(1) es verdadera. Supongamos ahora que S(k) es verdadera; es decir, 8* — 1 
es divisible entre 7 para algun numero entero positivo k. Con base en esta suposicion, 
debemos demostrar que 8^ +1 — 1 es divisible entre 7. Considere 

8 *+i _ i = 8 * 8 _ i 

= 8 A ( 1 +7) — 1 <— reacomodando los terminos 

= (8* - 1) + 7 ■ 8*. 

se supone que es divisible entre 7 
divisible entre 7 

La ultima igualdad demuestra que S(k + 1) es verdadera, ya que tanto 8* -1 como 7 ■ 8* 
son divisibles entre 7. Se deduce del principio de induccion matematica que S(n) es ver- 
dadera para todo numero entero positivo n. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-38. 


En los problemas 1 a 20, use el principio de induccion mate- 
matica para demostrar que la proposicion dada es verdadera 
para todo entero positivo n. 

1. 2 + 4 + 6 + ■ ■ ■ +2n = n 2 + n 

2. 1 + 3 + 5 + • • • + (2n - 1) = n 2 

3. I 2 + 2 2 + 3 2 + ■■■ + n 2 = \n{n + l)(2n + 1) 

4. I 3 + 2 3 + 3 3 + ■■■ + n 3 = \n\n + l) 2 



6 . 2 ( 4 * -5) =«(2n-3) 

7 — + — + — + | 1 _ n 

1- 2 + 2-3 + 3- 4 + ”’ + n(n+l) ^ + 1 

111 1 

8. h + h • • • H 

2- 3 3-4 4-5 (n + l)(n + 2) 

_ In + 4 

9 . l + 4 + 4 2 + • • • + 4" _1 = |(4" - 1) 

10. 10 + 10 2 + 10 3 + • • • + 10" = g(10" + 1 - 10) 
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11 . n 3 + 2n es divisible entre 3 

12. n 2 + n es divisible entre 2 

13. 4 es un factor del 5" — 1 

14. 6 es un factor den 3 — n 

15. 7 es un factor de 3 2 " - 2" 

16. x + y es un factor de x 2n 1 + 

17. Si a & —1, entonces (1 + a) n 

18. 2n<2" 


19. Si r > 1, entonces r" > 1 

20. Si 0 < r < 1, entonces 0 < r" < 1 

= Para la discusion 

21. Si suponemos que 

2 + 4 + 6 + -- - + 2n = n 2 + n+ l 

es verdadera para n = k, demuestre que la formula es 
> ] + na verdadera para n = k + 1. Sin embargo, demuestre que la 

formula misma es falsa. Explique por que esto no infringe 
el principio de induccion matematica. 


15.5 Teorema del binomio 


■ Introduccion Cuando (a + bf se desarrolla para un entero positivo arbitrario n, los 
exponentes de a y b siguen un patron definido. Por ejemplo, de 

( a + b) 2 = a 2 + 2 ab + b 2 

(. a + b ) 3 = a 3 + 3 a 2 b + 3 ab 1 + b 3 

( a + b ) 4 = a 4 + 4 a'b + 6 a 2 b 2 + 4 ab 3 + b A , 


vemos que los exponentes de a disminuyen en 1, comenzando con el primer termino, mientras 
que los exponentes de b aumentan en 1, comenzando con el segundo termino. En el caso de 
(i a + bf, tenemos 


(a + bf = a 4 + 4 a 3 b ] + 6 a 2 b 2 + 4a l b 3 + b 4 . 


Para desarrollar este patron consideramos que el primero y el ultimo terminos deben multi- 
plicarse por b° y a 0 , respectivamente; es decir, 

(a + bf = cfb° + 4 a 3 b l + 6 a 2 b 2 + 4a' b 3 + a°b 4 . (1 ) 

Tambien notamos que la suma de los exponentes de cada termino en el desarrollo de ( a + bf 

es 4. Por ejemplo, en el segundo termino tenemos 4 a 3 b l . 


M3BSBEH Aplicacion de (1) 

Desarrolle (y 1 — l) 4 . 

Solucion Con a = y 2 y b = — 1, se deduce de (1) y de las leyes de los exponentes que 

<y- 1) 4 = <y + (-i)) 4 

= (y 2 f + 4(y 2 ) 3 ( — 1) + 6(y 2 ) 2 ( — l) 2 + 4(y 2 )(-l) 3 + (-1) 4 
= / - 4 y 6 + 6/ - 4y 2 +1. = 


CAPITUL0 15 Sucesiones, series y probabilidad 


■ Coeficientes Los coeficientes en el desarrollo de ( a + b) n tambien siguen un patron. 
Para ilustrarlo, disponemos los coeficientes en los desarrollos de ( a + b)°, (a + b)\(a + b) 2 , 
(a + b ) 3 y (a + b ) 4 en forma triangular 


1 1 

121 ( 2 ) 

13 3 1 

1 4 6 4 1 

Observe que cada numero del interior de este esquema es la suma de los dos numeros que se 
hallan directamente encima de el. Asf, el renglon siguiente en el esquema se puede obtener 
como sigue: 


1 V V V 1 . 

Como se espera, estos numeros son los coeficientes de las potencias de a y b en el desarrollo 
de (a + b) 5 , que es, 

(a + b) 5 = 1 a 5 + 5 a A b + 10a 3 b 2 + 10 a 2 b 3 + 5 ab 4 + lb 5 . (3) 

El arreglo que se obtiene continuando de esta manera se conoce como triangulo de Pascal, 
por el filosofo y matematico frances Blaise Pascal (1623-1662). 


■SISQSSB Aplicacion de (3) 

Desarrolle (3 - x) 5 . 

Solucion Del analisis anterior, con a = 3 y b = — x, podemos escribir 
(3 - x )5 = (3 + (-x)) 5 

= 1(3) 5 + 5(3) 4 (-x) + 10(3) 3 (— x) 2 + 10(3) 2 (— x) 3 + 5(3)(— x) 4 + l(-x) 5 
= 243 - 405x + 27 Ox 2 - 90X 3 + 15x 4 - x 5 . 


■ Notacion factorial Antes de dar una formula general para el desarrollo de ( a + b) n , sera 
util introducir la notacion factorial. El sfmbolo r\ se define para cualquier entero positivo r 
como el producto 


r\ = r(r — 1) • (r — 2) ••• 3 • 2 • 1, (4) ◄ 

y se lee “r factorial”. Por ejemplo, 1! = ly4! = 4- 3 - 2- 1 = 24. Tambien es conveniente 
definir 


HE3HSII0 Una simplificacion 

r!(r + 1) 

Simplifique — jyp, donde r es un numero entero positivo. 

Solucion Usando la definicion de r\ en (4) podemos escribir el numerador como 


r!(r + 1) = (r + l)r! = (r + l)r(r - 1) ••• 2 ■ 1 = (r + 1 )r(r - 1)! 


Asf, 


r!(r + 1) _ (r + l)r(r - 1)! _ 

(r-1)! (r — 1)! (r )K 


Vease el problema 57 de los ejer- 
cicios 5.1. 
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■ Teorema del binomio La formula general para el desarrollo de ( a + b) n se da en el 
resultado siguiente, conocido como teorema del binomio. 


Teorema 15.5.1 Teorema del binomio 

Para cualquier numero entero positivo n, 

(a + b) n = a " + 

, n{n - 1) 


6 + 


!±i> 


Si prestamos atencion a las potencias crecientes de b en (5) vemos que la expresion 

n(n — l) • • • (n — r + 1) n _ rir 

a b 


es el ( r + l)-esimo termino en el desarrollo de ( a + b) n . Para r = 0, 1, . . n, los numeros 


n(n ~ 1 )•••(?» 

r! 


+ 1 ) 


(7) 


se llaman coeficientes binomiales y son, por supuesto, los mismos que los obtenidos del 
triangulo de Pascal. Antes de demostrar el teorema del binomio mediante induccion mate- 
matica, consideremos algunos ejemplos. 


^EUSSEEl Aplicacion de (5) 

Desarrolle ( a + b) A . 

Solucion Usamos el teorema del binomio (5) con los coeficientes dados por (7). Con 
n = 4, obtenemos: 


4 4-3 4-3-2 

(a + b) 4 = a 4 + —a 4 l b + 2 ^ 2 + — ^ 3 ^ 3 

, 12 , , 24 , 24 , 

= a 4 + 4 arb H orb 1 + ab 3 H b 4 

2 6 24 

= a 4 + 4 a 3 b + 6a 2 b 2 + 4ab 3 + b 4 . 


4 • 3 • 2 • 1 4 


H3SSSEB Obtencion del sexto termino 

Encuentre el sexto termino en el desarrollo de (x 2 — 2 y) 1 . 

Solucion Puesto que (6) da el (r + l)-esimo termino en el desarrollo de ( a + b) n , el 
sexto termino en el desarrollo de (x 2 — 2y) 7 corresponde a r = 5 (es decir, r + 1 = 5 + 
1 = 6). Identificando n = l,r = 5,a = x 2 yb = —2 y, se deduce que el sexto termi- 
no es 

7 ' 6 ' 5 5 ! ' 4 ' 3 (x 2 ) 7 ~ s (-2y) 5 = 21x 4 (— 32y 5 ) 

= -672/y 5 . = 
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■ Una forma alternativa Los coeficientes binomiales pueden escribirse de una forma mas 
compacta usando notacion factorial. Si r es cualquier numero entero tal que 0 < r < 
entonces 


n(n- !)•••(« — r+1) 


n{n — 1) •••(» — r + 1) (n - r)(n - r - 1) • • • 3 • 2 • 1 
1 '(n-r)(n-r- 1) — 3-2-1 

n{n - 1 )•■■(»- r + 1)(» - r)(» - r - 1) • • • 3 • 2 • 1 
(n - r)(n - r - 1) - * - 3 - 2 • 1 


C n ~ r)!‘ 


Asi, los coeficientes binomiales de a n ~ r b r para r = 0, 1 , . . n dados en (7) son los mismos 
que n\lr\(n — r)\ Este ultimo cociente se denota generalmente con el simbolo ^ Es decir, 

los coeficientes binomiales son 


C)--o£or 181 

Por tanto, el teorema del binomio (5) se puede escribir en la forma alternativa 

(a + b) n = (^j a " + ' ^ + h + • • • + (9) 

Usaremos esta forma para demostrar (5). 


■ Notacion sigma El teorema del binomio puede expresarse de manera compacta con la 
notacion sigma. Usando (6) y (8), las sumas en (5) y (9) se pueden escribir asi: 


(„+!,)■= t+ V ' 




respectivamente. En estas formas es evidente que como el rndice de suma empieza en 0 y 
termina en n, el desarrollo del binomio contiene n + 1 terminos. 

La siguiente propiedad del coeficiente binomial ^ ^ tiene una funcion central en la demos- 
tracion del teorema del binomio. Para cualquier numero entero r, 0 < r < tenemos 


C -HHV} 


( 10 ) 


Dejamos la comprobacion de (10) como un ejercicio (vease problema 63 de los ejercicios 
15.5). 


■ Demostracion del teorema 15.5.1 Ahora demostraremos el teorema del binomio mediante 
induccion matematica. Sustituyendo n = 1 en (9) obtenemos una expresion verdadera, 


puesto que Q = ^ = 1 * (I) = M = L 

Con esto se completa la comprobacion de la primera condicion del principio de induccion 
matematica. 
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Para la segunda condition, suponemos que (9) es verdadera para algun entero positivo 
n = k: 

+ bY = (jy + (i y-'b + • • • + (*)**• on 

A partir de esta suposicion debemos demostrar, entonces, que (9) es verdadera para n = k + 1 . 
Para ello, multiplicamos ambos miembros de la ecuacion por (a + b) y obtenemos: 


(a + b) (a + b) k = (a + + (i)^ l b + ■ ■ ■ + ^a k V + ■ ■ 

= ^^(a* +1 + a k b) + (^j(a k b + a k ~ l b 2 ) + • • • + ^j(a k ~ r+l b r + a k ~ r b r+l ) + • • • + ^j(ab k + b k+1 ) 


^(o>“ + [(o) + G)h + [G) + (‘)k ,fci 


■C> 


Usando (10) para reescribir el coeficiente del (r + l)-esimo termino en (12) como 
y los hechos de que (a + b)(a + b) k = (a + b) k + 1 , 

0— r.‘> > 

la ultima lrnea en (12) se convierte en 

<■ + - c o + c i > + - + c : y'~ v + ■ ■ • + c : ;>** 


Como se trata de (9) con n sustituido por k + 1,1a demostracion esta completa por el princi- 
pio de induction matematica. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-39. 


En los problemas 1 a 12, calcule la expresion dada. 


5. 3!4! 

6. 0!5! 


‘0 


10. 


11 . 

12. 


C) 

(o) 
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En los problemas 13 a 16, simplifique la ecuacion dada. 


(n - 1)! 

(n ~ 1)! 

(« - 3)! 

»!(»+ D! 

(« + 2 )!(n + 3)! 
(2n + 1)! 


En los problemas 17 a 26, use la notacion factorial para rees- 
cribir la expresion dada. 

17. 5 ■ 4 ■ 3 • 2 • 1 

18. 7 • 6 ■ 4 • 4 ■ 3 • 2 ■ 1 

19. 100 -99 -98 •••3 -2- 1 

20. t(t - l)(t — 2) 3 ■ 2 ■ 1 

21. (4 • 3 ■ 2 • 1)(5 • 4 ■ 3 ■ 2 • 1) 

22. (6 • 5 ■ 4 • 3 ■ 2 • l)/(3 -2-1) 

23. 4-3 

24. 10-9-8 

25. n(n - 1), n > 2 

26. n{n — 1 ){n — 2) ■■■ (n — r + 1), n > r 

En los problemas 27 a 32, conteste verdadero o falso. 

27. 5! = 5 - 4! 

28. 3! + 3! = 6! 

8! 


7 = 2 !- 


' 4! 


31. n\{n + 1) = (n + 1)! 

32. f=(n- 1)! 

En los problemas 33 a 42, use el teorema del binomio para 
desarrollar la expresion dada. 

33. (x 2 - 5 y 4 ) 2 

34. (x _1 +y -1 ) 3 

35. (x 2 -/) 3 

36. (x“ 2 + l) 4 

37. (x 1/2 + y 1/2 ) 4 

38. (3 - y 2 ) 4 

39. (x 2 + y 2 ) 5 


41. (a - b — c y 

42. (x + y + z ) 4 

43. Remftase al triangulo de Pascal y determine los coeficien- 
tes en el desarrollo de ( a + b) n para n = 6 y n = 7. 

44. Si J{x) = x", donde n es un entero positivo, use el teorema 
del binomio para simplificar el cociente de diferencias 

f(x + h) -f(x) 
h 

En los problemas 45 a 54, halle el termino indicado en el 
desarrollo de la expresion dada. 

45. Sexto termino de (a + b ) 6 

46. Segundo termino de (x — y) 5 

47. Cuarto termino de (x 2 — y 2 ) 6 

48. Tercer termino de (x — 5) 5 

49. Quinto termino de (4 + x) 7 

50. Septimo termino de (a — b) 1 

51. Decimo termino de (x + y) 14 

52. Quinto termino de (t + l) 4 

53. Octavo termino de (2 — y) 9 

54. Noveno termino de (3 — z) 10 

55. Obtenga el coeficiente del termino constante (x + 1/x) 10 . 

56. Obtenga los primeros cinco terminos del desarrollo de 
(x 2 - y) 11 . 

57. Utilice los primeros cuatro terminos del desarrollo de 
(1 — 0.01) 5 para obtener una aproximacion de (0.99) 5 . 
Compare con la respuesta obtenida con una calculadora. 

58. Utilice los primeros cuatro terminos del desarrollo de 
(1 + 0.01) 10 para obtener una aproximacion de (1.01) 10 . 
Compare con la respuesta obtenida con una calculadora. 


= Para la discusion 

59. Sin sumar los terminos, determine el valor de 

“■ si !„GK‘ = 0, 7 ,cual es el valor de x? 

61. Use el teorema del binomio para demostrar que 

62. Use el teorema del binomio para demostrar que 
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64. Demuestre que 




j | 15.6 Principios de conteo ~ 

■ Introduction Una gran variedad de problemas practicos requiere contar el numero de 
maneras en las que puede ocurrir algo. Por ejemplo, el prefijo del telefono de cierta univer- 
sidad es 642. Si al prefijo lo siguen cuatro dfgitos, ^cuantos numeros telefonicos son posibles 
antes de que se necesite un segundo prefijo? Seremos capaces de resolver este y otros (ejem- 
plo 2) problemas usando las tecnicas de conteo que se presentan en esta section. 

■ Diagramas de arbol Comencemos por considerar un problema mas abstracto. ^Cuantos 
arreglos se pueden hacer con tres letras a, b y c, usando dos letras al mismo tiempo? Una 
manera de resolver este problema es enumerar todos los posibles arreglos. Como se muestra 
en la FIGURA 15.6.1 se puede usar un diagrama de arbol para ilustrar todas las posibilidades. 
Desde el punto llamado “comienzo”, segmentos de recta salen hacia cada una de las tres 
posibles elecciones para la primera letra. Desde cada uno de estos, un segmento de recta sale 
hacia cada una de las posibles opciones para una segunda letra. Cada posible combination 
corresponde a un camino o rama del arbol, que empieza en el punto “comienzo” y va a la 
derecha a traves del arbol. Vemos que hay seis arreglos: 

ab, ac, ba, be, ca, cb. 



FIGURA 15.6.1 Diagrama de arbol 
para el numero de arreglos de a, b, 
c, tomando dos letras a la vez 


Otra forma de resolver este problema es reconocer que cada arreglo consta de una selec- 
tion de letras para llenar los dos espacios en bianco indicados 


Primera Segunda 

Cualquiera de las tres letras a,boc puede escogerse para la primera position. Una vez que 
se haya hecho esta election, cualquiera de las dos letras restantes puede elegirse para la 
segunda position. Puesto que cada una de las tres letras de la primera position se puede 
asociar con cualquiera de las dos restantes, el numero total de arreglos esta dado por el pro- 
ducto 


3 • _2_ = 6. 

Primera Segunda 
letra letra 

Este ejemplo sencillo ilustra el principio fundamental de conteo. 


CAPiTUL0 15 Sucesiones, series y probabilidad 


Teorema 15.6.1 Principio fundamental de conteo 

Si un suceso puede ocurrir de m maneras y, despues de que ha ocurrido, un segundo suceso 
puede presentarse de n maneras, entonces el numero total de las maneras en las que ambos 
sucesos pueden suceder es el producto mn. 


Este principio fundamental de conteo puede extenderse a tres o mas sucesos de manera 
obvia: 

Simplemente multiplique el numero de maneras en que cada suceso puede ocurrir. 


^EEEEEIl Numero de atuendos 

Un estudiante universitario tiene cinco camisas, tres pantalones y dos pares de zapatos. 
^Cuantos conjuntos de una camisa, un pantalon y un par de zapatos puede usar? 

Solucion Tres selecciones o sucesos pueden ocurrir, con cinco opciones para el primero 
(elegir una camisa), tres para el segundo (escoger un pantalon) y dos para el tercero (selec- 
cionar un par de zapatos). Segun el principio fundamental de conteo, el numero de con- 
juntos es el producto 5 • 3 ■ 2 = 30. = 

Ahora regresamos al problema planteado en la introduccion. 

MSHEIjIJ Numeros telefonicos 

El prefijo telefonico de cierta universidad es 642. Si al prefijo le siguen cuatro digitos, 
^cuantos numeros telefonicos son posibles antes de que se necesite un segundo prefijo? 

Solucion Pueden ocurrir cuatro sucesos: seleccionar el primer digito despues del prefijo, 
elegir el segundo dfgito despues del prefijo y asf sucesivamente. Puesto que los digitos 
repetidos se permiten en los numeros telefonicos, cualquiera de los 10 digitos 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8 o 9 pueden escogerse para cada posicion. Entonces hay 10 • 10 ■ 10 ■ 10 = 10000 
numeros telefonicos posibles con el prefijo 642. = 

Arreglos de letras 

^Cuantas formas hay de ordenar las letras de la palabra CARTON? 

Solucion Puesto que CARTON tiene seis letras diferentes, hay seis sucesos: escoger la 
primera letra, escoger la segunda, etcetera. Se puede elegir cualquiera de las seis letras para 
la primera posicion; entonces, cualquiera de las cinco letras restantes se puede escoger 
para la segunda posicion; luego, cualquiera de las cuatro letras restantes se puede es- 
coger para la tercera posicion y asi sucesivamente. El numero total de ordenaciones es 
6-5-4-3-2-l = 720. = 

■ Permutaciones Una permutation es un arreglo que se hace usando algunos o todos los 
elementos de un conjunto, sin repetirlos. Esto significa que ningun elemento del conjunto 
aparece mas de una vez en el arreglo. Por ejemplo, 312 es una permutacion de los digitos del 
conjunto { 1, 2, 3 }, pero 1 12 no lo es. En el ejemplo 3, cada uno de los nuevos arreglos de las 
letras de la palabra CARTON (por ejemplo, CONTRA) es una permutacion. De forma mas 
general, tenemos la definition siguiente. 


Definition 15.6.1 Permutacion 

Un arreglo ordenado de r elementos seleccionados de un conjunto de n distintos elementos 
se llama permutacion de n elementos tornados r a la vez (con n > r). 
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■ Notacion Usaremos el sfmbolo Pin, r) para representar el numero de permutaciones de 
n objetos diferentes, tomando r a la vez (otras notaciones usadas comunmente son n P n P" 
y P nr ). Usando la notacion P(n, r ) escribimos el numero de permutaciones de cinco objetos, 
tornados tres a la vez como P(5, 3). 

Es posible hallar una formula explfcita para P(n, r), es decir, el numero de permutacio- 
nes de n objetos tomando r a la vez para 0 < r < Para r > 1, podemos pensar en el proceso 
de formar una permutacion de n objetos tomando a r cada vez como r sucesos: escogemos el 
primer objeto, escogemos el segundo objeto, etcetera. Cuando hacemos la primera eleccion, 
hay n objetos disponibles; cuando hacemos la segunda eleccion hay n — 1 objetos; para la 
tercera eleccion, hay n — 2 objetos, y asf sucesivamente. Cuando elegimos el objeto r-esimo 
hay n — (r — 1) objetos para elegir. Asf, del teorema 15.6.1 

r factores 

Pin, r) = n(n ~ Din - 2)- ■ ■ in - (r - 1)) 
o Pin, r) = »(n — 1)(« — 2) •••(« — r + 1). (1) 

Una expresion altema para Pin, r), que supone notacion factorial, se puede hallar multiplicando 
el miembro derecho de (1) por 


in ~ r)\ 
in - r)l 


= 1 . 


El resultado es 


njn - 1 )jn -2 )•••(«- r + 1 )jn - r)jn - r - 1) • ■ • 2 • 1 


Cuando r = n, la formula (2) se convierte en 


Pin, n) = 


puesto que 0! se define como 1. Este resultado es el mismo que el obtenido usando el prin- 
cipio enunciado en el teorema 13.6.1 

Pin, n) = nin - 1 )(n - 2) — 2 • 1 = «!, (3) 

puesto que cualquiera de los n objetos puede escogerse primero, cualquiera del resto de los 
objetos puede elegirse segundo, etcetera. En el ejemplo 3, el numero de arreglos de seis letras 
de la palabra CARTON es el numero de permutaciones de las seis letras usando las seis a la 
vez, es decir, P( 6, 6) = 6! = 720. 

Si r = 0, definimos Pin, 0) = 1 , lo cual es consistente con (2). 


Aplicacion de (2) y (3) 

Calcule a) P(5, 3); b ) P(5, 1), y c) Pi 5, 5). 

Solucion Usando la formula (2) encontramos que 

60, 
5. 


a) P(5,3) = 

b) P(5, 1) = 


5! 5 • 4 • 3 • 2 ■ 1 


(5 - 3)! 2! 2! 

5! 5! 5 • 4 • 3 ■ 2 ■ T 
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c) Por la formula (3) obtenemos 


P(5, 5) = 5! = 5'4'3'21 = 120. 


HE2EEQ Otorgamiento de medallas 

En una pista se encuentran seis atletas y entran en el carril de los 100 metros. () De cuantas 
maneras se pueden organizar para ganar medallas de oro, de plata y de bronce? 

Solucion Deseamos contar el numero de maneras de organizar a tres de los seis atletas 
en las posiciones ganadoras. La solucion esta dada por el numero de permutaciones de 
seis elementos (los atletas) tomando tres a la vez: 


P(6, 3) = 


6! 

(6 - 3)! 


6! 

3! 


120 . 


Este problema tambien se puede resolver usando el principio fundamental de conteo. Puesto 
que se deben hacer tres elecciones, con seis atletas disponibles para la medalla de oro, 
cinco para la de plata y cuatro para la de bronce, obtenemos 6 • 5 • 4 = 120. = 

HQHuEIXi Arreglos de libros 

^Cuantos arreglos son posibles para colocar 10 libros en un estante? 

Solucion Deseamos hallar el numero de permutaciones de 10 objetos que se toman 10 a 
la vez, o P(10, 10) = 10! = 3 628 800. = 



Diez libros en un estante 


■ Combinaciones En el analisis anterior estabamos interesados en el numero de maneras 
de arreglar o de escoger r elementos de un conjunto de n elementos, donde se consideraba el 
orden en el que se debian arreglar o escoger. Sin embargo, en ciertas aplicaciones el orden 
de los elementos no es importante. Por ejemplo, si se debe escoger un comite de dos entre 
cuatro estudiantes: Angie, Brandon, Cecilia y David, el comite formado al escoger a Angie 
y a Brandon es el mismo que el formado al elegir a Brandon y a Angie. Una selection de 
objetos en los que el orden no establece ninguna diferencia se llama combination. 


Definition 15.6.2 Combination 

Un subconjunto de r elementos de un conjunto de n elementos se llama combination de n 
elementos tomando r a la vez (con n > r). 


■ Notation Usamos el sfmbolo C(n, r ) para representar el numero de combinaciones de n 
objetos distintos tomando r a la vez. Usando (2) es posible derivar una formula para C(n, r). 
Al comienzo de esta section vimos que hay seis arreglos (permutaciones) de las tres letras 
a,byc tomando dos a la vez: 

combination combinacion 

4 ; 4 4 

ab ac ba be ca cb. (4) 

t i 

combinacion 

En (4) vemos que si descartamos el orden en el que las letras estan enumeradas tenemos tres 
combinaciones: ab ac be. Asi, C(3, 2) = 3. Vemos que cada una de estas combinaciones se 
puede arreglar de 2! modos, para dar la lista de permutaciones (4). Por el principio funda- 
mental de conteo, 


P( 3, 2) = 6 = 2!C(3, 2). 


15.6 Principios de conteo 


En general, para 0 < r & n, cada una de las combinaciones C{n, r) se puede arreglar 
nuevamente en r! maneras diferentes, asf que 


P(n, r ) = r! C(n, r), 


Asf, 


C(n, r) = 
C(n, r) 


P(n, r) _ {n - r ) ! 


(n - r) !r! ' 

Para r = 0, definimos C(n, 0) = 1, lo cual es consistente con la formula (5). 

Notese que C(n, r ) es identica al coeficiente binomial ^ ^ del desarrollo de ( a + b) n , 
donde n es un entero no negativo [veanse (7) y (8) en la seccion 15.5]. 


Aplicacion de la formula (5) 

Calcule a) C{ 5, 3), b) C( 5, 1) y c) C( 5, 5). 

Solucion Usando la formula (5), tenemos lo siguiente. 


a) C(5, 3) 

b) C(5, 1) 

c) C( 5,5) 


5! 

(5 - 3)!3! 
5! 

(5 - 1)!1! 
5! 

(5 - 5)!5! 


5! 

2! 3! 
5! 

4! 1! 
5! 
0! 5! 


5-4-3! 
2! 3! 

5- 4! 
4! 1! 



= 10 , 
5, 


HSUHEO Numero de rondas de cartas 

^Cuantas rondas diferentes de cinco cartas pueden distribuirse de una baraja de 52 car- 
tas? 

Solucion Puesto que una ronda es la misma, no importa el orden de las cartas, usamos 
combinaciones para resolver este problema. La solucion es 


C(52, 5) 


52! _ 52-51 -50 -49 -48 -47! 
47! 5! ~ 47! 5! 

52-51 -50 -49 -48 


Notese que cancelamos el mayor de los dos factores 47! y 5! para simplificar el calculo 
de 0(52, 5). = 


Organizacion de un club 

Un club de cartas tiene ocho miembros. 

a) <-,De cuantas maneras se puede escoger a tres miembros para que sean presidente, 
secretario y tesorero? 

b) i De cuantas maneras se puede escoger un comite de tres miembros? 
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Solucion Para elegir los funcionarios si importa el orden, en tanto que para escoger a un 
comite el orden de la seleccion no afecta al comite resultante. Asf, en a) contamos permu- 
taciones y en b) contamos combinaciones. Obtenemos 


Al decidir si usamos la formula para P(n, r) o C(n, r), consideramos lo siguiente. ^ Advertencia 

• Se trabaja con permutaciones si se estan considerando arreglos en los que los diferentes 
ordenes de los mismos objetos se deben contar. 

• Se trabaja con combinaciones si se estan considerando maneras de escoger objetos en 
los que el orden de los objetos escogidos no establece ninguna diferencia. 


HHUBmSI Eleccion de reporteros 

La junta directiva de un periodico universitario tiene seis reporteros del penultimo ano y 
ocho del ultimo. ^De cuantas maneras se pueden escoger a dos reporteros de penultimo 
ano y a tres del ultimo ano para una tarea especial? 

Solucion Pueden ocurrir dos sucesos: la seleccion de dos reporteros de penultimo ano y 
la seleccion de tres de ultimo ano. Puesto que el orden en el que se escoge a los dos repor- 
teros de penultimo ano no establece ninguna diferencia, contamos combinaciones. Por 
tanto, el numero de maneras de seleccionar a los dos reporteros de penultimo ano es 


Asimismo, al seleccionar a los tres reporteros del ultimo ano el orden no importa, por lo 
que de nuevo contamos las combinaciones: 


Asf, escogemos a los reporteros de penultimo ano de 15 maneras, y por cada una de estas 
selecciones, hay 56 formas de elegir a los reporteros del ultimo ano. Aplicando el princi- 
pio fundamental de conteo obtenemos 

C(6, 2) ■ C(8, 3) = 15 ■ 56 = 840 

maneras de hacer las elecciones para la tarea especial. = 


HE0223EI Seleccion para una vitrina 

Un almacen de quesos tiene 10 variedades de queso nacional y ocho variedades de queso 
importado. (l De cuantas maneras se puede colocar en una vitrina una seleccion de seis 
quesos, que tenga dos variedades de queso nacional y cuatro de queso importado? 


Solucion Las variedades nacionales se pueden escoger de C(10, 2) maneras y las varie- 
dades importadas de C(8, 4) maneras. Asf, por el principio fundamental de conteo, los seis 
quesos se pueden seleccionar de C(10, 2) ■ C(8, 4) formas. Hasta este momento de la 
solucion, el orden no ha sido importante para hacer la seleccion de los quesos. Ahora 
observamos que cada seleccion de seis quesos se puede colocar o arreglar en la vitrina de 
P( 6, 6) maneras. Asf, el numero total de maneras en que se pueden exhibir los quesos es 


C<10, 2) -0(8,4) -W6) = 4|- Jb 
= 2 268 000. 


6 ! 

(6 - 6 )! 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-39. 


Use un diagrama de arbol para resolver los problemas 1 a 4. 

1. Enumere todos los arreglos posibles de las letras a, b 

y c. 

2. Si una moneda se arroja cuatro veces, enumere todas las 
posibles sucesiones de caras (C) y sellos (5). 

3. Si se lanza un dado rojo y otro negro, enumere todos los 
resultados posibles. 

4. Si se lanza al aire una moneda y luego se lanza un dado, 
enumere todos los resultados posibles. 

Use el principio fundamental de conteo para resolver los pro- 
blemas 5 a 8. 

5. Numero decomidas Una cafeteria ofrece ocho ensaladas, 
seis entradas, cuatro platos fuertes y tres postres. ^Cuantas 
comidas pueden formarse eligiendo una portion de cada 
categorfa? 

6. Numero de sistemas ^Cuantos sistemas estereofonicos 
formados por altavoces, receptor y reproductor de CD 
pueden comprarse si una tienda vende seis modelos de 
altavoces, cuatro de receptores y dos de reproductores 
de discos compactos? 

7. Numero de prefijos ^Cuantos prefijos de tres dfgitos de 
telefono son posibles si ni 0 ni 1 pueden ocupar el primer 
lugar? 

8. Numero de placas de automovil Si una placa tiene tres 
letras seguidas de tres numeros, ^.cuantas placas son posi- 
bles si la primera letra no puede ser O ni I? 

En los problemas 9 a 16, calcule P(n, r). 

9. P( 6,3) 

10. P( 6,4) 

11. P(6, 1) 

12. P(4, 0) 

13. E(100,2) 

14. P( 4,4) 

15. P(8, 6) 

16. P( 7,6) 

En los problemas 17 a 24 evalue C(n, r). 

17. C(4, 2) 

18. C(4, 1) 

19. C(50, 2) 

20. C(2, 2) 


21. C(13, 11) 

22. C(8, 2) 

23. C(2, 0) 

24. C(7, 4) 

= Aplicaciones diversas 

En los problemas 25 a 28, use permutaciones. 

25. Retrato familiar ( 'De cuantas maneras se puede formar 
una familia de cuatro en una fila para que le tomen un 
retrato familiar? 



Una familia de cuatro personas 


26. Trabajo voluntario Como parte de una campana para 
recaudar fondos, se proporcionan a un voluntario cinco 
nombres para que se comunique con esas personas. ^En 
cuantos ordenes puede realizar la tarea el voluntario? 

27. Scrabble Un jugador de Scrabble tiene las siete letras 
siguientes: A, T, E, L, M, Q, F. 

a) ^Cuantas “palabras” diferentes de siete letras puede 
considerar? 

b) ^Cuantas “palabras” diferentes de cinco letras? 



El juego Scrabble® 


28. Politica En una clase de 24 se celebran elecciones para 
presidente, vicepresidente, secretario y tesorero. {) De cuan- 
tas maneras se pueden ocupar los cargos? 
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En los problemas 29 a 32, use combinaciones. 

29. jBuena suerte! Un estudiante debe responder a 10 pre- 
guntas cualesquiera de un examen de 12 preguntas. /De 
cuantas maneras puede el estudiante seleccionar las pre- 
guntas? 

30. Laboratorio de quimica Para una clase de laboratorio de 
quimica, un estudiante debe identificar correctamente tres 
muestras “desconocidas”. /De cuantas maneras puede ele- 
gir las tres muestras entre 10 sustancias quimicas? 

31. Voluntaries /De cuantas maneras pueden seleccionarse 
cinco sujetos de un grupo de 10 voluntaries para un expe- 
rimento psicologico? 

32. Popurri / De cuantas maneras pueden seleccionarse cua- 
tro hierbas de ocho disponibles para hacer un popurri? 

En los problemas 33 a 44, use una o mas de las tecnicas estu- 

diadas en esta seccion para resolver el problema de conteo 

dado. 

33. Concurso de ortografia Si 10 estudiantes participan en 
un concurso de ortografia, /de cuantas maneras pueden 
otorgarse el primero y segundo premios? 

34. Farandula Una companla de teatro tiene un repertorio 
que consta de ocho obras dramaticas, seis comedias y cua- 
tro numeros musicales. /De cuantas maneras puede selec- 
cionarse un programa que conste de una obra dramatica 
seguida por una comedia o por un numero musical? 

35. /Cuales quieres? Un pediatra permite que un nino muy 
bien portado escoja dos juguetes cualesquiera de 5 jugue- 
tes de plastico pequenos para llevar a casa. /Cuantas selec- 
ciones de juguetes son posibles? 

36. Clasificacionesdeuntorneo Si ocho equipos participan 
en un tomeo de futbol, /de cuantas maneras diferentes 
pueden decidirse el primero, segundo y tercer lugares, 
suponiendo que no se permiten empates? 

37. Otro Jackson Pollock Si ocho colores estan disponibles 
para hacer una pintura abstracta con salpicaduras, /cuantas 
combinaciones de colores son posibles si solo se eligen 
tres colores? 

38. Distribucion de asientos Tres parejas reservaron asien- 
tos en una fila de un teatro. Indique de cuantas maneras 
pueden sentarse si 

a ) No hay restricciones. 

b) Cada pareja desea sentarse junta. 

c) Las tres mujeres y los tres hombres desean sentarse en 
dos grupos. 

39. Mastermind En un popular juego de mesa llamado 
Mastermind que se invento en Inglaterra, un jugador crea 
un “codigo” secreto cuando llena cuatro ranuras con un 


color cualquiera de seis posible. Indique cuantos codigos 
son posibles si 

a) No se permiten repeticiones. 

b) Se permiten repeticiones. 

c) Se permiten repeticiones y ranuras vaclas. 

40. Super Mastermind Algunos anuncios comerciales del 
juego Super Mastermind (una version mas diflcil del juego 
Mastermind descrito en el problema 39) aseguran que son 
posibles hasta 59 000 codigos. Si Super Mastermind 
requiere llenar cinco ranuras con un color cualquiera de 
ocho y si se permiten espacios vaclos y repeticiones, /es 
correcto lo que dicen los anuncios? 



El juego Mastermind 


41. Juego de letras Con cinco consonantes y tres vocales, 
/cuantas “palabras” de cinco letras pueden formarse que 
tengan tres consonantes y dos vocales? 

42. Luces defectuosas Una cajacontiene 24 luces para arbol 
de navidad, cuatro de las cuales salen defectuosas. Indique 
de cuantas maneras se pueden elegir cuatro focos para 
que 

a) Los cuatro en su totalidad salgan defectuosos. 

b) Los cuatro en su totalidad salgan buenos. 

c) Dos salgan buenos y dos defectuosos. 

d) Tres salgan buenos y uno defectuoso. 

43. Mas juegosde letras Indique cuantas “palabras” de tres 
letras pueden formarse con cuatro consonantes y dos voca- 
les si 

a ) La letra de en medio ha de ser una vocal. 

b) La primera letra no puede ser una vocal. Suponga que 
no se permiten letras repetidas. 

44. Escaparate de una tienda Un almacen de vinos tiene 
12 vinos de California diferentes y ocho vinos franceses 
distintos. Indique de cuantas maneras un grupo de seis 
vinos consistente en cuatro vinos califomianos y dos fran- 
ceses 

a) Se puede seleccionar para exhibicion en el escapa- 
rate. 

b) Se puede colocar en fila en una repisa del escapa- 
rate. 


15.6 Principios de conteo 


I I 15.7 Introduccion a la probabilidad 

■ Introduccion Como mencionamos en el capftulo introductory, el desarrollo de la teorfa 
matematica de la probabilidad fue motivado inicialmente por preguntas que se plantearon 
en el siglo xvii acerca de los juegos de azar. Hoy, las aplicaciones de la probabilidad se 
encuentran en medicina, deportes, leyes, negocios y en muchas otras areas. En esta section 
presentamos solamente una breve introduccion a este tema fascinante. 


# 



Hay dos resultados de lanzar 
al aire una moneda 


■ Terminologia Consideremos un experimento que tiene un numero finito de posibles 
resultados o consecuencias. El conjunto S de todos los posibles resultados de un experimento 
en particular se llama espacio muestral del experimento. Para los efectos de este curso, 
supondremos que cada resultado tiene la misma probabilidad, de ocurrir. Asf, si el experimento 
consiste en lanzar al aire una moneda, hay dos resultados igualmente posibles: que caiga cara 
o que caiga sello. Si representamos el resultado de obtener cara o sello con H o T, respecti- 
vamente, entonces el espacio muestral puede escribirse en notation de conjuntos como 

S={H,T} (1) 

Todo subconjunto E de un espacio muestral S se llama evento. En general, un evento E se 
compone de uno o mas resultados de un experimento. Por ejemplo, 

£={H} (2) 

es el evento de obtener una cara cuando se lanza la moneda. 



Un dado que muestra 4 es uno 
de seis posibles resultados 


H3S35EXI Espacio muestral y dos eventos 

En un solo lanzamiento de un dado justo existen iguales probabilidades de obtener un 1, 
2, 3, 4, 5 o 6. Por tanto, el espacio muestral del experimento de lanzar un dado es el con- 
junto 


S= {1,2, 3, 4, 5, 6}. (3) 

a) El evento £j de obtener un 4 en un lanzamiento del dado es el subconjunto E l = {4} 
de S. 

b) El evento E 2 , consistente en obtener un numero impar en un lanzamiento del dado, es 

el subconjunto E 2 = { 1, 3, 5} de S. = 


Usaremos la notation n(S) para simbolizar el numero de resultados en un espacio mues- 
tral S y n(E) para denotar el numero de resultados asociados con el evento E. Por tanto, en el 
ejemplo 1, tenemos que n(S) = 6; en los incisos a) y b) del ejemplo, tenemos que «(£j) = 1 
y n(E 2 ) = 3, respectivamente. 

La definition de la probabilidad P(E) de un evento E se expresa en terminos de n(S) y 
n(E). 


Definition 15.7.1 Probabilidad de un evento 

Sea S el espacio muestral de un experimento y E un evento. Si cada resultado del experi- 
mento es igualmente probable, entonces la probabilidad del evento E esta dada por 


n(S) 

donde n(E) y n{S) denotan el numero de resultados de E y S, respectivamente. 


CAPiTUL0 15 Sucesiones, series y probabilidad 


LESSEE Probabilidad de lanzar una cara 

Halle la probabilidad de obtener una cara si lanza una moneda al aire. 

Solucion De (1) y (2), E = {H}, S = {H, T} y, por tanto, n(E) = 1 y n(S ) = 2. Por (4) 
de la definicion 15.7.1, la probabilidad de obtener una cara es 


P{E) = 


n{E) 

n(S ) 


2 


Tres probabilidades 

En un solo lanzamiento de un dado, obtenga la probabilidad 

a) de obtener un 4, b) de obtener un numero impar, c) de obtener un numero que no 
sea un 4. 

Solucion Los simbolos £j, E 2 y E 3 denotan, respectivamente, los eventos de los incisos 
a), b) y c) de este ejemplo. Ademas, en cada inciso tenemos S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
a) Del inciso a) del ejemplo 1, £j = {4} y, por tanto, n(£j) = 1 y n(S) = 6. Por (4), la 
probabilidad de obtener un 4 al lanzar un dado es entonces 


P(£i) = 


nm 

n(S) 


6 ' 


b) Del inciso b) del ejemplo 1, E 2 = {1, 3, 5} y, por tanto, n(E 2 ) = 3 y n(S) = 6. De 
nuevo, por (4), la probabilidad de obtener un numero impar al lanzar un dado es 


P{E 2 ) = 


n(E 2 ) 

n(S) 


3 

6 


2 ' 


c) El evento de obtener un numero que no sea un 4 al lanzar el dado es el subconjunto 
E 3 — { 1 , 2, 3, 5, 6} de S. Usando n(E 3 ) = 5 y n(S) = 6, la probabilidad de obtener un 
numero que no sea 4 es 


P(E 3 ) = 


nm 

n{S) 


5 

6 ' 


HESSEED Probabilidad de 7 

Encuentre la probabilidad de obtener un total de 7 cuando se lanzan dos dados. 

Solucion Puesto que hay seis numeros en cada dado, concluimos del principio funda- 
mental de conteo de la seccion 15.6 que hay 6 ■ 6 = 36 posibles resultados en el espacio 
muestral S; es decir, n(S) = 36. En la tabla siguiente hemos enumerado las posibles ma- 
neras de obtener un total de 7 


E = total de 7 en dos dados 




Primer dado 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Segundo dado 

6 

5 

4 

3 

2 

1 


En la tabla vemos que n(E) = 6. De ahf que, por (4), la probabilidad de obtener un total 
de 7 al lanzar dos dados es 


n(E) = 6^ 

(S) ~ 36 ~ 6' 


Una de seis posibles 
maneras de obtener 7 al 
lanzar un par de dados 
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LOESSES Aplicacion de combinaciones 

Una bolsa contiene cinco canicas blancas y tres negras. Si se sacan tres canicas al azar, 
^cual es la probabilidad de que todas sean blancas? 

Solucion El espacio muestral S del experimento es el conjunto de todas las combinacio- 
nes posibles de tres canicas que se han sacado de las ocho que habfa en la bolsa. El nume- 
ro de maneras de escoger tres canicas de una bolsa de ocho es el numero de combinacio- 
nes de ocho objetos tomando tres a la vez; es decir, n(S) = C(8, 3). De igual forma, el 
numero de maneras de escoger tres canicas blancas de cinco blancas es el numero de 
combinaciones n(E) = C( 5, 3). Puesto que el evento E es “todas las canicas son blancas”, 
tenemos 


P{E) = 


n{E) 
n(S ) 


C( 5, 3) 
C(8, 3) 


5! 

3!2! 5 

8! “ 28' 
3!5! 


■ Limites de la probabilidad de un evento Puesto que cualquier evento E es un subconjunto 
del espacio muestral S, se deduce que 0 < n(E) < n(S). Si dividimos la ultima desigualdad 
entre n(S), vemos que 


n(E) n(S ) 

n(S) n{S ) 

o 0 < P(E) < 1. 

Si E = S, entonces n(E) = n(S) y P(E) = n(S)/n(S) = 1 ; en tanto que si E no tiene ele- 
mentos, tomamos E = 0, n(0) = 0 y P{E) = n(0)/n(S) = 0 /n(S) = 0. Si P(E) = 1 , entonces 
E siempre sucede y E se llama evento cierto. Por otra parte, si P(E) = 0, entonces E es un 
evento imposible, es decir, E nunca sucede. 


LOESSES Lanzamiento de un dado 

Suponga que lanzamos un dado justo una vez. 

a) iQue, probabilidad hay de obtener 7? 

b ) ( ',Que probabilidad hay de obtener un numero menor que 7? 

Solucion a) Como el numero 7 no esta incluido en el conjunto S de todos los posibles 
resultados (3), el evento E de “obtener un 7” es un evento imposible; es decir, E = 0, 
n(0) = 0. Por tanto, 


n(0) 0 

C S) 6 


b) Puesto que los resultados de lanzar un dado son todos enteros positivos menores que 
7, tenemos E = { 1, 2, 3, 4, 5, 6} = S. Por consiguiente, E es un evento cierto y 


-(g) = 6 

n(S) 6 


■ Complemento de un evento El conjunto de todos los elementos del espacio muestral que 
no pertenece a £ se llama complemento de E y se representa con E'. Por ejemplo, en el 
lanzamiento de un dado, si E es el evento de “obtener un 4”, entonces, E' es el evento de 
“obtener cualquier numero excepto 4”. En virtud de que los eventos son conjuntos, podemos 
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describir la relation entre un evento E y su complemento E' por medio de operaciones de 
union e intersection: 


E U E' = S y E n E' = 0. ^ Para repasar los temas de union e 

intersection de conjuntos, vease la 

En vista de las propiedades anteriores, escribimos n(E) + n{E') = n(S). Dividiendo ambos seccion 1.8. 

miembros de esta ultima igualdad ente n(S) vemos que las probabilidades de E y E' se rela- 
cionan por 

n(E) n(g) = n(S) 

n{S ) 4(S) " n{S) 

o P{E) + />(£') = 1. (5) 

Por ejemplo, el complemento del evento E x = { 4 } en el inciso a) del ejemplo 3 es el conjunto 
E[ = E 3 — {1, 2, 3, 5, 6} en el inciso c). Observese que, de acuerdo con (5), tenemos que 
P(£i) + P(E 3 ) = P(Ei) + P(E[) = | + |=1. 

La relation (5) es util en cualquiera de las dos formas: 

P(E) = 1 - P(E') o P(E') = 1 - P(E). (6) 

La segunda de las dos formulas en (6) nos permite encontrar la probabilidad de un evento, si 
conocemos la probabilidad de su complemento. A veces es mas facil calcular P(E') que P(E). 

Tambien es interesante notar que la ecuacion P(E) + P(E') = 1 puede interpretarse diciendo 
que algo debe suceder. 


Probabilidad de un as 

Si se sacan cinco cartas de una baraja de 52 y no se remplazan, ^cual es la probabilidad 
de obtener por lo menos un as? 

Solution Sea E el evento de obtener por lo menos un as. Puesto que E consta de todas 
las manos de cinco cartas que contienen 1, 2, 3 o 4 ases, es realmente mas facil considerar 
E'\ es decir, todas las manos de cinco cartas que no contienen ases. El espacio muestral S 
consta de todas las posibles manos de cinco cartas. Con base en la seccion 15.6 tenemos 
que n(S) = C( 52, 5). Puesto que 48 de las 52 cartas no son ases, obtenemos n(E') = C( 48, 

5). Por (4), la probabilidad de obtener cinco cartas, ninguna de las cuales es un as, esta 
dada por 

= C(48, 5) = 1 712 304 
C ’ C(52, 5) 2 598 960' 

Por la primera formula en (5), la probabilidad de obtener cinco cartas de las cuales por lo 
menos una es un as es 

1 712 304 

P(E) = 1-P(E') = 1 - 2598960 = 0.3412. 

Hasta este punto hemos considerado la probabilidad de un solo evento. En el siguiente 
analisis examinaremos la probabilidad de dos o mas eventos. 

■ Union de dos eventos Se dice que dos eventos E x y E 2 son mutuamente excluyentes si 
no tienen resultados, o elementos comunes. En otras palabras, los eventos E x y E 2 no pueden 
ocurrir al mismo al tiempo. En terminos de conjuntos, £j y E 2 son conjuntos disjuntos o 
ajenos; es decir, E x D E 2 = 0. Recuerde que el conjunto £j U E 2 consta de los elementos ^ 

incluidos en £j o en E 2 . En este caso de eventos mutuamente excluyentes, el numero de la intersection de dos conjuntos en 

resultados del conjunto E|U£ 2 esta dado por 

n(E x U E 2 ) = n(E x ) + n(E 2 ) (7) 
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Si dividimos (7) entre n(S) obtenemos 


n{E l U E 2 ) n{E x ) | n(E 2 ) 

n(S) n(SD n{S) ' 

En vista de (4), la expresion anterior es la misma que 

P(E l U E 2 ) = P(E y ) + P{E 2 ). (8) 

En el ejemplo que sigue volvemos a los resultados del ejemplo 3. 


Eventos mutuamente excluyentes 

En un solo lanzamiento de un dado justo, calcule la probabilidad de obtener un 4 o un 
numero impar. 

Solucion Por el ejemplo 3, los dos eventos son £j = {4}, E 2 = {1, 3, 5} y el espacio 
muestral es de nuevo S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Los eventos de obtener un 4 y obtener un 
numero impar son mutuamente excluyentes: £j n E 2 = {4} H {1, 3, 5} = 0. Asf, por 
(8), la probabilidad P(Ei o E 2 ) de obtener un 4 o un numero impar esta dada por 

P(E l U E 2 ) = P{E X ) + P{E 2 ) = | + T * 1- 
6 6 6 3 


Solucion alternativa Por Ey U E 2 = { 1, 2, 4, 5}, «(£j U E 2 ) = 4 y, por tanto, (4) de la 
definicion 15.7.1 da por resultado 


P(E i U E 2 ) 


n(E l U E 2 ) _ 4 _ 2 
n(S ) " 6 “ 3' 


La propiedad aditiva en (8) se extiende a la probabilidad de tres o mas eventos mutua- 
mente excluyentes (veanse los problemas 31 y 32 de los ejercicios 15.7.) 

■ Regia de la adicion La formula (8) es solo un caso especial de una regia mas general. 
En (8) no hay resultados en comun en los eventos £) y E 2 . Desde luego, no siempre sucede 
asf. Por citar un caso, en el experimento de lanzar un solo dado, los eventos E\ = { 1 } y 
E 2 = { 1, 3, 5 } no son mutuamente excluyentes porque el numero 1 es un elemento de ambos 
conjuntos. Cuando dos conjuntos £) y E 2 tienen una intersection que no esta vacfa, el numero 
de resultados en n{E\ U E 2 ) no esta dado por (7) sino, mas bien, por la formula 

n(E t U E 2 ) = n(Ei) + n{E 2 ) - n(E t n E 2 ). (9) 

Dividiendo (9) entre n{S) se obtiene 

«(£) U E 2 ) _ n{E x ) n(E 2 ) n{E l n E 2 ) 
n(S) n(S | + b(5) n(S) 

o P{E X U E 2 ) = PiEy) + P{E 2 ) - P(E l n E 2 ). (10) 

El resultado de (10) se llama regia de la adicion de la probabilidad. 


Probabilidad de una union de dos eventos 

En un solo lanzamiento de un dado, calcule la probabilidad de obtener un 1 o un numero 
impar. 
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Solucion Los conjuntos son^ = {1}, E 2 = {1, 3, 5} y S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ahora 
bien, { 1 } D { 1, 3, 5} = {1 } para que n(E 1 D E 2 ) = 1. Asi, por (10), la probabilidad de 
lanzar un 1 o un numero impar esta dada por 


P(E] U E 2 ) = P{E X ) + P{E 2 ) - P{E X nE 2 ) = j + l-^=l = ^-. 

6 6 6 o2 


Solucion alternativa Puesto que E x es un subconjunto de E 2 , U £ 2 = E 2 = {1, 3, 5} 
y «(£) U E 2 ) = 3. Por (4) de la definicion 15.7.1, 


P{E X U E 2 ) 


n(E 1 U E 2 ) 
n(S ) 


3 1 

6 _ 2 ' 


Es util pensar en los slmbolos P(E X U E 2 ) y P(E l D E 2 ) de (10) como P(E ] o E 2 ) y P(E X ^ 
y E 2 ), respectivamente. 


MSEEEEIEl Probabilidad de una union de dos eventos 

Se saca una sola carta de una baraja. Calcule la probabilidad de obtener un as o un cora- 
zon. 

Solucion Como se muestra en la fotografia de la derecha, una baraja contiene 52 cartas 
divididas entre cuatro palos con 13 cartas de cada palo. Asi, el espacio muestral S de este 
experimento consta de las 52 cartas. El evento £) de sacar un as esta formado por los 4 
ases y, por tanto, la probabilidad de sacar un as es P(E t ) = 52 . El evento E 2 de sacar una 
carta que sea un corazon se compone de los 13 corazones de ese palo y, por tanto, la pro- 
babilidad de sacar un corazon es P(E 2 ) = Puesto que uno de los corazones es un as, 
n(E l Cl E 2 ) = 1 y, en consecuencia, P(E ] D E 2 ) = $ 2 , Por tanto, por (10) 

as o un corazo n ag corazon as ^y un coraz on 

P(E 1 U E 2 ) = P{%) + P(E 2 ) - P(£j n E 2 ) 

Baraja de 52 cartas del ejemplo 10 

_ 4_ 13_J__16_J l 

_ 52 + 52 52 _ 52 _ 13' 



Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-39. 


En los problemas 1 a 4, use la notacion de conjuntos para 
escribir el espacio muestral del experimento dado. 

1. Se lanzan dos monedas. 

2. Se lanzan tres monedas. 

3. Se lanza una moneda y despues un dado. 

4. Se lanzan dos dados. 

En los problemas 5 a 12, encuentre la probabilidad en el 
evento dado. 

5. Sacar un as en una baraja de 52 cartas. 

6 . Sacar un diamante en una baraja de 52 cartas. 

7. Sacar un 2 al lanzar un solo dado. 


8. Sacar un numero menor que 3 al lanzar un solo dado. 

9. Sacar dos unos (un total de 2) al lanzar dos dados. 

10. Sacar un total de 7 u 1 1 al lanzar dos dados. 

11. Obtener solo caras cuando se lanzan al aire tres mone- 
das. 

1 2. Obtener exactamente una cara cuando se lanzan al aire tres 
monedas. 

En los problemas 13 a 16, halle la probabilidad de obtener la 
mano indicada, sacando 5 cartas sin remplazarlas, en una 
baraja de 52 cartas. 

13. Cuatro de la misma clase (por ejemplo, cuatro reyes). 
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14. Una escalera (cinco cartas en sucesion, como 4, 5, 6, 7, 8, 
donde un as puede contar como 1 o como as). 

15. Una flor (cinco cartas, todas del mismo palo). 

16. Una flor imperial (10, joto, reina, rey y un as, todos del 
mismo palo). 

En los problemas 17 a 20, use la primera formula en (5) para 

calcular la probabilidad del evento dado. 

17. Obtener por lo menos un corazon si se sacan cinco cartas, 
sin remplazo, de una baraja de 52 cartas. 

18. Obtener por lo menos una figura si se sacan cinco cartas, 
sin remplazo, de una baraja de 52 cartas. 

19. Obtener por lo menos una cara en 10 lanzamientos de una 
moneda. 

20. Obtener por lo menos un 6 cuando se lanzan tres dados. 

= Aplicaciones diversas 

21. Planeacion familiar Suponga que la probabilidad de 
tener un nino es la misma que de tener una nina. Encuentre 
la probabilidad de que una familia con cinco hijos tenga 
al menos una nina. 

22. jGracias! jUy! Despues de que Joshua escribe notas de 
agradecimiento personalizadas a cada una de sus tres tias 
por los regalos que le enviaron en su cumpleanos, su her- 
mana las mete aleatoriamente en sobres previamente rotu- 
lados. Calcule la probabilidad de que a) cada tfa reciba la 
nota de agradecimiento correcta, b) por lo menos una de 
las has reciba la nota de agradecimiento correcta. 

23. Se solicita personal Se considera que cinco solicitantes 
hombres y ocho solicitantes mujeres reunen los requisitos 
para ocupar tres puestos identicos como cajeros de banco. 
Si tres de los solicitantes se seleccionan al azar, calcule la 
probabilidad de que 

a) Solo contraten mujeres. 

b) Contraten por lo menos a una mujer. 

24. Formacion de un comite Un comite de seis personas sera 
elegido al azar de un grupo de cuatro administradores, siete 
profesores y ocho miembros del personal. Calcule la pro- 
babilidad de que los cuatro administradores y ningun 
profesor formen parte del comite. 

25. Adivinanza Enunexamende 10 preguntas de verdadero 
o falso, calcule la posibilidad de obtener 100% de aciertos 
si un estudiante adivina la respuesta a cada pregunta. 

26. Caramelo En una caja de 20 chocolates de la misma 
forma y apariencia, se sabe que 10 estan rellenos de cara- 
melo. Cuatro chocolates se seleccionan al azar de la caja. 
Calcule la probabilidad de que los cuatro esten rellenos de 
caramelo. 

En los problemas 27 a 30, proceda como en el ejemplo 8 para 

calcular la probabilidad indicada. 


27. Talentonato Enjuego de dados llamado craps, el juga- 
dor lanza dos dados y gana en la primera oportunidad si 
obtiene una total de 7 u 11. Calcule la probabilidad de 
ganar en el primer lanzamiento. 

28. Negro orojo Un cajon contiene ocho pares de calcetines 
negros, cuatro blancos y dos rojos. Si saca un par de cal- 
cetines al azar, calcule la probabilidad de que sea negro o 
rojo. 

29. ^Quieres apostar? Al principio de la temporada de beis- 
bol, un corredor de apuestas estima que la probabilidad de 
que los Dodgers ganen la Serie Mundial es de pj y la pro- 
babilidad de que los Mets ganen es de ^j. Con base en estas 
probabilidades, determine la probabilidad de que los 
Dodgers o los Mets ganen la Serie Mundial. 

30. Buenas calificaciones Un estudiante estima que la pro- 
babilidad de obtener una A en cierto curso de matematicas 
es de , 3 0 , una B, §; una C, y una D, pj. <',Cual es la proba- 
bilidad de que obtenga una A o una B? 

31. Lanzamiento de dados Se lanzan dos dados. Calcule la 
probabilidad de que el total que muestren los dados sea 
cuando mucho 4. 

32. Lanzamiento de una moneda Se lanza al aire una moneda 
cinco veces. E 1 es el evento de obtener tres sellos, E 2 es el 
evento de obtener cuatro sellos y E 3 es el evento de obte- 
ner cinco sellos. Intuitivamente, indique cual de las 
siguientes probabilidades a) P(E ] o E 2 ); b) P(E 2 o E 3 )\ 

c) P(E l o E 2 o E 3 ) representa el menor numero. Ahora 
calcule cada probabilidad en los incisos a) a c). 

33. Lluvia pertinaz De acuerdo con el periodico, hay una 
probabilidad de 40% de que manana llueva. <;Que proba- 
bilidad hay de que manana no llueva? 

34. iPerdera? Unajugadora de tenis cree que tiene 75% de 
probabilidad de ganar un torneo. Suponiendo que se jue- 
guen desempates, ^cual cree que sea la probabilidad de 
que pierda? 

En los problemas 35 y 36, proceda como en el ejemplo 10 

para calcular la probabilidad indicada. 

35. Mas lanzamientos de dados Se lanzan dos dados. Calcule 
la probabilidad de que el total que muestren sea un numero 
par o un multiplo de 3. 

36. Seleccion al azar En ABC Plumbing and Heating 
Company, 30% de los trabajadores son mujeres, 70% son 
plomeros y 40% de los trabajadores son plomeras. Si se 
elige un trabajador al azar, calcule la probabilidad de que 
sea mujer o plomero. 

= Para la discusion 

37. Se puede crear un dado de 12 caras en la forma de un 
dodecaedro regular; cada cara del dado es un pentagono 
regular (FIGURA 15.7.1). Cuando se lanza, una de las caras 
pentagonales quedara en position horizontal respecto a la 
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superficie de la mesa. Si cada uno de los numeros de 1 a 
6 aparece dos veces en el dado, demuestre que la probabi- 
lidad de cada resultado es igual que para un dado de 6 caras 
comun y corriente. 



38. Suponga que un dado es un dodecaedro regular de 1 2 caras 
como en el problema 37, donde cada cara del dado es un 
pentagono regular. Pero en este caso, suponga que cada 
cara tiene inscrito uno de los numeros 1, 2, ..., 12, como 
se muestra en la FIGURA 15.7.2. 

a) Si se lanzan dos de estos dados, <;que probabilidades 
hay de obtener un total de 13? 

b ) ^Un total de 8? 

c) <,Un total de 23? 

d) ( ',Que numero total es el menos probable que apa- 
rezca? 



39. Para la rueda giratoria que se ilustra en la FIGURA 15.7.3, 
sea S el espacio muestral de una sola vuelta de la rueda 
giratoria. Sean B y R los eventos de que la aguja marque 
azul o rojo, respectivamente, para que S = [B, R}. <,Que 
error hay, si acaso, en el calculo P(B) = n(B)/n(S) = 2 para 
la probabilidad de que la aguja marque azul? 



FIGURA 15.7.3 Rueda giratoria 
para el problema 39 


— Proyecto 

40. Problema de cumpleaiios Calcule la probabilidad deque 
en un grupo de n personas, por lo menos dos tengan el 
mismo cumpleaiios. Suponga que el ano tiene 365 dias. 
Considere tres casos: 
a) n = 10; b) n = 25, c)n = 90. 





Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Sucesion 

termino general 

Sucesion definida recursivamente 
formula recursiva 
Sucesion aritmetica 
diferencia comun 
Sucesion geometrica 
razon comun 
Serie 

Notation sigma 

indice de la suma 
Serie aritmetica 
Serie geometrica 


Convergencia: 
sucesion 
serie infinita 
Divergencia 
sucesion 
serie infinita 
Serie geometrica infinita 
Suma de una serie geometrica 
Decimal periodico como serie 
geometrica 
Teorema del binomio 
notation factorial 
coeficiente binomial 


Diagrama de arbol 

Principio fundamental de conteo 

Permutation 

Combination 

Resultados 

Eventos 

Espacio muestral 
Probabilidad de un evento 
Complemento de un evento 
Eventos mutuamente excluyentes 
Regia de la adicion de la probabilidad 


Repaso de conceptos 
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wjmmiM Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-40. 


= A. Verdadero ofalso 

En los problemas 1 a 12, conteste verdadero o falso. 

1. 2(8!) = 16! 


11 . Si Ei y & son eventos mutuamente excluyentes tales que 

P(E , ) = | y P(E 2 ) = 5, entonces P(E l U E 2 ) = . 

12 . Si P(E\) = 0.3, P(E 2 ) = 0.8 y P(E ] fl E 2 ) = 0.7, entonces 

P{E l U E 2 ) = . 

= C. Ejercicios de repaso 


3. (n — l)!n = n\ 

4. 2 10 < 10! 

5. No hay termino constante en el desarrollo de I 


6. Hay exactamente 100 terminos en el desarrollo de ( a + 

b) 100 . 

7. Una sucesion definida recursivamente por a n+t = (— 1 )a n 

es una sucesion geometrica. 

8. { In5") es una sucesion aritmetica. 

9. 2* =1 ln * = lnl 20 

10 . 1 = 0.999... 

11 . 0 ! = 1 

12 . P{n, n) = n\ 

= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 12, llene los espacios en bianco. 

1 . Los tres terminos de siguientes la sucesion aritmetica 

2x+ 1, 2x + 4 , ... son . 

x x 2 x 3 x 10 

1 2 + 4 + 6 + ' + 20' 2- — 

3. El quinto termino de la sucesion 1 es . 

4. El vigesimo termino de la sucesion aritmetica — 2, 3, 8, . . . 


5. La razon comun r de la sucesion geometica • 


£}• 


6 . ( 10 °) = 
viooy 

7. 2“ + 2 ^) = 

8- 

9. 3 - 1 +!«•§ + •• • = _ 

10. ParaW>l,2l. 0 ^E = - 


En los problemas 1 a 4, enumere los primeros cinco terminos 
de la sucesion dada. 

1. {6 - 3 (n - 1)} 

2. {-5 + An} 

3. {(-l) n «} 

4 . 

I n + 3 

5. Enumere los primeros cinco terminos de la sucesion defi- 
nida por cq = 1, a 2 = 3 y a n = (n + l)a„_i + 2. 

6. Obtenga el decimoseptimo termino de la sucesion aritme- 
tica cuyo primer termino es 3 y tercer termino es 1 1 . 

7. Obtenga el primer termino de la sucesion geometrica cuyo 
tercer termino es — \ y cuarto termino es 1 . 

8. Obtenga la suma de los primeros 30 terminos de la sucesion 
definida por a x = 4 y a„ +1 = a n + 3. 

9. Obtenga la suma de los primeros 10 terminos de la 
serie geometrica cuyo primer termino es 2 y razon comun 
es -\. 

10. Escriba 2.515151... como una serie geometrica infinita y 
exprese la suma como un cociente de enteros. 

11. El mejorregalo Determine cual es el mejor regalo de las 
opciones siguientes: 

a) $10 cada mes durante 10 anos. 

b ) 100 el primer mes, 200 el segundo mes, 300 el tercer 
mes, y asf sucesivamente, recibiendo un incremento 
de 100 cada mes durante 10 anos. 

c) 1 0 el primer mes, 20 el segundo mes, 40 el tercer mes, 
y asf sucesivamente, duplicando la cantidad recibida 
cada mes durante 2 anos. 

12 . Distancia recorrida El astronomo y ffsico italiano 
Galileo Galilei (1564-1642) descubrio que la distancia 
que una masa se mueve por un piano inclinado en inter- 
valos de tiempo consecutivos es proporcional a un numero 
entero impar. Por tanto, la distancia total D que una masa 
se movera por el piano inclinado en n segundos es propor- 
cional al+3 + 5+" + (2 n — 1). Demuestre que D es 
proporcional a n 2 . 

13 . Anualidad Si una tasa anual de interes r se compone 
continuamente, entonces la cantidad S acumulada en una 
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anualidad inmediatamente posterior al n-esimo deposito 
de P dolares esta dado por 


34. 


Tercer termino de 



S = P + Pe r + Pe 2r + ■ ■ ■ + Pe (n ~ ])r . 


Demuestre que 


S = 


P 


1 — e m 
1 - e r ' 


14. Cifra de ventas En 2009 una nueva empresa de alta tec- 
nologfa proyecto que sus ventas se duplicarfan cada ano 
en los siguientes cinco aflos. Si las ventas en 2009 fueron 
de $1 000 000, i a cuanto se espera que asciendan las ven- 
tas en 2014? 

En los problemas 15 a 20, use el principio de induction mate- 
matica para demostrar que la proposition siguiente es verda- 
dera para todo entero positivo n. 

15. n 2 (n + l) 2 es divisible entre 4. 


16. 2( 2k + 6) = n{n + 7) 

17. 1(1!) + 2(2)! + ■ ■ • + n(re!) = (n + 1)! - 1 

18. 9 es factor de 10" +1 — 9/1-10 



20. (cos 6 + /sen G) n = cos nd + /sen nO, donde i 2 = — 1 


En los problemas 21 a 26, evalue la expresion dada. 


21 . 

22 . 


24. 

25. 


6! 

4! -3! 
6!4! 

ToT 
C{7, 2) 
Pi 9 , 6 ) 
in + 3)! 


■ (2 n - 1 )! 

En los problemas 27 a 30, use el teorema del binomio para 
desarrollar la expresion dada. 

27. (a + 4b) 4 

28. (2y - l) 6 

29. (x 2 - y) 5 

30. (4 - (a + b)) 3 


En los problemas 3 1 a 34, obtenga el termino indicado en el 
desarrollo de la expresion dada. 

31. Cuarto termino de (5a — b 3 ) 8 

32. Decimo termino de (8y 2 - 2jt) 1 1 

33. Quinto termino de (xy 2 + z 3 ) 10 


35. Un multiplo de x 2 ocurre como ^cual termino del desarro- 
llo de (x ,/2 + l) 40 ? 

36. Resuelva x en: 

= < i- 

37. Si el primer termino de una serie geometrica infinita es 10 
y la suma de la serie es 25/2, ^cual es el valor de la razon 
comun r? 

38. Considere la sucesion { a n } cuyos primeros cuatro terminos 
son 


a) Con a\ = 1, obtenga la formula recursiva que define 
la sucesion. 

b ) ^Cuales son los terminos quinto y sexto de la suce- 
sion? 


En los problema 39 y 40, conjeture si la sucesion dada con- 
verge. 


39. 

40. 

41. 


© 

V3;V3V3, 


Si una moneda se lanza al aire tres veces, use un diagrama 
de arbol para encontrar todas las posibles sucesiones de 
cara (H) y sello (T). 


42. Enumere todos los numeros posibles de tres dfgitos usando 
solo los guarismos 2, 4, 6 y 8. 

43. Helado Si hay 32 sabores de helado, indique de cuantas 
maneras se puede ordenar un cono doble si ambas bolas 
de helado 

a ) Deben ser de diferentes sabores. 

b ) Han de ser del mismo sabor. 


[Pista: suponga que el orden en el que se colocan las bolas 
de helado en el cono no importa], 

44. Mas helado En una barra de postres hay tres sabores de 
helado, seis aderezos, dos tipos de nueces y crema batida. 
Indique cuantos helados diferentes se pueden preparar que 
consistan en un sabor de helado con un aderezo si 

a) Se requieren nueces y crema batida. 

b) Las nueces son optativas, pero se requiere crema ba- 
tida. 

c) Tanto las nueces como la crema batida son optativas. 

45. Cree su propia pizza Domingo’s Pizza ofrece 10 ingre- 
dientes adicionales. ^Cuantas pizzas diferentes se pueden 
hacer usando solo tres de los ingredientes? 


Ejercicio de repaso 
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46. Ordenaciones (i De cuantas maneras se pueden ordenar 
ocho libros en un estante? 

47. Reorganizaciones A1 armar un acertijo de palabras 
revueltas, i cuantas reorganizaciones de las letras de la 
palabra shower son posibles? 

48. Tiempo de sembrar El catalogo de semillas de Burtee 
ofrece nueve variedades de tomates. <;De cuantas maneras 
puede un jardinero seleccionar tres para sembrar? 

49. Modelado Hay 10 atuendos informales y 12 formales 
que se modelaran en un desfile de modas. Indique en cuan- 
tos ordenes diferentes se pueden exhibir si 

a) T odos los atuendos informales se agrupan por un lado 
y todos los formales por otro. 

b) No hay restricciones para el orden. 

50. En las carreras (j De cuantas maneras se pueden decidir 
el primero, segundo y tercer lugares si 10 caballos parti- 
cipan en una carrera? Suponga que no hay empates. 

En los problemas 51 y 52, use la notacion de conjuntos para 
escribir el espacio muestral del experimento dado. 

51. La rueda giratoria de la FIGURA 15.R.1 gira dos veces. 

52. La rueda giratoria de la figura 1 5 .R. 1 gira una vez y luego 
se lanza al aire una moneda. 



53. Cartas Si se sacan dos cartas de una baraja de 52, ^cual 
es la probabilidad de que ambas cartas sean negras? 

54. Seleccion de un boligrafo Se seleccionan cinco bolfgra- 
fos al azar de un lote de 100 bolfgrafos Pic. Si 90% de este 
lote de bolfgrafos Pic escriben la primera vez, indique que 
probabilidad hay de que 

a) Los cinco bolfgrafos seleccionados escriban la prime- 
ra vez. 

b) Ninguno de ellos escriba la primera vez. 

c) Por lo menos uno de ellos escriba la primera vez. 

55. Planeacion familiar Suponga que la probabilidad de dar 
a luz a una nifia es igual a la probabilidad de dar a luz a un 
nifio. En una familia de cuatro hijos, ( ',que es mas probable: 
i) que todos los hijos sean del mismo sexo; ii ) que haya 
dos de cada sexo, iii) que haya tres de un sexo y uno del 
otro? 

56. Joventipica Las estadfsticas indican que la probabilidad 
de morir en el afio siguiente de una joven de 20 afios es de 
0.0006. (,Que probabilidad hay de que una joven “tfpica” 
de 20 afios sobreviva al afio proximo? 


57. iEsta de suerte? Un cajon contiene ocho calcetines 
negros y cuatro blancos. Si se sacan dos calcetines al azar, 
indique la probabilidad de que se obtenga un par 

a) Negro. 

b) Blanco. 

c) Coordinado. 

58. Bingo Una carta de bingo tiene cinco filas y cinco colum- 
nas (FIGURA 15.R.2). Cinco numeros cualesquiera del 1 al 15 
aparecen en la primera columna (designada como B); cinco 
numeros cualesquiera del 16 al 30 aparecen en la segunda 
columna (I); cuatro numeros cualesquiera del 31 al 45 apa- 
recen en la tercera columna (N), donde se encuentra un cua- 
drado en el medio que esta marcado como “LIBRE”; cinco 
numeros cualesquiera del 46 al 60 aparecen en la cuarta 
columna (G); y cinco numeros cualesquiera del 61 al 75 
aparecen en la ultima columna (O). £ Cuantas cartas diferen- 
tes de Bingo son posibles? (Considere que dos cartas son 
diferentes si dos entradas correspondientes son diferentes.) 


FIGURA 15.R.2 Carta 
de Bingo para el 
problema 58 

59. Mas bingo Una version de bingo requiere que unjugador 
cubra todos los numeros de la carta conforme se van anun- 
ciando los numeros al azar (vease el problema 58). 

a) <,Cual es la cantidad minima de numeros que deben 
anunciarse para que pueda haber un ganador en esta 
version? 

b) Suponga que hay un ganador con la cantidad minima 
de numeros anunciados que obtuvo en el inciso a). 
LQue probabilidad hay de que la carta jugada sea la 
ganadora en ese punto? 

60. Areas Sea {A n } la sucesion de areas de los triangulos 
isosceles que se ilustran en la figura 15.R.3. Obtenga la 
suma de la serie infinita A x + A 2 + A 3 + ■ ■ • 



FIGURA 15.R.3 Triangulos isosceles para el problema 60 
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Examen final 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1. 


En los problemas 1 a 14, llene los espacios en bianco. 

1. Completar el cuadrado en x para 2x 2 + 6x + 5 resulta en 


2 . En el desarrollo del binomio (1 — 2x) 3 , el coeficiente de 
x^es . 


3 . 


4 . 


En notacion de intervalos, el conjunto solucion de 
x(x 2 - 9) _ n 

■ 

Si a — 3 es un numero negativo, entonces \a — 3| = 


5 . Si |5x| = 80, entonces x = . 

6 . Si (a, b) es un punto en el tercer cuadrante, entonces 

{—a, b) es un punto situado en el cuadrante. 

7 . Si el punto (1,7) esta en una grafica, de las coordenadas 
de otro punto en la misma grafica si es simetrico respecto 
al: 

a) Eje x. 

b ) Ejey. 

c) Origen. 

8. Las rectas 6x + 2 y = 1 y kx — 9y = 5 son paralelas si 

k — . Las rectas son perpendiculares si A: = 


9. La factorization completa de la funcion fix) = x 3 — 2x 2 
- 6x es . 

10. Los unicos ceros racionales posibles de/(x) = x 3 + 4x + 

2 son . 

11. El desplazamiento de fase de la grafica de y = 5 sen(4x + 

7 r) es . 

12. Si/(x) = x 4 arctan(x/2), entonces el valor exacto de/(— 2) 

es . 

13 . 5 In 2 - ln| = In . 

14. La grafica de y = ln(2x + 5) tiene la asintota vertical x = 


En los problemas 15 a 32, responda verdadero o falso. 

15. El valor absoluto de cualquier numero real x es positivo. 

16. La desigualdad |x| > — 1 no tiene soluciones. 

17 . Para cualquier funcion/, si /(a) = fib), entonces a = b. 

1 8. La grafica de y = fix + c), c > 0, es la grafica de y = fix) 

desplazada c unidades a la derecha. 


19 . Los puntos (1, 3), (3, 11), y (5, 19) son colineales. 

20. La funcion fix) = x 5 — 4x 3 + 2 es una funcion impar. 

21 . x + \ es un factor de la funcion /(x) = 64x 4 + 1 6x 3 + 48x 2 

- 36x - 12. 

22. Si b 2 - 4 ac < 0, la grafica de fix) = ax 2 + bx + c, con 

a ^ 0, no interseca el eje x. 

Vx 

23 . fix) = es una funcion racional. 

1 2x + 1 

24 . Si f(x) = x 5 + 3x — 1, entonces existe un numero c en 

[-1, 1] tal que/(c) = 0. 

25 . La grafica de la funcion fix) = — 1 — no tiene 

intersecciones con el eje x. x 1*2 

26 . x = 0 es una asintota vertical en la grafica de la funcion 

X 1 - 2x 

racional fix) = . 

27 . La grafica de y = cos (x/6) es la grafica de y = cos x exten- 

dida horizontalmente. 

28 . fix) = esc x no esta definida enx= 7r/2. 

29 . La funcion fix) = e~ 4x2 no es de uno a uno. 

30 . La funcion exponencial/(x) = (§)* aumenta en el intervalo 

31 . El dominio de la funcion/(x) = In x + ln(x — 4) es (4, °°). 

32 . Las soluciones de la ecuacion In x 2 = In 3x son x = 0 y 

x= 3. 

33 . Relacione el intervalo dado con la desigualdad correspon- 
diente. 

i) [2,4] 

O) [2,4) 
m (2,4) 
iv) (2,4] 

a) |* — 3| < 1 

b) 1 < .X - 1 <; 3 

c) —2 < 2 — x < 0 

d) \x - 3| < 1 

34 . Escriba la solucion de la desigualdad en valor absoluto |3x 

— l| > 7 usando notacion de intervalos. 

35 . La respuesta a un problema dado al final de un texto de 
matematicas es 1 + V3, pero su respuesta es 2/(V3 — 1). 
^Esta usted en lo correcto? 

36 . /,En que cuadrantes de un piano cartesiano se situa el 
cociente xly negativo? 


37 . ^Cual de las ecuaciones siguientes describe mejor una 
circunferencia que pasa por el origen? Los sfmbolos a, b, 
c, dye representan diferentes constantes reales que no son 
cero. 


a) 

ox 2 

+ 

by 2 

+ 

cx 

+ dy + e = 0 

b) 

ox 2 

+ 

ay 2 

+ 

CX 

+ dy + e = 0 

c) 

ox 2 

+ 

ay 2 

+ 

CX 

+ dy = 0 

d) 

ox 2 

+ 

by 2 

+ 

CX 

+ dy = 0 

e) 

ox 2 

+ 

ay 2 

+ 

e = 

= 0 

f) 

ax 2 

+ 

ay 2 

+ 

CX 

+ e = 0 


38 . Relacione la funcion racional/ que se indica con la frase 
mas apropiada. 


0 fix) 
a ) fix ) 
in) fix) 


x 2 - 2 
x 2 

x 2 + 2 
x 5 

x 2 + 2 


,v) /w = VTI 

a) asmtota oblicua 

b) sin asintotas 

c) asmtota horizontal 

d) asmtota vertical 


39 . ^Cual es el rango de la funcion racional 


40 . ^Cual es el dominio de la funcion fix) 



41 . Obtenga una ecuacion de la recta que pasa por el origen y 
por el punto de intersection de las graficas de x + y = 1 
y 2x - y = 7. 

42 . Obtenga una funcion cuadratica / cuya grafica tiene 
la intersection con y (0, — 6) y el vertice de la grafica es 
(1,4). 


Para quienes tomaran un curso de calculo proximamente, a 
menudo se les pedira que reescriban una funcion ya sea en 
una forma mas sencilla o en una forma que sea mas util para 
resolver el problema. En los problemas 43 a 48, reescriba 
cada funcion siguiendo la instruction dada. En calculo, se 
esperana que el alumno supiera que hacer dado el contexto 
del problema. 

43 . fix) = Vx 6 + 4 — x 3 . Exprese/ como cociente usando 
rationalization y simplification. 


44 . /(x) = 


. Realice la division indicada 


y exprese cada termino como potencia de x. 


45 . 


fix) = 


7X 2 — lx — 6 
^-x 2 ' 


Descomponga/ en fracciones par- 


ciales. 


46 . fix) = . Exprese fen terminos de sec x y tan x. 

1 + senx 

47 . fix) = e 3lru . Exprese / como potencia de x. 

48 . fix) = lx 2 — 3x|. Exprese/ sin signos de valor absoluto. 

En los problemas 49 y 50, resuelva la ecuacion /(x) = 0 
siguiendo la instruction dada. 

49 . /(x) = x 2 ^(4 - x 2 ) _1/2 (— 2x) + 2xV4 - x 2 . Reescriba 
/ como una sola expresion sin exponentes negativos. 

50 . fix) = 2 sen x cos x — sen x. Obtenga los ceros de / en el 
intervalo [— 77 , 77 ]. 


En los problemas 51 y 52, calcule y simplifique el cociente 
de diferencias 

fjx + h) -fjx) 
h 


para la funcion dada. 


51. 

52 . 


fix) = 
fix) = 


3x 

2x + 5 
-x 3 + lOx 2 


53 . Considere la funcion trigonometrica y = — 8 sen (7rx/3). 
^Cual es la amplitud de la funcion? De un intervalo en el 
cual se complete un ciclo de la grafica. 

54 . Si tan 6 = V 5 y 77 <0< 377 / 2 , entonces, £cual es el valor 
de cos 61 


55 . Suponga que/(x) = sen x y /(c) = 0.7. Indique cual es el 
valor de 


2 fi~c) +/(c + 2t7) +fic - 677)? 

56 . Suponga que fix) = sen x y g(x) = In x. Resuelva 

if°g)ix) =0. 

57 . Obtenga las intersecciones con los ejes x y y de la parabola 
cuya ecuacion es (y + 4) 2 = 4(x +1). 

58 . Encuentre el centra, los focos, los vertices y los extremos 
del eje menor de la elipse cuya ecuacion es 

x 2 + 2y 2 + 2x - 20y + 49 = 0 


59 . Las asintotas oblicuas de una hiperbola son y = — 5x + 2 
y y = 5x — 8. ^Cual es el centra de la hiperbola? 

60 . Desde un punto a 220 pies de distancia de la base una 
antena de telefonfa movil una persona mide un angulo de 
inclination de 30° desde el suelo hasta la parte mas alta 
de la antena. ^Cual es el angulo de inclination hasta la 
parte mas alta de esta si la persona se traslada a un punto 
100 pies mas cerca de la base? 

61 . El yodo 1 3 1 es radiactivo y se usa en ciertos procedimien- 
tos medicos. Suponga que el yodo 131 se descompone 
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exponencialmente. Si la vida media del yodo 131 es de 8 
dfas, /.cuanto queda de una muestra de 5 gramos al cabo 
de 15 dfas? 

62. La ecuacion de coordenadas polares r = 3 cos 46 es una 
rosa con ocho petalos. Obtenga todos los angulos medidos 
en radianes que satisfagan 0 < 0 < 2tt, para la que |r| = 
3. 

63. Resuelva el sistema lineal 


' x - 2y + 3z = 1 
x + y - z = 5 
,4x - 5y + 8z = 8 


e interprete la solution en terminos geometricos. 


64. Resuelva la ecuacion 


0 

4 


0 

x 

0 


4 

0 


0 para x. 


65. A continuation se presenta un sistema no lineal de ecua- 
ciones tornado de un libro de calculo: 


Resuelva x,y y A. 


2x\ = -4 
2 y\ = 2y 
£ + y 2 = 9. 


66. Represente graficamente el sistema de desigualdades 


y < 2* 

6y - lx > 10 

x — 0. 


En los problemas 67 a 70, responda la pregunta sobre la suce- 
sion 


128,64, 32, 16, ... 


En los problemas 71 a 74, obtenga el n-esimo termino a n de 
la sucesion dada. 

71. -2, -1,0, 1, ... 

72. 0,3,8,15,... 

73. 1 000,-100,10,-1,... 

74 - 

75. Si d es un dfgito (cualquier numero de 0 a 9), obtenga un 
numero racional cuya representacion decimal sea 0. 
ddd... 


1 -1 1 

1 11, explique por que det A = 0, con 

2 2 2j 

base en las propiedades de los determinantes. 


77. Obtenga los coeficientes a, b y c en numeros reales de 
modo que los puntos (—1, —3), (1, —5) y (2, 0) queden 
situados en la grafica de la funcion cuadratica/(x) = ax 2 
+ bx + c. 


78. Si los puntos P h P 2 y P 3 son colineales, como se ilustra 
en la FIGURA EXF.1, entonces obtenga una ecuacion que 
relacione las distancias d(P t , P 2 ), d(P 2 , P 3 ) y d(P h P 3 ). 


P3 



FIGURA EXF.1 Grafica 
para el problema 78 


79. Obtenga los valores de las seis funciones trigonometricas 
del angulo 6 que se ilustra en la FIGURA EXF.2. 


^Cual es el octavo termino de la sucesion? 

^Cual es la suma .S’ 8 de los primeros ocho terminos de la 
sucesion? 

/ La sucesion es convergente o divergente? 

Diga si la serie infinita 

128 + 64 + 32 + 16 + ... 
tiene una suma S. 



FIGURA EXF.2 Triangulo 
para el problema 79 

80. Si send = §, 90° <6 < 180°, obtenga a) sen 29, b ) cos 
26, c ) tan 26. 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS 


SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 



9. P-»g 

11. 7 > 9 o el Sol es un astro Mo. 

13. Si 7 no es menor que 9 entonces el Sol es un astro 
Mo. 

15. Si la temperatura esta por debajo de cero y 7 < 9 
entonces el Sol es un astro Mo. 

17. 7 < 9 y el Sol es un astro Mo si y solo si la tempera- 
tura esta por debajo de cero. 

19. 7 < 9 y el Sol es un astro Mo, y el Sol es un astro Mo 
y la temperatura esta por debajo de cero. 

21 . 

p q p A q ~(p*q) 

V V V F 

V F F V 

F V F V 

F F F V 


P 

q 

p^>q 

~q 

pv~q 

pAq 

(pV -?)->/> A ? 

(p->?)-»(PV~9)->pA ? 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

F 


25. P: Un numero p es real Q: p es no racional Q — » 

(^ 6 ) 

27. F 

29. F 

31. Un byte tiene 7 bits y una palabra consta de 2 bytes. 
F 

33. No ocurre a la vez que un byte tiene 7 bits y una 
palabra 2 bytes. V 

35. Un byte tiene 7 bits y una palabra tiene 2 bytes, o un 
bit es un 0 o un 1 , y un byte tiene 7 bits o un byte es 
unOoun 1. V 

37. ~q 

39. — t a ~P- F 


Ejercicios 1.3, pagina 14 

1. Tautologfa 
3. Contingencia 
5. Tautologfa 
7. Tautologfa 
9. Contingencia 
11. No 

Ejercicios 1.4, pagina 18 
1. Sf 
3. No 
5. No 
7. Sf 
9. No 


Ejercicios 1.1, pagina 4 

1. Sf, F 
3. Sf,V 
5. No 
7. Sf,V 
9. No 
11. Sf, F 
13. Sf,V 
15. No 

Ejercicios 1.2, pagina 10 

1 . Pa g 
3. P-><2 
5. P<^Q 
7. P-»2 

23. 


RESP-1 



Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 1 


u. 



Tautologfa 

13. 



Tautologfa 

15. v(p) = F v{q) = F 

17. Por silogismo hipotetico se tiene p — » (s v q). Por simplificacion 
p y por modus ponens s v q y por simplificacion ~q y por silo- 
gismo disyuntivo S. 

Ejercicios 1.5, pagina 20 

1. x es mas rapido que Jose. 

3. Si x es mas rapido que y entonces y es mas alto que x. 

5. Miguel es mas rapido que Jose, o Miguel es mas alto que Jose 
y Jose pesa mas de 200 libras. 

7. Cualquiera sea x, x es mas rapido que Jose si y solo si Jose pesa 
mas de 200 libras. 

9. Existe y tal que para todo x, si x es mas rapido que y entonces 
x pesa mas de 200 libras. 

11. ~(Vx, P(x)) P(x): x es bonita. 

13. ~Ox, P(x)) P(x)\ x ama a todo el mundo. 

15. Ox, P(x)) v (~R) P(x): x es mas grande que cualquier solucion 
conocida. R\ hay solucion. 

17. F 

19. V 

21. V 

Ejercicios 1.6, pagina 23 

1. {0} 

3. {0} 

5. {} 

7. {5, 10, 15, 20, 25...} no esposible. 

11. {x\x es una vocal del alfabeto) 

13. {x\x es un impar} 

15. {x\x es un cuadrado perfecto diferente de 1 } 


17. {jc|jc es entero y0£i£9} 

19. [x\x es la capital de la Republica Dominicana} 

Ejercicios 1.7, pagina 29 

1. 1) 1 2) 9 3) 3 4) 7 5) 0 6) oo 7) oo 8) 2 9) 1 11) 5 12) °o 13) oo 14) 
28 15) °o 16) 9 17) 10 18) 2 19) 1 20) 0 
3. E = {jc|x es un numero entero para tal que 4 + 3 = 3} / = { } 
E = J 
5. {1} 

7. {0, 1,2, 3, 4, 5, 1,7, 8, 9} 

9. A,B,C,D son subconjuntos de A y B son subconjuntos uno del 
otro, DCC. 

11. Ay D, B y D. 

13. C = A PI B GA siempre 

Si A CB entonces A CA r\B.'.A=Ar\B = C 
15. e 
17. a 
19. soC 
21. eoC 
23. C 
25. V 
27. F 
29. V 
31. V 
33. V 
35. V 
37. V 
39. F 
41. F 
43. F 
45. F 
47. { 0 ,{}} 

49. {0, {a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {a, e}, 

{b, c}, {b, d}, {b, e}, {c, d}, {c, e}, {d, e}, {a, b, c}, {a, b, d}, 
{a, b, e}, {a, c, d}, {a, c, e}, {a, d, e}, {c, d, e}, {b, c, d}, 

{b, c, e}, {b, d, e}, {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, d, e}, 

{a, c, d,e},{b, c,d,e},{a,b, c,d,e}. 

51. {a} 

53. No 
55. No 
57. Sf 
59. No 
61. No 
63. No 
65. Sf 
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Ejercicios 1.8, pagina 37 

1. {a, b, c, d, e, f, g} 

3. {e, g, i} 

5. {e} 

7. {e, f, g, h, i, a, c} 

9. {f, g, h, i} 

11. {f.g} 

13. {a, b, c} 

15. {d,e} 

17. {a, c} 

19. {a, c, g, i} 

21. {1,3,5,7,9,10} 

23. {2} 

25. {1,2,6,7,8,9,10} 

27. 0 
29. U 
31. A 
33. A 
35. A 
37. U 
39. B 
41. 



{A' n B') n C' = (A U B U Q 



(A'Afi')nC' 

= [(A' u b') - (A 1 n B')] n c' 

= [(A n B)' - (A U B)'] n C' 

= [(A n B)' n (A u B)] n c' 

51. V 
53. F 
55. F 

57. {1,2, 3, 4, 5, 7, 8} 

59. 0 

61. {1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9} 

63. j€(4UB)f»i^AUBf>j[^Ai:j'B 

<r+x e A' ax e B' 

m E A' ns 1 

65. A ns' =A^B'DA 

«AHB= 0 

67. xe (A OB) fl Chje (A HBIajce C 

e+(xeAaj:eB)ajeC 

«ieAa(«BaieQ 

<4XEAAIEBflC 

mEAn (B n O 

Ejercicios 1.9, pagina 42 
1. 3 
3. 16 
5. 9 
7. 5 
9. 10 

11. (a) 3, (b) 30 
13. 175,115 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 1 



Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 1 


15. 19 


Contrapositiva: si yo soy el rey de Inglaterra, entonces 2 

17. 20 


= 4. 

19. 100 

3. 

r^q 


5. 

Contradiction 

Ejercicios de repaso, pagina 44 

7. 

Contingencia 

1. Reciproca: si no soy el rey de Inglaterra, entonces 2 + 2 = 4. 

9. 

Si 

Inversa: si 2 + 2 = 4, entonces yo soy el rey de Inglaterra. 

11. 

F, 3x, x dividido por 2 no es entero, V 


13. 


P 

? 

r 

pvr 

qvr 

(P v r) a (ijr v r) 

~p 

~q 

~p v ~r 

[(pvr)A( ? vr)]A(~pv-r) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

F 


15. Si 19. 3x, 3y, x < y a (Vz, z£jv ziy) 

17. Falacia 21. F 

23. 



25. Si no sere feliz, no me ascenderan por contrapositiva, por mo- 
dus ponens no me ascendieron y por contrapositiva se obtiene 
la conclusion, es valido. 

27. Si v(p) es v entonces por modus ponens v(q vr) = vy por si- 
logismo disyuntivo v(s vt) = v, luego p—>svl. 

29. Si existe un miembro x del club tal que cualquiera sea la linea 
aerea y, x ha sido pasajero de y , entonces, cualquiera sea la li- 
nea aerea y, existe un miembro x del club tal que x ha sido 
pasajero de y. 

31. Cualquiera sea el miembro x del club y cualquiera sea la linea 
aerea y, x ha sido pasajero de y si y solo si cualquiera sea la 
linea aerea y, y cualquiera sea el miembro x del club, x ha sido 
pasajero de y. 

33. Si t — 8 es racional, entonces t — 8 + 8 = t tambien es racional, 
lo que contradice la hipotesis; por tanto, t — 8 es irracional. 

35. A- B= A A Cl B = 0 B — A = B 

37. oo 
39. oo 
41. V 
45. F 
45. F 
47. 0 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 



49. {0,7, 8, 9} 

51. {0, {1}, {3}, {5}, 1, 3}, {1, 5}, {3, 5}, {1, 3, 5} 
53. A AA = (A U A) — (A n A) = A — A = 0 
55. {0, 1,2,3} 

57. P({0, 1,2,3})- {0} 



63. V 
65. V 

67. (a) 180 (b) 60 (c) 70 (d) 120 (e)190 
69. (a) 225 (b) 25 (c) 100 (d) 125 (e)105 





Ejercicios 2.1, pagina 56 


Ejercicios 2.3, pagina 68 


1. 

{1,3,4, 6, 8, 9,10,11 

, 12, 14, 15} 

1 








1. -T 

3. (2y) 4 

5. 4~ 5 

7. 


3. 

{1,2, 3, 5, 7, 8, 9, 11, 

12, 13, 14} 

8 





5. 

{1,8} 

7. {3,9,11,12,14} 

9. (a) 81 

(b) n 

(c) -81 



9. 

{-1, -2,1,2} 

ii. (§,!) 

11. (a) 49 

(b) b 

(c) ~h 



13. 

(-2, -1} 

15. {x\x = 2n,ne.Z} 

13. (a) 1 

(b) 1 

(C) -1 



17. 

propiedad 3 (i) 

19. propiedad 2(i) 

15. -§ 

17. ^ 

19. 0 

21. 

13 

21. 

propiedad 3 (it) 

23. propiedad 4(h) 

23. 11 

25. -| 

27. x 4 

29. 

-2 lx 6 

25. 

propiedad 5(H) 

27. propiedad 4(i) 

31. 2 5 

33- “IT 

35. 25X 2 

37. 

5 6 

29. 

propiedad 2 (li) 

31. propiedad 5(0 





9/ 

33. 

propiedad 1 0(/v) 

35. propiedad 7(0 

39. ^ 

41. x 

43. 49a6 

45. 

37. 

propiedad 9(f) 

39. propiedad 8(h) 

r 





41. 

propiedad 16 O') 

43. propiedad 13 

47. a 6 b w 

49. -x 2 yV 

51. negativo 

53. 

positivo 



7 4 - 

55. positivo 

57. A = s 1 

59. A = 77 T 2 

61. 

V = TTl^h 

45. 

-a 

47. 

63. (a) 1.05 X 

: 10 6 

(b) 1.05 > 

C 10“ ; 


49. 

0 

51. (a) mayor que 

65. (a) 1.2 X 

10 9 

(b) 1.2 X 10“ 10 



Ejercicios 2.2, pagina 62 


x + y > I 
\t ~ 1| < 


7. b > 100 
11. -3 < 15 
15. 3.14 < it 


. -2 > -7 

, 2.5 s: § y | > 2.5 ambas s( 

. > 2.6 


67. (a) 32 500 000 

69. (a) 0.0000000000000000987 

71. 4.9064 X I0 -4 73. 

75. 8.2500 X 10 13 

77. (a) 7 200 000 000 000 

79. (a) 32 000 000 000 000 000 000 

81. 1.335 X 10 9 

83. (a) $14 261 000 000 000 

85. aproximadamente 1 .5 X 10 19 mi 


(b) 0.0000325 

(b) 9 870 000 000 000 

9.533 X 10“ 6 


(b) 7.2 X 10 12 
(b) 3.2 X 10 19 


(b) $1.4261 X 10 13 


23. 7 


27. f 
31. 4 - 
35. 4 


- V5 
- V5 


39. 


8- V7 

2t t - 6.28 


Ejercicios 2.4, pagina 76 

1. -5 3. 10 


47. 


(b) 5 
(b) -6.5 


51. 0 
55. -1 

59. (a) 0.2 
63. (a) 3 
67. a = —1.5, b 


• (a) 4 

• (a) 3 
. a = 2, b = 

. m = 4 + 7r, 6 = 4 + 277 

. a = -3 - V2, b = —3 — 

. (10)(10) = 100 75. 77 > 3.14 

. ^ = 0.63 79. V2 > 1.4 

. Natalie vive a f de rnilla o a | de milla de Greg. 


(b) 0.7 
(b) 0 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 2 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 2 


53. (6x -3 y + 4x?)V2jc 

57. s = VA 
61. 7.74 X 10 3 m/s 


51. 2^2 
55. (1 - a). 


>Vf 


5. ( x + y 7. (x + x 172 ) 1 ' 
13. 3 + 'Va 2 15. 

(b) | 

(b) 00055128 = 78 125 
(b) -2 w 


x 7/s 


Ejercicios 2.5, pagina 81 

1. ( ab) v 3 3. x _4/3 

9. ^ 11. N/90 2 

17. (a) 7 
19. (a) 0.0000128 
21. (a) 2 187 

23. I 2jc 5/6 25. 4a 13/6 

,.2/3 

31. I 25x 1/2 > ,3/2 33. — 

39. 1 41. 125* 3 

47. - 49. 

55. ^o 3 57. 8 000 

61. aproximadamente 1.0139s 

Ejercicios 2.6, pagina 90 

1. (a) 30 (b) f 

3. (a) -192 (b) \ 

5. (a) -| (b) 

7. (a) 2.6 (b) -0.025 (c) 0.2 

9. polinomio; grado 1; coeficiente principal 8 
11. no es un polinomio 

13. polinomio; grado 101; coeficiente principal 26 

15. no es un polinomio 

17. 3X 5 + x 3 - 8X 2 + 6x — 6 

19. 6y 3 + y 2 — 2y - 1 

21. — 3x 4 + 5X 2 - 1 

23. 3x 7 - 7x 6 + x 5 - x 4 + 2X 2 — 8x — 14 
25. — 2J 3 - 2? - 21 1 + 46 
27. 2V 2 - 8V 2 - 24v 
29. y 4 + y 3 - / + 14y - 20 
31. 15a 4 - a?b + Kerb 1 - 8ab 3 + Wb 4 
33. 6a 3 - 5 a 2 b + 3 ab 7 
37. 1 - x 2 + 2 x 6 y 
41. 2r 6 -13^-7 
45. 24x - 2Vx - 2 
49. x 2 - Mx - ^ 

53. 5 Ox 2 + 40x + 8 
57. y -2 - 4X 2 


29. a 1/2 b 


35. ^ . 

y 4 6 4 

& 6 c 372 

43. — 4 45. p l,6 q l/7 

51. ^64 = 2 53. 3^ 

59. O.OOOOlxV 0 
63. 1 1 26.30 ft /s 


(c) 6 
(c) 0 
(c) -1 


35. 5 - 


43. 10 i 2 + 26/ - 56 
47. 3X 2 + 7.63x + 1.47 
51. 1 + 10 b + 25 b 2 
55. 4 - 3x 

59. 8x 3 - 36X 2 + 54x - 27 
61. x 6 y 9 + 6x 4 y 6 + 12xV + 8 63. x 3 + + 3xf + y 3 

65. a 3 - 27 67. 729 + y 3 

69. 625x 4 — y 4 71. x 2 + 2xy + y 2 + 2x + 2y + 

73. x 3 + 3x 2 y + 3xf + y 3 + 3X 2 + 6xy + 3/ + 3x + 3y + 1 

75. x 4/3 - x 273 77. ^ 

y 6 x 6 

79. x 6 - x 5 - x 3 + x 2 
81. (a) -4X 3 - 8X 2 + lOOx + 200 
(b) -8X 2 + 40x + 280 


Ejercicios 2.7, pagina 97 

1. 2x(6x l + x + 3) 

5. (3 1 + s)(5a + b ) 

9. (p 2 + l)(2p - 1) 

13. (2xy - l)(2xy + 1) 

17. (x - y)(x + yKx 2 + /)(x 4 + y 4 ) 

19. (2xy + 3)(4x 2 y 2 - 6xy + 9) 

y - i)(y + !>(/ + y + DCx 2 - y + l) 


3. (2y — z)(y + 3) 

7. xyz(z 2 - y 2 + x 2 ) 

11. (6x - 5)(6x + 5) 

15. (x - y)(x + yKx 2 + y 2 ) 


23. (x - 3)(x - 
; 27. (x - 2)(x + 2KX 2 4 
31. (x — 2y)(x + y) 

35. (s - 4f) 2 

39. (6a 2 - 5)(a 2 + 3) 


25. (y + 5)(y + 2) 
29. (r + l) 2 
33. (x + 5) 2 
37. (2p + 5 )(p + 1) 
41. (2x - y)(x - 3y) 


43. (x 2 + y 2 ) (x 4 + y 4 - x 2 / + 3X 2 - 3/ + 3) 

45. (x-y) 2 

47. (y - x)(y + x)(x 4 + y 4 + x 2 y 2 - 3X 2 - 3y 2 + 3) 
49. (1 - 2v)(l + 2v)(l + 4v 2 )(1 + 16v 4 ) 

51. (x + 2)(x - lXx 2 - 2x + + x + 1) 

53. ( rs - 2 t)(rV + 2 rst + 4Z 2 ) 


55. (a - 6) (a + £>) 

59. (4a - 36) 2 

63. (V5y - l)(V5y + l) 

67. (a - V26)(a + V2b) 



x 2 + 9x + 20 


Vxy + Vx 

-10 

(2x - l)(2x + 2 h- 

r,r 2 r 3 

r,r 2 + r 2 r 3 + r 2 r 2 


57. (4z-y)(z + 2y) 

61. (x - V3)(x + V3) 
65. (a + \) 2 

69. (2V6 — x) (2V6 + x' 
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11. b\b - 2 ){b + 3 )(b - 6) 
15. x 2 (x - l)(x + l) 2 
Iz + 1 




RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 



Capitulo 2. Ejercicios de repaso, pagina 107 


A. 1. falso 

9. verdadero 
17. falso 
25. verdadero 

B. 1. 0,1,2 
5. izquierda 


3. falso 5. falso 7. falso 

11. falso 13. falso 15. falso 

19. verdadero 21. verdadero 23. falso 


13. \b-a\ 

17. disjunto 
19. x es la base, 3 
21 . conmutativa 
C. 1. {1,2,3,4,5,7,9} 

5. {1,2,3,4,5,6,7,8,9} 
9. -1.4 > -V2 
13. 3 - V8 
17. —(t + 5) 

19. (a) 9.3 


3. irrational 
7. recfproco o inverso 
multiplicativo 
11. polinomio; 4, 3, 0 
15. notation cientffica 


el exponente o potencia 
3. {2,4} 


21. 1 


2y 


37. j 


31. xy 3 

35. (3 4- V2 )Vxy 
39. 7.023 X Hr 7 


41. 5 X 10 21 
43. (a) $52 670 000 000 
45. 4x 3 - 4X 2 + 9x - 6 
49. 9z s - 12 z 5 + 4z 2 
53. (3* + 2)(4x - 9) 


57. (2x + 5/) (4/ - 10 xy 2 + 25/) 
59. (2^ - ,s) : 


(b) $5,267 X 10 10 
47. a 3 -2a 2 -5a -6 
51. 9x 4 - 25/ 

55. (y - 3)(2x + 3) 


3x - 


xy 


/ + 2 rs 
s 2 + 2 rs 
20* + 8 
(2x + I) 3 ' 4 


-4(3/ + 3 xh + h 2 ) 
/(* + h) 3 
2 Vs - 2 Vt 
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1. equivalente 
10 equivalente 


9. {-}} 

17. {3} 

25. {-}} 

33. {-1} 

41. {9} 

49. a = 3 
57. t = I/Pr 
61. n = (a n - a + d)/d 
65. R 2 = RR l /(R l - R) 
67. (a) T h = \T C + 32 
69. 84 anos 


11 . { 1 } 
19. {0} 
27. {1} 
35. {3} 
43. {1} 
51. c = - 


3. equivalente 
7. {-7} 

13. {-§} 

21. {-3.5} 

29. {0} 

37. {1} 

45. 0 
53. a = -1 
59. P = A/(l 4 
63. m ! = Fr 2 /(gm 2 ) 
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39. {/ x * 2} 
47. {4} 

55. r = C/2ir 


. 9.6% 


1. 12, 38 3. 15, 16, 17 5. 13 af 

9. $4 000 11. 183} mi 13. fh 

15. Auto: 40 km/h bicicleta: 10 km/h 
17. 3.75 qt 

19. 0.5 ft 3 de 10% de turba; 1.5 de 30% de turba 
21. 20% de $3.95 por libra; 80% de 4.20 por libra 
23. f h = 3.43 h 25. 75 min 

por 15 cm 29. 6 cm, 7 cm, 8 cm 

33. 47 

37. 13 monedas de 5 centavos; 

17 monedas de 10 centavos 
43. lOmeses 

45. (a) No hay diferencia. 

(b) Sea x el costo original de un articulo. Si se obtiene 
primero un d% de descuento y luego se anade/% 
de impuesto por venta queda expresado mediante 


27. 10 1 
31. 8 cn 
35. 110 
39. 27 
41. 20 


(*“ioo x )( 1 + ioo} Sisf 


del impuesto por venta y luego : 
queda expresado mediante: 


uma primero /% 
s obtiene el d% 


('■ 


jc )( 1 I. Factorizando, cada ui 


expresiones es igual a I 1 4- 


sX-T 
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H V3} 


1. {-4,4} 

5. {-|} 

9. H,-t} 

13. {-3,0,3} 

17. {-Vl7, Vl7} 

21. {-1 - V3, -1 

25. {a- b, a + b} 

29. {-1,-1} 31. 

33. {2 - ^,2 + ^} 35. 

37. {-§} 39. 

41. sin soluciones reales 43. 

45. {±V3 - V2, ±V3 4-V5} 47. 

49. {2-2V2, 2 + 2V2} 51. 


{3,4} 


{-|,o,|} 

{-5 - V5, -5 + V5} 
{- b,b } 

{-1 - V2, -1 4- V2} 
_ 3VIB ^ + 3VI0 j 

{1,2} 

|1 _ VI05 1 _|_ VlQ5 l 


{1,4} 

sin soluciones reales 
{- Vl5, Vl5} 


57. r = J — 




59. 


61. t = (-v 0 4- V/ 4-2 gs)/g 63. 

65. 4 67. 

69. Base: 17 cm; altura: 14 cm 71. 

73. 5 000 ft 2 75. 

77. 90 mi 

79. John condujo a 53 mi/h; James, a 


7, 15 

18 m por 20 m 
30 cm, 40 cm, 


81. 12 


85. 9 in. por 18 in 
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1. — i 

5. — i 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 3 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 3 


33. -18 - 16* 


. 6-4/ 

• + i* 


= 2,y = l 
= -4 ,y = -5 


73. > _ v3i jV i + 


19. -9 - 15/ 

23. 1 - 5/ 

27. 1 + 4/ 

31. -10 
35. 15 + 8/ 

39. £ + Ji 
43. I + fi 
47. / 

51. £ + fi 

55. 9 + / 

59. x= -9, y = -20 
63. x = l, y = — § 

67. ±^i 

71. -4 - 6/, -4 + 6/ 
75. ±i,±V2i 


33. [0, 6); _| £ — | 1 1 1 -) f- 

0 6 
35. —2x + 7 37. 3 

39. 2* — 2 41. 4 

43. El numero es menor que y. 

45. Con el descuento, el frasco grande es mas barato si cuesta 
menos de $5.30. 

47. Una persona puede recorrer 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 o 
16 cuartos de milla. 
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1- (“if} 

5. {f, 2} 

9. {1, 1 - V2, 1 + V2} 


3. {— |, §} 

7. {-3,3} 

ii. (-11); — i — 
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1. (— °°, 0): < | | | | ) 

0 

3. [5, [ | 


-f-H- 


5. (8, 10]; H | |_ 

0 

7. [—2, 4]; _| [_ 


9. -7<Jt<9 11. x<2 

13. 4 <*<20 
15. 4x + 4>x 

4x + 4 — X £ X — X <— por i) 

3x + 4-4<0-4 porii 
1(3^) =£ l(-4) *- por ,7) 

17. 0 < 2(4 - x) < 6 
0 < 8 - 2x < 6 

— 8 + 0<— 8 + 8 — 2*<— 8 + 6 < por , 

— 8 < —2x < -2 

4(-8) > — j(— Zr) > — j( — 2) «- poriii) 


19. (-5,oo);_^_ 
-5 

21. (-00,4];^ 

23. (-., 1); 


25. ( — °°, |]; - 


3 


27. (-10,6); 

-10 

29. (—5, 3); _| — ^_| 


31. [-10,-8); | [ | ) 


13. (-°o, -10) U (4, oo); | 
-10 

15. [3, 4]; — | 1 1 — j— |- 

0 3 4 

17. (-oo, -1 - V2] U [1-V2, o, 
-1 —a/2 1 -a/2 

< l ] l I [ I I > 

0 

19 - (-1.3): • (- 1 1 1 1 




21. (4.99,5.01); 


4.95 4.99 5.01 5.05 

23. U — 4| < 7 25. |jc — 5| >4 

27. \x + 3| £2; (-oo, -5] U [-l.oo) 

29. |A b -A m |< 3 31. (11.95,12.05) 

33. \x - 0.623| < 0.005; [0.618, 0.628] 
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1. (-00, -5) U (3, oo) 3. (2,6) 

5. (-°o,0] U [5,oo) 7. (-3,3) 

9. 0 11. (-4,4) 

13. [-2V3.2V3] 15. {-3} 

17. (-2,3) 19. [-3,3) 

21. (- 00 , 1 ) U (l,oo) 23. (-»,§) U [-&») 

25. (-°o,-8) 27. 0 

29. (-5,0] U [1, °o) 31. (-oo, -1) U [1,2] 

33. (-3, -2) U (-1, oo) 35. [-2, -1] U [1,2] 

37. (-°o,-5) 

39. (-oo, -4) U (-4, -3) U (-3, 5) U (5, oo) 

41. (-oo,i-f)uG + ^,oo) 

43. (-«,§-^] U [f+af.oo) 

45. (a) (0,1) (b) (-oo,0) U (l,oo) 

47. Si, porque el conjunto solution de* 2 - 1 £0es[- 1, 1] 
49. Si el numero es x > 0, entonces x > 3. 

51. n > 10 

53. Si x representa el ancho, entonces x > 7. 

55. 
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Capitulo 3. Ejercicios de repaso, pagina 161 

A. 1. falso 3. verdadero 5. falso 7. verdadero 9. verdadero 

B. 1. x < 9 3. -6 

5. x = 5,x =15 7. \x — V2| > 3 


9. 


C. 1. {-5} 


3. {2} 

7 . (l-k 


13. 15- {±5V2r} 

17. {2, -1 - V3 i, -1 + V3/} 

±€^-2 + 2V^f iV2 + 2 V3f} 



±9} 

27. (-=o,-3] 

31. (-°o, -10) U (10, oo) 
35. [-1,1] 

39. (0, 1) U (1, oo) 

(b) (-6,2] 

(b) [-4, oo) 


47. / = - J - L - 
p + q 

51. 10 - 2 i 


55. ] 


59. x = f,y = 4 

63. 15,18 
67. 59.1 mi/h 
71. 4 mi/h 

73. 5 in. 75. (2,2.5) 

77. $10 000 a 6%; $20 000 a 8% 79. 25 
81. aproximadamente 0.34 cm 
83. (a) t < 34.5° C 

(b) No. Si P v = t = 37° C, entonces 

37 = 30.1 + 0.2(37) — (4.12— 0.13(37))v.Se deduce que 
v = — g§, pero no tiene sentido obtener una velocidad de 
viento negativa en esta aplicacion. 

(c) t> 4.12/0,13 «31.7°C 
85. (a) T = Vd 7216 

(b) aproximadamente 0.19245 h u 11.55 min. 
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•(4.5) 


• (2, 3) 

(0,2) 


(-1,-3) 

5. II 7. Ill 

17 • (-6,^) * 


(-!, f ) * - 

' (3,3) 

(-1,-2)^ 

-< ' ' ' * 
_ (0, 0) 


(-fe, 6) 

• (a, -6) 

; a) 

(-’, a) 


(b,-a) 

(~a,b) 


V. 


29. 10 31. 5 

33. no es un triangulo rectangulo 35. es un triangulo recta 

37. es un triangulo isosceles 

39. (a) 2jc + y — 5 = 0 

(b) Los puntos (x, >') se encuentra en la bisectriz 

perpendicular del segmento de recta que une Ay B 
) y (6, -4) 43. (1,|) 


41. (6,1 

45. H 
49. (5, 
53. 6 
57. 


-1) 


l ).(4,7),tf) 


47. (3a, 

51. (■ 

55. (2,-5) 


\b) 


10) 


Ejercicios 4.2, pagina 180 

1. centro (0, 0); radio V5 


3. centro (0, 3); radio 7 


5. centro ; radio 1 




7. centro (0, -4); radio 4 


9. centro (—1,2); radio 3 
11 . centro (10, -8); radio 6 
13. centro (- 1 , -4); radio Vr 
15. x 2 + y 2 = 1 
17. x 2 + (y - 2f = 2 
19. (x - l) 2 + (y - 6) 2 = 8 
21. x 2 + y 2 = 5 
23. (x - 5) 2 + (y - 6) 2 = 36 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 4 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 4 



35. (3 - Vl3, 0), (3 + Vl3, 0), 

(0, -6 - 2 VTO), (0, -6 + 2Vl0) 

37. (0, 0);oiigen 39. ( — 1, 0), (0, j); no hay simetrfa 


41. (0, 0); eje x 43. (-2, 0), (2, 0), (0, 4); eje y 

45. (l — V3, 0), (l + V3, 0), (0, — 2); no hay simetrfa 

47. (0, 0) , ( - V3, 0) , ( V3, 0) ; origen 

49. (0, -4), (0,4); eje x 

51. (0, -3), (0, 3), ejes x y y y el origen 

53. (-V7,0),(V7,0); origen 

55. (—4, 0), (5, 0), (0, — y); no hay simetrfa 

57. (9, 0), (0, -3); no hay simetrfa 

59. (9, 0), (0, 9); no hay simetrfa 

61. (—4, 0), (4, 0), (0, -4), (0, 4), ejes x y y y el origen 

63. ejes x y y y el origen 65. eje y 



Ejercicios 4.3, pagina 188 




|; (|, 0), (0, -3); 



13. -f; (4, 0), (0, | 


15. — §; (!, 0), (0, i; 


17. 

21 . 

25. 

29. 



y = \x + j 19. 

y = -x + 3 23. 

y = 1 27. 

y = — 3x — 2 31. 



y = 2 

y = —2* + 7 
x = -2 


33. y = —4x +11 35. y = — — 5 

37. (a) y (c) son paralelos, (b) y (e) son paralelos; (a) y (c) son 
perpendiculares a (b) y (e); (d) es perpendicular a (f) 

39. (a) y (d) son perpendiculares, (b) y (c) son perpendiculares, 
(e) y (f) son perpendiculares 
41. y = x + 3 


Ejercicios 4.4, pagina 193 

1. 12 3. 3 

5. (a) F = 40x (b) 1 .25 ft 7. s = 1 6t 2 ; 400 ft; 80 ft 

9. La longitud debe ser 4 L. 11. aproximadamente 2.06 m 2 

hh 

13. F l = k ^ ; F l es cuadruple 

T . , 

15. P = k—\ aproximadamente 3 646 fr 

17. 4 de julio; aproximadamente 2 357 cm/s 
19. aproximadamente 0.016 cm 


Capitulo 4. Ejercicios de repaso, pagina 195 

A. 1. falso 3. verdadero 5. verdadero 

7. falso 9. verdadero 11. verdadero 

13. verdadero 15. verdadero 17. verdadero 

19. verdadero 21. verdadero 


B. 1. -f 
5. | 

9. (2, -7), 2V2 
13. cuadrantes II y IV 
17. semicfrculo 
C. 1. un triangulo rectangulo 
3. y = \x 
7. (1,2), (-4, 4) 


3. |, (-12,0), (0, 16) 
7. (4, —3) y (— 4, —3) 
11. X! = -12; y 2 = 9 
15. x = -2 
19. VlO 

5. y = - l /x + 8 
. x 2 + y 2 = 16 


11. (x + 9 ) 2 + (y - 3) 2 = 100, (x - 9) 2 + (y + 3) 2 = 100 


RESP-10 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 



13. (0, -4) 15. x = 4,x= -2 

17. x 2 = 4 y 19. (3, 0), (5, -6) 

21. X - V3y + 4V3 - 7 = 0 23. (g) 

25. (h) 27. (b) 29. (d) 


Ejercicios 5.1, pagina 205 


1. 24,2,8,35 

5. — !, 0, !, V5 

7. -2x? + 3x, -8a 2 + 6a, 

9. -2,2 
13. (-®,1) 

17. {*1**5} 

21. [-5,5] 

25. (-2,3] 

29. funcion 
33. [1,9], [1,6] 

37. 2,3 


3. 0, 1, 2, V6 

-2a 4 + 3a 2 , -50* 2 - 15*, 
4xh - 2 h 2 + 3* + 3 h 
11 . [§>») 

15. {* | * * 0, * * 3} 

19. (-°o,oo) 

23. (-=o,0] U [5, =o) 
27. no es funcion 
31. [-4,4], [0,5] 

35. -f 
39. 0, i -9 


41. -1,1 43. (8,0), (0,-4) 

45. (|, 0), (|, 0), (0, 15) 47. (0, -}) 

49. (-2, 0), (2, 0), (0, 3) 

51. /](*) = vST5,/ 2 (*) = - V^H5; [-5, ») 

53. 0, -3.4, 0.3, 2, 3.8, 2.9; (0,2) 

55. 3.6, 2, 3.3, 4.1, 2, -4.1; (-3.2, 0), (2.3, 0), (3.8, 0) 
57. (a) 2; 6; 120; 5 040 (c) (n + 1 ) (n + 2) 


Ejercicios 5.2, pagina 215 

1. par 
5. impar 
9. par 

13. ni par ni impar 
15. (a) y 


3. ni par ni impar 
7. par 
11. impar 

0>) yk 





19. /( 2) = 4, /(— 3) = 7 
23. (-2,3), (3, -2) 

27. (-6, 2), (-1,-3) 

31. (-2, 15), (3, -60) 

33. (a) y | 



21. g(l) = 5, g(— 4) = -8 
25. (-8,1), (-3, -4) 

29. (2, 1), (-3, -4) 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 5 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 5 



(a) (1,0), (2,0), (0,2) 

(0 (I, -*)>* = ! 


(a) (0,3) 

(c) a 2),x = \ 


Ejercicios 5.3, pagina 224 

1- /(■*) = \x + $• 


3 . (- 1 . 1 ); 


5. (-1,3); 


(b) y = {x-lf-\ 
(d) y| 



(b) y = 4{x-\f+2 
(d) y| 





27. (a) (1 - V3,0),(l + V3, 0),(0, 1) 

(b) y = ~\{x - l) 2 + § 

(c) (1,|),*= 1 



29. 

(d) 





31. El nunimo valor de la funcion es /(f) = — y; [— y, °°) 

33. Creciente en [0, °°), decreciente en [— °°, 0] 

35. Creciente en (— °°, 23], decreciente en [— 3, °°) 

37. La grafica de y = jr se desplaza horizontalmente 10 unidades 
a la derecha. 

39. La grafica de >' = x 2 se comprime verticalmente, luego se refle- 
ja en el eje x, despues se desplaza horizontalmente 4 unidades 
a la izquierda y luego verticalmente 9 unidades hacia arriba. 

41. Como J{x) = (~x - 6) 2 - 4 = (x + 6) 2 - 4, la grafica de/es 
la grafica de y = x 2 desplazada horizontalmente 6 unidades ha- 
cia la izquierda y luego desplazada verticalmente 4 unidades 
hacia abajo. 

43. y = (x + 2 f 45. y = -x 2 - 1 

47. y=-(x- l) 2 + 5 49. f(x) = 2x 2 + 3x + 5 

51. f(x) = 4(x - l) 2 + 2 

53. (-4, 8), (1, 3), 55. (-2, 2), (0, 2), 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 


57. (a) d. 2 = Sx 1 - lQx + 25 (b) (1,2) 

59. (a) sit) = - 1 6t 2 + 64/ + 6, v(f) = -32/ + 64 

(b) 70 ft, Oft/s (c) 4s, -64 ft/s 
61. (a) 117.6 m, —9.8 m/s (b) en5segundos (c) —49 m/s 
63. (a) T F = \T C + 32 
65. $1 680.00; aproximadamente 35.3 afios 
67. (a) La grafica de R(D) = -kD 2 + kPD es una parabola con 
vertice en —b/2a = (-kP)/(-2k) = PH. Como k es po- 
sitiva, la grafica se abre hacia abajo, y por tanto R(D) es 
un maximo en este valor. Puesto que R(D) mide la velo- 
cidad de propagacion de la enfermedad, se concluye que 
esta se difunde mas rapido cuando la mitad de la poblacion 
esta infectada. 

(b) 3 X 10“ 5 

(c) aproximadamente 48 

(d) aproximadamente 62, 79, 102 y 130 

Ejercicios 5.4, pagina 232 


21. (-3,0), (1,0), (0,-1); 
continua; 



25. (-1,0), (1,0), (0,1); 
continua; 



23. (f,0), (0,-5); 
continua; 



27. (0,0), (2,0); 
continua; 



1. 2, 4, -5 3. 3, 0, 8, 2 + 2V2 

5. (a) 1 (b) 1 (c) 0 (d) 1 (e) 1 (f) 0 
7. (a) 3 (b) -1, V5 (c) ^-2 , 1 (d) ^-3,0 
(e) V3 (I) -2 

9. (0, 0); continua; 11. (0, 0); continua; 



15. Los puntos (x, 0) son las inter- 

secciones con el eje x, donde • 
0£r< 1; (0, 0) es la intersection 
con el eje; la funcion es disconti- — 1 
nua en cada valor entero de x. 



29. (-2, 0), (2, 0), (0, 2); 
continua; 


31. (1,0), (0,1); 
continua; 


33. (1, 0), (0, 1); continua; 


35. {-1,1} 

x + 2, x < 0 
37. f(x) = ■ — 2x + 2, 0<x<2 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITUL0 5 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 5 


41. 


Ejercicios 5.5, pagina 240 

1. (/ + g)(x) = 3x* - x + 1, dominio: (-°°, 00 ) 

(/ — g)(x) = -x 2 + x + 1, dominio: (-°°, °°) 

(fg)(x) = 2x 4 - x 3 + 2X 2 - x, dominio: (-°°, °°) 
(f/g)(x) = (x 2 + l)/(2 x 2 - x), numeros reales, excepto 
x = Oyx = i 


9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 


(/+ g)(x) = x + Vx - 1, dominio: [1, °°), 

(/ — g)(x) = x — Vx — 1, dominio: [1, °°), 

(fg)(x) — xVx — 1, dominio: [1, °°), 

( flg)(x ) = x/Vx - I, dominio: [1, =°) 

(/+ «)(*) = 3X 3 - 3X 2 + 3x + 1, dominio: (-°°, °°), 
(/— g)(x) = 3X 3 - 5X 2 + 7x - 1, dominio: ( — °°, °°), 

( fg)(x ) = 3X 5 - 10x 4 + I6x 3 - 14x 2 + 5x, dominio: (-°°, 
(flg)(x) = (3x 3 - 4x 2 + 5x)/( l - x) 2 , numeros reales, 
excepto x = 1 

(/+ g)(x) = Vx + 2 + V5 — 5x, dominio: [-2, 1], 

(/— g)(x) = Vx 4- S. ■** V5 — 5x, dominio: [-2, 1], 
(/g)(x) = V5(x + 2) ( 1 -x), dominio: [-2, 1], 


(0W = -\JfzT^ x ' dominio: [-2, 1] 

10 , 8 , - 1 , 2,0 

(f° g)(x) = x, dominio: [1, °°); 

( g °/)(x) = Vx 2 = |x|, dominio: (— °°, 0 


C /<•*)(*) = 
Q?°/)(x) = 


2X 2 

4X 2 - 4x + 2 
4X 2 - 4x + r 


dominio: ( — °°, °°); 

numeros reales, excepto x = \ 


(/“S)(x)=x,(r/)(x)=x 

x 3 + 1 x 2 

(/° *)(*) = — — , ig °/)(*) = y 

(/« g)(x) = x + i + 'vS^ r T # 

(g °/)« = x + 1 + 


/ l\ 6x + 19 
21. (/°/)(x) = 4x + 18, (/° -J(x) = ^ + 3 

23. (f°f)(x) =x 4 ,^/»i)(x) = i 

25. (fogohKx) =|x- 1| 

27. (/° g ° g)(x) = 54x 4 + 7 
29. (JofofXx) = 8x - 35 
31. /(x) =x 5 ,g(x) =x 2 -4x 
33. /(x) = x 2 + 4Vx, g(x) = x — 3 





45. 

(a) (-2, 3), (1,0) 

(b) d = -X 2 - . 


(c) ! 


47. 

(a) -8x - 4 h 

(b) -24.4 

49. 

(a) 6x + 3h — 1 

(b) 17.3 

51. 

(a) 3X 2 + 3xh + h 2 + 5 

(b) 32.91 

53. 

(a) , 

(b) f 


(4 — x)(4 — x — h) 


55. 

(a) 

(b) 


(x - l)(x + h- 1) 


57. 

(a) 1 X — r 

(b) | 


x(x + h) 


59. 

2 



V7+h+V~x 



61. d = VlO 000 + 250 OOOi 2 ; aproximadamente 2 502 ft 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 


27. f-'(x) = (2 - x)' 



29. / (x) = — - — , el dominio de/ 1 es el conjunto de los nu- 
meros reales, excepto x = 0; su rango es el conjunto de los 
numeros reales, excepto el rango de/es el conjunto de 
los numero reales, excepto y = 0 

31. f~\x) = — — , dominio de/ 1 es el conjunto de numeros 

reales, excepto x = |; rango de/ -1 es el conjunto de m 


27. A(x) = [xp - x 2 , [0, \p\ 

16 000 

29. F(x) =2x + , (0, «= 


35. V(x) = 20x - 40X 2 , [0, |] 

37. A(y) = 40 + 4y + y, (0, « 
39. V(x) = 5xV64 - x 2 , [0, 8] 
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1. y = 0.4x + 0.6 

ts reales, excepto y = rango de/es el conjunto de numeros 3. y = 1 .lx — 0.3 


reales, excepto y = 2 
33. (20,2) 



5. y= 1.357 lx + 1.9286 
7. v = — 0.8357r+ 234.333; 117.335, 100.621 
9. (a) y = 0.5996x + 4.3665; >■ = -0.0232X 2 + 0.5618x + 4.5942; 
y = 0.00079X 3 - 0.0212 x 2 + 0.5498x + 4.5840 
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Ejercicios 5.7, pagina 254 

1. S(x) = x + p (0, ») 

3. S(x) = 3X 2 - 4x + 2, [0, 1] 
5. A(x) = lOOx - x 2 , [0, 100] 
7. A(x) = 2x - lx 2 , [0, 4] 

9. d(x) = V2X 2 + 8, (- 00 , 00 ) 
11. P(A) = 4VA, (0, °°) 

13. d(C) = ' C, (0, 00 ) 

15. A (A) = ^=A 2 , (0, «=) 

17. A(x) = ’ x 2 , (0, 0 °) 


19. s(A) = 


25 - h 


, [0, 25) 
1 200 


21. S(w) = 3W 2 + 1 

23. d(t) = 20Vl3i 2 + St + 4, (0, = 0 ) 

f 120A 2 , 0 < A < 5 r 


7. verdadero 
11. verdadero 
15. falso 
19. verdadero 

3. (—,5) 


A. 1. falso 
5. verdadero 
9. verdadero 

13. verdadero 
17. falso 
21. verdadero 

B. 1. ~| 

5. x = 0, x = 2 
9. /(x) = 4x + 4 

11. (1 - V5, 0), (1 + V2, 0), (0, -1) 

13. /(x) = |(x + 2) 2 15. (10,2) 

17. (0,5) 19. -8 

C. l./(x)=x 2 ,g(x) = 3j ^ 5 

3. (a) y = (x + 3) 3 - 2 (b) y = x 3 - 7 (c) y = (x - l) 3 
(d) y = -x 3 + 2 (e) y = -x 3 - 2 (f) y = 3X 3 - 6 
5. dominio: ( 77 / 2 , 3tt/ 2); rango:(— °°, °°) 



25. V(A) = 


1 200 A - 3 000, 5 < A < 8’ 


9. A partir de la grafica de/se observa que/(x) > 0 para toda x; 

por tanto, el dominio de g es (— °°, °°). 

11. / _1 (x) = -1 + -nWc 
13. — 6x - 3A + 16 

15. j» + *. 

2x 2 (x + A) 2 

17. A (A) = A 2 (l - 7r/4) 

19. d(s) = V3.s 

21. (a) d(0 = 6f (b) d(f) = V90 2 + (90 - 6i) 2 
23. A(x) = 2x(l — 7rx) , donde x es el radio del semicrrculo 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 5 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 6 




Ejercicios 6.2, pagina 281 

1. fix) = x 2 ■ 8 + 4x - 7 
3. fix) = (x 2 + x - 1) ■ (5* - 12) + 21* - 11 

5. f{x) = (x + 2) 2 ■ (2* - 4) + 5* + 21 

7. fix) = (3X 2 - x) ■ i9x + 3) + 4x - 2 

9. fix) = i6x? + 4x + 1) ■ (x 3 - 2) + 12* 2 + 8x + 2 

11. r m 6 13. r = f 

15. /• = 76 17. /(2) = 2 

19. /(— 5) = -74 21. /(±) = f 

23. qix) = 2x + 3, r = 11 
25. qix) = x 2 - 4* + 12 ,r= -34 
27. qix) = x 3 + 2X 2 + 4x + 8, r = 32 
29. 9 (x) = x 4 - 4X 3 + 16X 2 - 8x + 32, r = -132 
31. tf(x) = x 2 — 2*+V3,/- = 0 
33. /(— 3) = 51 35. /(I) = 1 

37. /(4) = 5 369 39. fc = -1 

41. k= 43. fc = -4 


Ejercicios 6.3, pagina 288 

1. fix) = 4(x - ^)(x - l) 2 
3. 5 no es cero 

5. fix) = 3(x + §)(x - 2 + \^)(x - 2 - V2) 
7. /(x) = 4(x + 3)(x - 5)(x - |)(x + 

9. fix) = 9 (x - 1)(* + |) 2 (x + 8) 

11. x — 5 no es un factor 

13. fix) = (x - l)(x + 1 + |V7/)(x + | - |Vfj) 
15. x — j no es un factor 
17. fix) = (x - l)(x - 2)(x - 2/) (x + 20 
19. /(*) = 2(x - l) 2 (x + l)(x + 1) 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 


21. fix) = 3(* - f)(x + 2i)(x - 20 7. 

23. fix) = 5(x - ]){x + 1 - i)ix +1 + 0 

25. fix) = (x - 3)(x + 3)(x - 1 + 2i)(x - 1 - 20 

27. /(x) = (x - 2)(x - l)(x + 3) 2 = x 4 + 3X 3 - 7X 2 - 15x + 18 

29. /(x) = x 5 - 6x 4 + lOx 3 

31. /(x) = x 2 - 2x + 37 

33. 0 es una rafz simple; | es una rafz de multiplicidad 2; \ es una 
rafz de multiplicidad 3 

35. — | es una rafz de multiplicidad 2; § es una rafz de multiplicidad 2 
37. fc = —36 ;/(x) = 2(x - 3)(x + 1 - V5i)(x + 1 + Vli) 

39. f(x) = -,' 6 (x - 4)(x + 2) 2 

11. 


Asfntotas: x = — §, >• = 2 9. Asfntotas: x = — l,y = —1 

Intersecciones: (|, 0), (0, —3) Intersecciones: (1, 0), (0, 1) 



Asfntotas: x = 1, y = 0 
Intersecciones: (0, 1) 


13. Asfntotas: x = 0, y = 0 
Intersecciones: ninguno 


Ejercicios 6.4, pagina 295 

1. | 3. 3 5. | (multiplicidad 2) 

7. no hay rafces rationales 9. 3, 2 

11. 0, 1 13. -3, 0, 2 15. I 

17. —5 19. -^(multiplicidad 2); 3 (multiplicidad 2) 

21- I, -| - fVl, + |V5; 

/(x) = (8x - 3)(x + i + W5)(x + | - 3 VI) 

23. 5,|, -V2, 

/(x) = (5x - 4)(2x - 5)(x + V2)(x - V2) 

25. -4, -1, 1, -V5, V5; 

fix) = (x + 4)(x + l)(x - l)(x + V5)(x - VI) 

27. 0, 1,3, -1 - V2, -1 + V2; 



15. Asfntotas: x = 1, 
x= -l,y = 0 
Intersecciones: (0, 0) 



17. Asfntotas: x = 0, 
x = 2, y = 0 
Intersecciones: ninguno 


fix) = 4 x(x - l)(x - 3)(x + 1 + V2)(x ■ 
29. -1, \ (multiplicidad 2)', fix) = (x + l)(4x - 

31. -k 

33. -§, 2 , -2 - V3, -2 + V3 
35. 1 (multiplicidad 3) 

37. fix) = 3x 4 - x 3 - 39X 2 + 49x - 12 
39. fix) = -|(x - l)(x - 2)(x - 3) 

41. 3 in. o 3(7 - V33) = 0.63 in. 
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1-V2) 

l) 2 (x 2 - 2x 



19. Asfntotas: x = 0, 
y = -1 

Intersecciones: ( 


21. Asfntotas: x = 

Intersecciones (—2, 0), (2, 0), 

( 0 , 8 ) 


1. -1.531 3. -1.314 

5. 1.611; 3.820 7. -1.141; 1.141 

9. 1.730 in. 
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1. X 

3.1 

3.01 

3.001 

3.0001 

3.00001 

fix) 

62 

602 

6 002 

60 002 

600 002 

X 

2.9 

2.99 

2.999 

2.9999 

2.99999 

Ax) 

-58 

-598 

-5 998 

-59 998 

-599 998 


3. Asfntotas: x = 2, y = 0 5. Asfntotas: x = — 1 , y = 1 

Intersecciones: (0, —3) Intersecciones: (0, 0) 



Intersecciones: (—3, 0), (3, 0) 


25. Asfntotas: x = -2, 

? = *-2 

Intersecciones: (0, 0) 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITUL0 6 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 7 


27. Asmtotas: x = 1, 29. Asmtotas: x = 1, 

y=x-l x = 0,y=x+l 

Intersecciones: (3, 0), (— 1, 0), (0, 3) Intersecciones: (2, 0) 



35. 

39. 

41. 


(-3, -6) 

3x(x - 3) 

y ~ (x+ l)(jr - 2) 

Hay un hoyo en la grafica 


43. Hay un hoyo en la grafica en 


Intersecciones: (— 1, 0), (0, 1) 



45. R — > 5 cuando r — *■ °° 

Rtf. 



Intersecciones: ninguno 



47. /(x) -*■ °° cuando x — » 0 + ; 
/(x) — > 00 cuando x — > 100“ 

/ 
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A. 1. verdadero 
5. verdadero 
9. verdadero 
13. falso 
17. verdadero 


B. 1. (1,0); (0,0), (5,0) 
5. k = \ 

9- y = ~\ 



3. verdadero 
7. verdadero 
11. falso 
15. falso 

3. f(x) = x 4 
7. x = 1, x = 4 
11. n = 0,n = l,n **1 


3. It? + 14X 2 + 22x + 53 + 

5. r=/(— 3) = — 198 7. n cntcro positivo impar 

9. ±1, ±3, ±5, ±15, ±|, ±|, ±|, ±f, ±i ±| ±f, ±f, 


13. k = -f 15. * = | 

17. /(x) = 3x 2 (x + 2) 2 (x - 1) 19. (f) 
21. (d) 23. (h) 

25. (c) 27. (b) 

29. y = 0,x = —4, x = 2, (-2,0), (0, - \ 




L 


Ejercicios 7.1, pagina 323 


1. (0, l);y = 0; decreciente 


yJt 

4- 



-4 -2 2 

9. (0, 2); y = 3; creciente 





3. (0, — 1); y = 0; decreciente 


y,. 



7. (0, 4);y=-5; creciente 



11. (0,-1 + e~ 3 );y = — 1; 
creciente 



13. /(x) = 6 X 15. 

17. (5, 00) 19. 

21. x > 4 23. 

25. 27. 



fix) = (e~ 2 r = e 

(-10, 0), (0, 10) 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 



41. el intervalo (— 3, 3) 
45. InOt 2 — 2) 

49. 0.3011 
53. 0.3495 
57. -0.0969 


43. log 10 50 
47. lnl = 0 
51. 1.8063 
55. 0.2007 
59. 1.6609 


61. lny = lOlnx + jlnO 2 + 5) - Jin (8.x 3 + 2) 
63. In y = 51n(^ — 3) + 81n(x 4 + 3X 2 + 1) 
—Jinx — 91n(7x + 5) 


37. y = f x + ? 

Ejercicios 7.2, pagina 329 

1. -§ = log 4 J 
5. -j = log t v 
9. (V3) 8 = 81 

13. -7 
17. e 

21. J 

25. (0, °°); (1, 0), x = 0 


Ejercicios 7.3, pagina 336 

1 . 2 

5. 1.0802 

9. 3 

13. 2.7712 

17. ±3 
21. 32 
25. 

29. 1 


3. 4 = log 10 10 000 
7. 2 7 = 128 

11. V = u 
15. 3 
19. 36 

23. /(x) = log 7 x 

27. (-=o,0); (— 1, 0), x = 0 


33. 2,8 
37. 4 
41. 0,2 


3. 2 
7. 2 

11. 0.3495 

15. ±4 
19. -0.8782 
23. 45 
27. 81 
31. 100 
35. 1 
39. I 


ln(l + V2) 


In 5 


49. 0 



45. log 5 (l + V2) = 

47. e -2 , e 
51. (-3,0) 

53. (1 +s|,0) « (1.7925,0) 

55. (-3,0), (-2,0), (0,0) 

57. aproximadamente —0.6606 
59. aproximadamente —0.4481, 1.5468 


31. (0, no); (e, 0), x = 0 


(-1,0), (1,0),* = 0 


39. el intervalo (|, <* 



61. VTO « 3.1623 


67. x« 2.1944 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 7 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 8 



. aproximadamente k = —0.08664; 34.58 dfas 
. 0.6730 A 0 ; 0.2264 A n 
. Aproximadamente 16 253 anos 
. Aproximadamente 92% 

. (a) 220.2° F (b) 9.2 minutos (c) 80° I 
. 8.74 minutos 

. Aproximadamente 1.6 horas 
. $4 851 651.95; $2.35 X 10 15 
. $3 080.37 en interes 
. (a) 6dias (b) 19.84% 

..--Mi-?') 


39. 6 

43. 5 X 10“ 4 

47. 10 veces mas acida 

51. 5.62 X 10 25 ergs 


(c) 7.7 X 10~ 6 mL 


R 

35. aproximadamente 25 vi 


. 2.5 X 10“ 7 
. 158.5 veces mas acida 
. 10 -2 watts/cm 2 
. 65 dB 

. (a) 2.46 mm (b) 0.79 n 
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7. (a) t 3 


Capitulo 7. Ejercicios de repaso, pagina 352 

A. 1. verdadero 3. verdadero 5. verdadero 

7. falso 9. verdadero 11. falso 

13. verdadero 

B. 1. (0, 5); y = 6 3. (-3, 0); x = 

5. -1 7. 1000 

9. 6 11. I 

13. 3 15. 3 + e 

17. -7.8577 19. 64 

21. 8 

C. 1. log 5 0.2 = -1 3. 9 15 = 27 


9 . 1 - 10^7 = 1 -- 
13. m = — — ln(P/S) 




■-.ft- 


3 1-< 


21. (ii) 23. (iv) 

25. (Hi) 

27. desplazamiento hacia arriba de una unidad 
29. f(x) = 5eHJ» 5 > = 5e -o.26S2, 31 ^ = 5 + 

33. Despues de duplicarse se necesitan 9 horas para volverse 
a duplicar. Dicho de otro modo, se requieren 18 horas 
para que la poblacion cuadruplique su tamano original. 
35. 0.06254 0 o 6 \% de la cantidad inicial A 0 
37. 4.3% 

39. x = -[lnb - ln(lna - lny)] 


Ejercicios 8.1, pagina 362 




47. 7tt/4 

51. 2tt — 4 = 2.28 

. 7t/4 

. (a) 41.75° (b) 131.75° 

. (a) El angulo dado es mayor a 90°. (b) 81.6° 

. (a) ir/4 (b) 3tt/4 

. (a) El angulo dado es mayor que tt/2. (b) ir/3 


. (a) 216°; 1.2t t 
. Porque la aguja de la hora si 
-60°, -tt/ 3 
. (a) 16 h 
• (a) 9 
. (a) 1.5 

. (a) 0.000072921 rad/s 
. 1 . 1 5 millas terrestres 


(b) -1 845°; -10.25ir 
mueve en sentido dextrogitro: 

(b) 2h 
(b) 15 
(b) 85.94° 

(b) 3.074641 km/s 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 


79. (a) 3tt rad/s 
81. (a) 711.1 rev/min 


(b) 300ir cm/s 
(b) 4 468rad/min 


Ejercicios 8.2, pagina 369 

1. sen0 = 5, cos 8 = §, tanA = f, cote = §, seed 
3. sen0 = ^ cose = tane = 3, cote = ^ 
sece = VlO, csce = v 3 10 



= cote = sece = - 
= yy, cote = 1 ^ 5 , sece = y^, csce = \ 

= 8 $ 5 , cote = 8, sece = ^f 1 , csce = V65 
= §, cose = 5, tane = cote = | 

= ^2 tane = 2V2, cote = sece = 3 
= y, tane = y, cote = y, sece = y, csce = y 
= 2, cose = y 3 . tane = y\ cote = V3, csce = 2 


27. 

29. KV6- 
33. 3 
39. 0 
45. 1 
51. 2 f 




A = r. 


V2) 

35. 2 
41. 5 


31. V2- 
37. -1 
43. 1 
49. V3 


A n 


9 =^2,csce 


9. 18 
13. 9V3 


Ejercicios 8.3, pagina 374 

1. tan45° = 1, cot45° = 1, sec45° = V2, csc45° = V5 

3. | 5. 2 7. 

11 . j(V6 + V2) 

3 17. 2V2 

19. | 21. 2 - V3 

23. sen 17° = 0.2924, cos 17° = 0.9563, tan 17° = 0.3057, 
cot 17° = 3.2709, secl7° = 1.0457, esc 17° = 3.4203 
25. sen 14.3° = 0.2470, cos 14.3° = 0.9690, tan 14.3° = 0.2549, 
cot 14.3° = 3.9232, sec 14.3° = 1.0320, esc 14.3° = 4.0486 
27. sen 71. 50417° = 0.9483, cos71.50417° = 0.3172, 
tan 7 1.504 17° = 2.9894, cot71.50417° = 0.3345, 
sec 7 1.504 17° = 3.1522, csc71.50417° = 1.0545 
29. senf = 0.5878, cosf = 0.8090, tanf = 0.7265, 
cotf = 1.3764, seef = 1.2361, esef = 1.7013 
31. sen 0.6725 = 0.6229, cos 0.6725 = 0.7823, 
tan 0.6725 = 0.7963, cotO.6725 = 1.2558, 
sec 0.6725 = 1.2783, cscO.6725 = 1.6053 
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1. sene = f, cose = §, tane = |, csce = f, sec0 = |, cote = | 
3. sen0 = — fj, cose = 0, tane = — y, csce = — y, 
seed = y, cote = — y 


sene = l,cos0 = 0, tan 0 no esta definida, csce = 1 , see 0 
no esta definida, cot0 = 0 

send = ^3 cose = - 2 ^ 3 ,tan0 = -|,csce = S& 
sece = cote = 

sen 0 = ~yy c 

;os0 = — yy tan0 = v 2 2 ,csc8 = V3, 

sece = cote = V2 

III 13. II 

I 17. II 



cos 6 = — tan# = — pp, esc 6 = 4, sec 0 = — — y— — , 
cote = -Vi5 

sene = -5#, cose = -^f.csce = -^a,sece = -VTo, 
cote = | 

sene = -^j, cos 0 = 3#, tan0 = sec0 = 

cote = — 3VTT 

cos0 = ^yy tane = - , csc0 = -5, sec0 = 5 ^ 6 , 
cote = -2V6 

sene = cose = yy, csce = sec0 = V65, cot0 = ^ 

8 (radianes) 

6 (grados) 

senoe 

coseno 8 

tanA 


0° 

0 

0 

1 

0 


30° 

f 


f 

■f 


45° 

f 

# 

M 

T 


60° 

f 


1 

V3 


90° 

f 

1 

0 

- 


120° 

2 t 

# 

4 

-V3 


135° 

¥ 

f 

-f 

-1 


150° 

£ 

i 

-f 

, ,Vf 


180° 

IT 

0 

-1 

0 


210° 

£ 


-f 

Vi' 


225° 

£ 

-f 

-f 

r 


240° 



4 

V3 


270° 

£ 

-1 

0 

- 


300° 

£ 


1 

-V3 


315° 



¥ 

-1 


330° 


-1 


Va 


360° 

2tt 

0 

1 

0 


VI 

-2 

1 

39. V3 
43. -2 
47. ^ 

51. nodefinido 




RESPUESTAS A LOS PR0BLEMAS SELECCI0NAD0S DE NUMER0 IMPAR 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITUL0 8 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 9 


55. 135°, 225° 
59. 0, 77 
63. 5tt/6, II-tt/6 


53. 60°, 240° 

57. 270° 

61. 3tt/ 4, 5ir/4 
65. 4.81m 

67. (a) 978.0309 cm/s 2 
(c) 980.61796 cm/s 2 


Capftulo 8. Ejercicios de repaso, pagina 386 

A. 1. verdadero 3. falso 5. falso 

7. verdadero 9. verdadero 

B. 1. 57° 3. en direction levogira 5. 2 

7. § 9. tt/3 

C. 1. yl . 3. y . 

.225° 


Ejercicios 9.2, pagina 404 






5. -2tt/3 
9. 20° 

13. 70°30' 


7. 0.27tt 
11. 131.78° 
15. 177°37T 


9. y = 1 — 3 cos* 11. (n, 
13. ((2n + 1 )tt, 0), donde n es 
15. (tt/ 4 + nir, 0), donde n es 
17. (tt/2, 0); 0/2 + 2/777, 0), 
19. y = 3 sen 2* 

23. y = -sen™ 

25. amplitud: 4; periodo: 2 


0), donde n es un numero entero 
un numero entero 

donde n es un numero entero 
21. y = ICOSTTX 

27. amplitud: 3; periodo: 1 


17. 445°, 805°, —275°, —635° (Nota : puede haber otras respuestas.) 


sc 0 = -V5,csc0 = U 


sect? = 5 , esc 9 = _ 3 4 

23. sen 0 = — tan 0 = 4V3, cot 0 = sec 0 = —7, 


9 = — ^®tan0 = ^ 3 , cot 0 = 4V3, 
os 0 = T^,tan 0 = -J,sec 0 = 




29. amplitud: 4; periodo: 277 31. amplitud: 1; periodo: 377 



35. 45°, 135° 
39. 77/3,277/3 


33. -1 

37. 120°, 240° 
41. 377/4,777/4 


Ejercicios 9.1, pagina 396 

1. (b) H &-8 
5. (b) (i -f) 

9. (b) (0.2675,0.9636) 

13. (b) (0.9833,-0.1822) 



23. - 

de periodicidad 277 27. sei 

una funcion par 


-5V2 + vf 

t = 77/4 + 2/177, ? = 377/4 4 
t = (2n 4- 1)77, donde n es u 


33. amplitud: 1; periodo: 277; 
cambio de fase: 77/6 


3. (b) (0,-1) 

7. (b) (f,l) 

11. (b) (0.6084, -0.7937) 
15. (b) (-0.8569, -0.5155) 

19. 'f 



35. amplitud: 1; periodo: 277; 
cambio de fase: 77/6 


;s una funcion impar 

31- # 

35. -jV2 - Vf 
■ 2/777, donde « es un numero entero 



37. amplitud: 4; periodo: 77 ; 
cambio de fase: 377/4 


39. amplitud: 3; periodo: 477; 
cambio de fase: 277/3 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 



y = 0.7 sen[4wO-4)] 


y — 0.7 cos [4n(x — 4)] 


intersecciones x: (n, 0), donde n es un entero; 4-- 
2n + 1 

asfntotas: x = — - — , n es un entero; 


27. periodo: 77/2; 

(in + 1 \ 

intersecciones*: 77 , 0 , 

V 4 y 

donde n es un entero; 
asfntotas: x = mr/2, n es un entero; 


29. periodo: 2-77; 

/ ir \ 

intersecciones^:: I — + 2mr, 0 J, 

donde n es un entero; 

377 

asmtotas: x = 1- 2mr, n es un entero; 


31. periodo: 1; 

intersecciones!:: (j + n, 0), 
donde n es un entero; 
asfntotas: x = n, n es un entero; 


f 5 10 15 20 25 


Ejercicios 9.3, pagina 413 


33. periodo: 277; 

2 

asmtotas: x = — 


1. * 

T 

¥ 


77 

¥ 




T 

* 

¥ 

277 

tan* 

-VI 


i 

vs 

0 

i 

VS 

l 

VI 


— VI 

-1 

i 

V3 

0 

cot* 

_ VS 

-l 

-VI 


VI 

l 

l 

VI 

0 

1 

VI 

1 

-VI 



3. VI 
7. -2/V3 
11 . -2 
15. -2 

19. cot!: = 


5. no definido 
9. -1 

13. no definido 
17. V2 

' osx = vs, sen* = 


35. periodo: 2; 

asfntotas: * = n, n es 


M 

IT 

M li 


lAl 


RESPUESTAS A LOS PR0BLEMAS SELECCI0NAD0S DE NUMER0 IMPAR 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITUL0 9 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 9 


37. periodo: 27 t/3; 

asmtotas: x = mr/3, n es un entero; 


39. periodo: 7 r; 

2 n - 1 

asmtotas: x = 77, n es un entero; 

4 



41. 




Ejercicios 9.4, pagina 421 

1. a send 
5. tand 

9. ^(l + VI) 

13. '#{1 + VI) 

17. ^(1 - VI) 

21 . ~^(l + VI) 

25. ^1 - VI) 

29. -^(1 + VI) 

2t7 


3. atand 
7. ^cosd 

11 . ^(1 + VI) 
15. 2 + VI 
19. ^(VI - 1) 
23. -2 + VI 
27. ^(VI + 1) 
31. sen 2(3 



49. dominio: (— 1 =0, °°); 
rango: (0, 7r) 



53. (a) xen (-«>,<*>) 

55. (a) xen(-°°, -1] U [1, 
59. 0.9273 
63. 2.5559 
67. 5.76° 


51. dominio: (— °°, —1] U [1, °°); 
rango: [0, v/2) U (ir/2, 7r] 



(b) x en (0, 7T ) 

0 (b) xen [0,77/2) U (77/2,77] 
61. -0.7297 
65. 19.9°, 70.1° 

69. cb = 0.5404 radianes = 31° 


35. 

37. 

39. 

41. 

45. 

49. 

51. 

53. 

55. 

57. 



(a) (b) 3 $ 3 

(a) -V(5 - V5)/10 
(c) -V(3 + V5)/2 
(a) ^ (b) f 

(a) — |(V10 + 1) 

(c) J{1 - VTo) 

2V2 + VI « 3.86 


(c) - ? f 4 ' 



(c) | 


(b) V(5 + V5)/10 

(Of 

(b) l(V5 - 4V2) 
(d) l(V5 + 4V2) 


Ejercicios 9.6, pagina 438 

1. x = 1- 2«77 o x = — h 2/177, donde « es un numero entero 

3 3 

3. x = 1- 2/177 o x = 1- 2/277, donde n es un numero entero 

4 4 

5 . x = — — I- /i 77, donde n es un numero entero 

7. x = 77 + 2/177 = (2/2 + 1)77, donde n es un numero entero 

9. x = /i 77, donde « es un numero entero 

11. x = 1- 2/277, donde zt es un numero entero 

2 

13. d = 60° + 360° n, d = 120° + 360° n, donde /z es un numero entero 
15. d = 135° + 180° n, donde n es un numero entero 
17. d = 120° + 360° 22, d = 240° + 360° n, donde n es un numero 
entero 

19. x = /277, donde n es un numero entero 
21. sin soluciones 

23. d = 120° + 360° 22, d = 240° + 360° 22, donde n es un numero 
entero 


Ejercicios 9.5, pagina 430 

1. 0 3. 77 


7. -77/3 
13. -77/4 
19. V5/5 
25. 1.2 


9. 77/4 
15. \ 

21 . | 

27. 77/I6 


5. 77/3 
11. —77/6 
17. -V5/2 
23. 5 
29. 0 


25. d = 90° + 180° 22, d = 135° + 1 80° n, donde n es un numero entero 

27. x = - + /277, donde 22 es un numero entero 

29. d = 10° + 120° 22, d = 50° + 120° 22, donde 22 es un numero entero 

31. x — 1- 2/277, donde n es un numero entero 

2 

33. x = 2277, = 1- 2/277, jc = 1- 2/277, donde 22 es un numero 

, 3 3 

entero 


RESP-24 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 


37. x = — + mt, donde n es un numero entero 

39. x = mr, donde n es un numero entero 

41. 6 = 2mr, 6 = H 2/177, donde n es un numero entero 


43. x = — + 2/777, X = - 


577 


+- 2/777, donde n es 


l numero entero 
numero entero 


45. 6 = 90° + 1 80° n, 0 = 360° n, donde 
47. (77/3,0), (277/3,0), (77,0) 

49. (§,0),(f,0),(f,0) 

51. (77, 0), (277, 0), (377, 0) 

53. (77/3, 0), (77, 0), (577/3, 0) 

55. La ecuacion tiene infinidad 57. La ecuacion tiene infinidad 


de soluciones. 


de soluciones. 




59. 1.37,1.82 61. -1.02,0.55 

63. 0.58,1.57,1.81 65. 30°, 150° 

67. 60° 

69. I = ,20(5 + n), donde n es un numero entero 

71. (a) 36.93 millones de kilometres cuadrados 
(b) w = 31 semanas (c) Agosto 


Capitulo 9. Ejercicios de repaso, pagina 440 

A. 1. falso 3. verdadero 5. verdadero 7. verdadero 

9. verdadero 11. verdadero 13. verdadero 15. falso 
17. falso 19. verdadero 


17. 0 19. ff 

21. Vl -x 2 23. 6 sen (irx/2); — 6sen (irx/T) 

25. 3 sen (4x - 7 r); -3sen(4x + 77) 

27. y = — senx, y = cos(x + 77/2) 

29. y = 1 + jsen(x + n/2),y = 1 + jcosx 

Ejercicios 10.1, pagina 445 

1. b = 2.04, c = 4.49 
3. a = 11.71, c = 14.19 
5. a — 60°, p = 30°, a = 2.6 
7. a = 21.8°, p = 68.2°, c = 10.8 
9. a = 48.6°, p = 41.4°, b = 7.9 
11. a = 8.5, c = 21.7 

Ejercicios 10.2, pagina 449 

1. 52.1m 3. 66.4 ft 

5. 409.7 ft 7. altura: 15.5 ft; distancia: 12.6 ft 

9. 8.7° 11. 34 157 ft » 6.5 mi 

13. 20.2 ft 15. 6 617 ft 

17. Si, ya que la altitud de la tormenta es de aproximadamente 
6.3 km 

21. 227 100 mi 23. h = 

cot a + cot p 

25. La altura es aproximadamente 1 .35; el area es aproxima- 
damente 4.8 
27. h(0) = 1.25 tan 0 


29. 0(x) = arctan| 




B. 1. 

9. 77/5 


3. 6 

11. (5,0) 


13. V(3 - V2)/6, -V(3 + V2)/6, 


5. 477/3 7. 10 

2Vl4 5 




\2xJ’ 


, donde x se mide 


1. amplitud: 5; periodo: 2tt 


3. amplitud: 10; periodo: 2 77/3 ; 
cambio de fase: 77/6 



Ejercicios 10.3, pagina 456 

1. y = 80°, a = 20.16, c = 20.16 
3. a = 92°, b = 3.01, c = 3.89 
5. a = 79.61°, y = 28.39°, a = 12.41 
7. sin solution 

9. a = 24.46°, p = 140.54°, b = 12.28; 

a = 155.54°, p = 9.46°,// = 3.18 
11. sin solution 

13. a = 45.58°, y = 104.42°, c = 13.56; 

a = 134.42°, y = 15.58°, c = 3.76 
15. sin solution 17. 15.80 ft 

19. 9.07 m 21. 10.35 ft 

23. 8.81° 

Ejercicios 10.4, pagina 460 

1. a = 37.59°, p = 77.41°, c = 7.43 

3. a = 52.62°, p = 83.33°, y = 44.05° 

5. a = 25°, p = 57.67°, c = 7.04 
7. a = 76.45°, p = 57.10°, y = 46.45° 

9. a = 27.66°, p = 40.54°, y = 111.80° 

11. a = 36.87°, p = 53.13°, y = 90° 

13. a = 26.38°, p = 36.34°, y = 117.28° 

15. p = 10.24°, y = 147.76°, a = 6.32 
17. 35.94 millas nauticas 
19. (a) S33.66°0 (b) S2.82°E 

21. a = 119.45°, p = 67.98° 

23. 91.77,176.18 


RESPUESTAS A LOS PR0BLEMAS SELECCI0NAD0S DE NUMERO IMPAR 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 10 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 10 


Ejercicios 10.5, pagina 466 

1 . y = V2sen(7rx + 37r/4); amplitud: V2; periodo: 2; 
cambio de fase: §; un ciclo de la grafica es: 



3. y = 2 sen ( 2x + 7r/6 ); amplitud: 2; periodo: ir; 
cambio de fase: 77/12; un ciclo de la grafica es: 



5. y = sen ( x + 577/4); amplitud: 1; periodo: 2ir; 
cambio de fase: 57 t/ 4; un ciclo de la grafica es 



periodo: 77 segundos; frecuencia: I/77 ciclos por segundo 
9. y = ^sen (4t + 4.2487); amplitud: ^ de pie; 
periodo: tt/ 2 segundos; frecuencia: 2/7rciclos 
por segundo 
11. y 0 = v„ = f 

13. /(/) = 7 0 sen (tot + 0 + 0) 


Ejercicios 10.6, pagina 471 

1. z, = 2 - 5i 3. zi + z 2 = 3 - i 

-- »Zl 

-- » Zl 

! . " ^ *(3,-1) 

.. Z 2 

- • (2, -5) 

5. Zi + Z 2 = 6 + 2 i 7. z lZ2 = -2 - 2/ 



11. r = 1, 0 = 


13. r = 3V2, 0 = 289.47° 15. r = 0 = 341.57° 

17. r = 3 V2, 0 = ^ 19. r = 2, 0 = ^ 

4 6 

21. r = V5, 0 = 333.43° 23. z = W 




2 


25. z 

27. z = V29 (cos 1 1 1.8° + isen 1 1 1.8°) 

29. z = V34(cos 300.96° + isen 300.96°) 

33. 1 + / 35. -5V3 - 5 Z 

37. V3 + i 39. | J V3i 

41. fV5 + |V5Z 

- = — (cos- + /sen-) 
z 2 4 V 4 4) 

45. z,z 2 = B^cosf + isenf), J = )(cos ^ + <« 

„„ r-( 23rr 2377 \ 

47. Zia -10V5(«»— +i «n— j. 


49. ZiZ 2 = 2V3|cos ^ + /sen ^ J « 3.3461 + 0.8966/, 

— = Vlfcos— + / sen—) » -0.4483 + 1.6730/ 
z 2 V 12 127 

51. Zl z 2 = 12^cosy + isen^ » 11.0866 + 4.5922/, 


= 0.2870 + 0.6929/ 


Ejercicios 10.7, pagina 475 

1. -1 3. 2\/2 + 2 V2i 

5. -?§V3 ~ 

7. aproximadamente 19.5543 + 123.4610/ 

9. aproximadamente 26.5099 + 19.2605/ 

11. -16/ 13. -1 

15. -8/ 17. -64 

19. -16V3 + 16/ 21. -16V2 

23. -7 - 24/ 25. 1 + V3Z, -2, 1 - V3i 

27. 0.9239 + 0.3827/, -0.3827 + 0.9239/, 

-0.9239 - 0.3827/, 0.3827 - 0.9239/ 

29. </2 (| + jV3Z), </2 (— §.V5 + 5 ./}* 

<fl (-1 - IV3/), ^2 {|V3 - |i) 

31. -^2(0.9239 + 0.3827/), ^(-0.9239 - 0.3827/) 

33. 1.9754 + 0.3129/, 0.7167 + 1.8672/, -1.2586 + 1.5543/, 
-1.9754 - 0.3129/, -0.7167 - 1.8672/, 1.2586 - 1.5543/ 


RESP-26 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 


\ + |V3 i, -f + |VSi, -1, - 



n = 5 + 8*,* = 0, 1 
39. + )V2i, |V5 - |V21, 

-^V5 + |v5i, -|vi - )V2l 
41. -2 + 2V3i, 2 - 2V3 1 


= 1 + 8k, k = 0, 1, 2, . 


7. 118 ft 
11. 16,927.6 km 
15. V(0) = 160 sen 20 


Capitulo 10. Ejercicios de repaso, pagina 477 

A. 1. verdadero 3. verdadero 5. verdadero 

B. 1. Senos 3. Cosenos 5. z = 5(cosir + 1 sen 77) 

7. j(cos5° + lsen5°) 9. 1 

C. 1. 7 = 80°, a = 5.32, c = 10.48 

3. a = 15.76, p = 99.44°, 7 = 29.56° 

5. 42.61m 
9. (a) 42.35° 

13. frente: 18.88°; parte de atras: 35.12° 

17. L(0) = 3csc0 + 4sec0 
19. 1/(0) = 360 + 75 cot 0 
21. A(<£) = lOOcosc^ + 50sen2<£ 

23. r = 3V2, 0 = — , sWcos 777 + Isen 

4 \ 4 4 

25. r = Vl3, 0 = 123.69°, Vl3(cos 123.69° 4 
27. -2 - 2V3i 

29. Z1Z2 = 2V2^cos 

Z, V2/ 11 


19tt\ 
12 / 
11-7 A 

12 / 


33. 2, 0.6180 + 1.90211, -1.6180 + 1.17561, 
-1.6180 - 1.17561,0.6180 - 1.90211 
35. (* - §V3 - I i)(x + |V3 - §i){x + 31) 


5. Venice: (0, 0) 
Focos: (0, —4) 


T x 2 = -16y 


9. Venice: (0,1) 
Focos: (4, 1) 
Directriz: x = — 4 
Eje; 7=1 


l) 2 = 16* 


13. Venice: (-5, -6) 
Focos: (—4, —6) 
Directriz: x = —6 



(y + 6) 2 = 4(x + 5) 


17. Venice: (3, 4) 
Focos: (|, 4) 
Directriz: x = j 
Eje: 7 = 4 


(y - 4) 2 = -2(* - 3) 



- O'- 


Ejercicios 11.1, pagina 487 


1. Venice: (0, 0) 
Focos: (1,0) 
Directriz: x = —l 
Eje: 7 = 0 



3. Venice: (0, 0) 
Focos: (—|,0) 
Directriz: * = g 
Eje: 7 = 0 



21. Venice: (3,0) 
Focos: (3,-1) 


Directriz: 7 = 1 
Eje:* = 3 


(* - 3) 2 = -4y 


7. Venice: (0, 0) 
Focos: (0, 7) 
Directriz: 7 = —7 
Eje:* = 0 



* 2 = 287 


11. Venice: (-5,-1) 
Focos: (—5, -2) 


Eje:* = —5 



Focos: (— I, — j§) 



(x+f) 2 = j(7+l) 


19. Venice: (0, 0) 
Focos: (0, |) 
Directriz: 7 = — g 
Eje: * = 0 



£ = \y 


23. Venice: (-2, 1) 
Focos: (—1, 1) 
Directriz: * = — 3 
Eje: 7 = 1 



0- 


l) 2 = 4(x + 2) 


RESPUESTAS A LOS PR0BLEMAS SELECCI0NAD0S DE NUMER0 IMPAR 


RESP-27 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 11 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 11 


25. .r = 28 y 
29. y 2 = 10* 

33. (y - 4) 2 = — 12(x - 2) 
37. (y + 3) 2 = 32x 
41. (x - 5) 2 = -24(y - 1) 
45. (3, 0), (0, —2), (0, —6) 


n el foco, a 6 pulgadas del vertice 
51. y = -2 53. 27 ft 

55. 4.5 ft 57. (a) 8 


27. y 2 = -16* 

31. (x - 2) 2 = 12 y 
35. (* - l) 2 = 32 (y + 3) 

39. x 2 = 7 y 
43. x 2 = \y 

47. (— 3V2, 0),(3 V5, 0), (0, 9) 


Ejercicios 11.2, pagina 493 

1. Centro: (0, 0) 3 

Foco: (±4, 0) 

Vertices: (±5, 0) 

Puntos extremo del eje menor: 
(0, ±3) Excentricidad: | 



Centro: (0, 0) 

Foco: (0, ± VlS) 

Vertices: (0, ± 4) 

Puntos extremo del eje menor: 
(±1,0) Excentricidad: VTS/4 

4 


13. Centro: (0, 4) 

Foco: (0, — \ ± VS) 
Vertices: (0, — §), (0, |) 
Puntos extremo del eje m 

(-i.-i). (i,-0 

Excentricidad: VS/2 


15. Centro: (1, -2) 

Foco: (1, -2 ± VS) 

Vertices: (l, — 2 ± VlS) 
Puntos extremo del eje menor: 
(-2, -2), (4, -2) 
Excentricidad: Vf 


17. Centro: (2, -1) 

Foco: (2, -5), (2, 3) 
Vertices: (2, -6), (2,4) 
Puntos extremo del eje me 
(-1,-1), (5,-1) 
Excentricidad: 5 



5. Centro: (0, 0) 7. 

Foco: (±%f, 0) 

Vertices: (±4, 0) 

Puntos extremo del eje menor: 
(0, ±3) 

Excentricidad: V7/4 


Centro: (0, 0) 

Foco: (0, ±V5) 

Vertices: (0, ±3) 

Puntos extremo del eje menor: 

(±2,0) 

Excentricidad: V5/3 




19. Centro: (0, -3) 

Foco: (±V6, -3) 

Vertices: (-3, -3), (3, -3) 
Puntos extremo del eje menor: 
(0, -3 ± VS) 

Excentricidad: V6/3 


x 2 * _ 


o 




(* - l) 2 (y + 3) 2 


. Centro: (1,3) 

Foco: (1 ± VIS, 3) 
Vertices: (-6, 3), (8,3) 
Puntos extremo del eje me 
(1, -3), (1,9) 
Excentricidad: Vl3/7 


11. Centro: (-5, -2) 

Foco: (-5, -2 ± VIS) 
Vertices: (-5, -6), (-5,2) 
Puntos extremo del eje menor: 
(-6, -2), (-4, -2) 
Excentricidad: VlS/4 



37. 


(* - l) 2 | (y - 3) 2 
7 16 


= 1 39 -SS' 


x 2 , (y ~ 2) 2 


41. La distancia minima es 28.5 millones de millas; la distancia 
mayor es 43.5 millones de millas 

43. Aproximadamente 0.97 
x 45. 12 ft 

47. El trozo de cuerda debe ser de 4 pies de largo. Las tachuelas 
deben colocarse a V7/2 del centro del rectangulo en el eje 
mayor de la cl ipse. 

49. En el eje mayor, a 12 pies de cualquier desde el centro 
de la habitation 

1 51. 5X 2 - 4xy + 8/ - 24* - 48y = 0 
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Ejercicios 11.3, pagina 502 

1. Centro: (0, 0) 

Foco:(±V4l, 0) 

Vertices: (±4, 0) 

Asmtota: y = ±fx 
Excentricidad: V4T/4 



V f 

16 25 -1 


5. Centro: (0, 0) 
Foco:(±2V5, 0) 
Vertices: (±4, 0) 
Asmtota: y = ±\x 
Excentricidad: V5/2 


3. Centro: (0, 0) 

Foco: (0, ±Vfi) 
Vertices: (0, ±8) 
Asmtota: y = ± fx: 
Excentricidad: V73/8 



64 9 “ 1 


7. Centro: (0, 0) 

Foco: (0, ±2V6) 
Vertices: (0, ±2V5) 
Asmtota: y = ±V5x 
Excentricidad: \/f 



9. Centro: (5, —1) 

Foco: (5 Jfc V53, -l) 
Vertices: (3, -1), (7, -1) 
Asmtota: y = — 1 ± \{x — 5) 
Excentricidad: V53/2 



11 . Centro: (0,4) 13 

Foco: (0, 4 ± V37) 
Vertices: (0, —2), (0, 10) 
Asmtota: y = 4 ± 6x 
Excentricidad: V37/6 



Centro: (3, 1) 

Foco: (3 ± V30, l) 

Vertices: (3 ± V5, l) 
Asmtota: y = 1 ± V5(r — 3) 
Excentricidad: V6 


y* 



(r-3) 2 _ tv - l) 2 


15 . Centro: (-4, 7) 

Foco: (-4, 7 ± Vl3) 

Vertices: (—4, 7 ± 2V2) 
Asmtota: y = 7 ± Vf (x + 4) 
Excentricidad: 


17. Centro: (2, 1) 

Foco: (2 ± VlT, 1) 

Vertices: ( 2 ~ V6, l) 

Asmtota: y = 1 ± V|(x — 2) 
Excentricidad: 


19 . Centro: (1,3) 

Foco: (1,3 ± |V5) 

Vertices: (1,2), (1,4) 
Asmtota: y = 3 ± 2(x - 1) 
Excentricidad: V5/2 



45 . (-7, 12) 

47 . 7/ - 24xy + 24x + 82y + 55 = 0 


Ejercicios 11.4, pagina 508 

1. (4V^,-2V2) 3. (4-f,^ 1 - 

5. (4 + V3, 1 - 4V3) 7. (-4, 0) 

9 . aproximadamente (2.31, 6.83) 

11. elipse rotada 45°, 3x' 2 + y' 2 = 8, 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 11 


13. parabola rotada 45°, y a = 4\/2x', 



15. hiperbola rotada aproximadamente 27°, 2x' 2 — 3 y' 2 = 6, 



17. elipse, 3(x'+ V5) 2 + 8y' 2 = 24 
19. parabola, (/- l) 2 = — (V— |) 

21. (a) / = x' 2 

(b) coordenadas x'y' : (0, 4 ) ; coordcnadas xy: ( — -g®) 

(c) y' = ~i 2x - 2V3y = 1 

23. hiperbola 25. parabola 27. elipse 





31. El segmento de recta entre (x u y , ) y (x 2 , y 2 ). 
33. x = 95V2r,y = -16* 2 + 95 V2 t,t> 0; 

(190V2, 190V2 - 64) ~ (268.70,204.70) 
35. x = ^Vr 2 — L 2 sen 2 0, y = Lsen<(> 


Capitulo 11. Ejercicios de repaso, pagina 517 


A. 1. verdadero 3. falso 

9. verdadero 11. verdadero 

17. falso 19. falso 

B. 1. / = 20x 
5. (0,0) 

9. (-3,0); (-3,-1), (-3,1) 

13. 1 

17. (5,0) 

C. 1. Venice: (0, 3) 


Foco: ( -2,3) 
Directriz: x = 2 
Eje: y = 3 



(y - 3) 2 = -8x 


5. verdadero 7. verdadero 
13. verdadero 15. falso 

3. (x - l) 2 = 8(y + 5) 

7. 1 

11 . (0, - V2), (0, V2) 

15. recta 

19. (0,-2), (0,2) 

3. Venice: (1, 0) 


Foco: (1, -1) 
Directnz: y = 1 
Eje: * = 1 



(x-l) 2 = -4 y 
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5. (* - l) 2 = 8 (y + 5) 

9. Centro: (0, —5) 

Vertices: (0, - 10), (0, 0) 
Foco: (0, -5 - V52), 
(0, -5 + V22) 




“•S-5- 


7. (x - l) 2 = 3 (y - 2) 

11. Centro: (-1,3) 

Vertices: (-1,1), (-1,5) 
Foco: (-1,3 — V5), 
(-1,3 + V3) 



15. 


- + (y + 2) 2 = 1 


17. Centro: (0, 0) 

Vertices: (-1, 0), (1, 0) 
Foco:(— V2,0), (V2, 0) 
Asfntotas: y = ±x 




Ejercicios 12.1, pagina 525 


oiA 

,§) JP* lyej 


Eje 

polar 


7. (a) (2, -5 tt/4) 

(c) (-2,777/4) 

9. (a) (4,-577/3) 

(c) (-4,477/3) 

11. (a) (1,-1177/6) 
(c) (-1,777/6) 

13. (4.f) 

17. (-2V2, -2V2) 

19. (a) (2V2, —377/4) 
21. (a) (2, -77/3) 

23. (a) (7,0) 


(b) (2, 1177/4) 

(d) (-2, -77/4) 
(b) (4,777/3) 

(d) (-4, - 277/3) 
(b) (1,1377/6) 

(d) (-1,-577/6) 
15. (—3, 3V3) 

(b) (— 2\/2, 77/4) 
(b) (-2,277/3) 

(b) (-7,77) 


19. Centro: (3, - 1) 

Vertices: (2,-1), (4, -1) 
Foco: (3 - VI0, -1), 
(3 + VlO, -1) 
Asfntotas: 

y + 1 = ±3(x - 3) 



35. r = 2/(1 + cos 0) 

39. r = 1 - cos 6 
43. (r 2 + y 2 ) 3 = 144*V 
47. r 2 + / + 5y = 0 
51. 3r + Sy = 5 

Ejercicios 12.2, pagina 534 

1. cfrculo 


37. r = 6 

41. x = 2 

45. (x 2 + v 2 ) 2 = 8 xy 
49. 8X 2 - \2x — f + ‘ 


3. la recta pasa por el polo 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 12 




Ejercicios 12.3, pagina 540 


1. e = 1, parabola 



y,, 

& 



5. e = 2, hiperbola 



7. e = 2, hiperbola 



9. e = 1, parabola 



3 - 2sen0 
3 

1 + cos (0 + 2tt/3) 


23. r = - 
27. r = — 


29. vertice: (2,7r/4) 
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31. vertices: (10, 7 t/ 3) y (^, 47 t/3) 
33. r = 8 000 km 35. 


1 - 0.0167 cos 0 


43. 10.16,30.26° 
47. El curso real ci 
de partida. 

49. 52.9 mi/h 


45. 2i - lOj 

n angulo de 71.6° desde el punto 


Ejercicios 12.4, pagina 548 

1. |v| =2,0= IItt/ 6 3. |v| = 5, 0 = 2 tt 


Ejercicios 12.5, pagina 555 






(V3,-l) 
5. |v| = 8, 0 = 277/3 
(-4.4V3) 3 


7. 12 
13. f 
19. 25V2 
25. no ortogonal 
33. -"f 
37. (a) - 5 i + f j (b) -Ji + Jj 
41. lOOOft-lb 43. fft-lb 



7. |v| = 10V2, 0 = 3tt/4 

(-10, 10) n 



9. <3, 2), (1,4), (-6, -9), (2, 13) 

11. (0, 3), (-8, 1), (12, -6), (-28, 2) 

13. (-!, -f>, H, -f), (15, 21), (-17, -20) 
15. -31 i - 14j, 42i + 11 j 
17. 111 - 3j 



29. componente horizontal: 4; componente vertical: —6 
31. componente horizontal: — 10; componente vertical: 8 

33. (a) 2(cos^i + scn^.j) (b) -V5| + V2j 

35. (a) 6^cos^i + sen 5 ^" jj (b) -3VIi + 3j 
37. (a) (1/V2, 1/V2) (b) (-1 /Vl, -1/V2) 

39. (a) (0,-1) (b) (0,1) 41. 


9. 13 
15. 8 

21. 102.53° 
27. ortogonal 
35. -3V2 


23. 63.43° 


Capitulo 12. Ejercicios de repaso, pagina 557 


A. 1. verdadero 

9. falso 
13. falso 

B. 1. (1, 1) 

5. \ 

9. caracol convexo 


13. 


' I5J 


C. 1. (x - \f + (y - | 
5. (0,2), (0,-|) 

7. (a) (V6, -77/4) 

9. clrculo de radio 5; 
centro en el origen 


3. verdadero 
7. verdadero 
11. verdadero 

3. (10,377/2) 

7. hiperbola 
11. 77/2 radianes o 90° 


(b) (-V6, 377/4) 

11. cfrculo con centro 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 13 


21. r = 3 sen 100 

23. (a) r = 2cos(0 - 7r/4) (b) x 2 + y 2 = v5x + 3/2y 

25. (b) centro (6/2, a/2), radio iVa 2 + b 2 
27. 13i - 12j " 29. 3i - 7j 

31. 7i — 13j 
35. i + j 

39. 2V2^cos^i + : 


37. Vl3 + 2V5 
41- — Vi7* + 


Ejercicios 13.1, pagina 566 

1. (0, 2); consistente; independiente 
3. (— {§, —if); consistente; independiente 
5. sin soluciones; independiente 
7. (|, — I); consistente; independiente 
9. (—2a + 4, a); a un numero real; consistente; dependiente 
11 . (1, 2, 3); consistente; independiente 
13. (—1, —3); consistente; independiente 

15. sin soluciones; independiente 
17. (0, 0, 0); consistente; independiente 
19. (7, —5, |); consistente; independiente 
21. (2a + 3/3 - 2, p, a)-, ay p numeros reales; 

consistente; dependiente 
23. sin soluciones; independiente 
25. (1,-2, 4, 8); consistente; independiente 
27. x = 2,y = 3 
29. x = 10 \y= 10“ 7 


:n 40° 


;n 40° 


33. piano: 575 mi/h; viento: 25 mi/h 

35. 50 gal del primer tanque; 40 gal del segundo 

37. Pp 4 h; P 2 : 12h;P 3 :6h 

39. 25 41. 20 A, 5 By 15 C 


Ejercicios 13.2, pagina 572 


. dos soluciones 



3. dos soluciones 

-x 2 +y=-l 



23. (- |V5, |V5), (|V5, -|V5) 

25. (-V5,0),(V5,0), (-2,-1), (2,-1) 

27. (-1 - V3, 1 - V3), (-1 + V3, 1 + V3), 

(l - V3, -1 - V3), (l + V3, -1 + V3) 

31. + 

u{(f + 2 „,,)|. = o, «....} 

U {(f + 2 ”'’- 1 )l"- 0 ' ±1 - ) 

u{(li^ + 2 »»,- i )|»-o.±i....} 

33. (0.1, -1),(100, 000, 5) 35. (-101, -201), (99, 199) 

37. (5, log 3 5) 

39. (V3, V3, -2V3), (-V3, -V3, 2V3) 

41. (1/V3, V2/3, 1/V3), (-1/V3, V2/3, -1/V3), 

(1/V3, -y/2/3, 1/V3), (-1/V3, -V273, -1/V3), 

(1,0, 0), (-1,0, 0) 

43. 50 ft X 80 ft 45. cada radio es de 4 cm 

47. aproximadamente 7.9 in X 12.7 in 
49. 2 pies X 2 pies X 8 pies, o aproximadamente 
7.06 pies X 7.06 pies X 0.64 pies 


Ejercicios 13.3, pagina 580 


x x + 2 x + 1 x — 5 

5 ' X + 1 ~~ X + 2 + x + 3 7 ‘ x + 4 + X - 4 

9. 11. -i+i+^-+— 

x - 3 (x - 3) 2 x x 2 x + 2 (x 4 

i3 - -f-14^-^3 36 

15 -7^r + frl 17 - ^3 + s- x + + \ 


■ x 2 + 2 x 2 4 
25. x 3 + x + 


9. 

13. 

17. 

19. 

21 . 


x 2 - 4x + y 2 = -3 


x 2 + y 2 = 1 

(1,1) 11. (0,1) 

(V3, 3) 15. sin soluciones 

(-' V5, V5), (V5, V5) 

(0, 0), (-2V5, 4), (2V5, 4), (-2V3, -4), (2V3, -4) 
sin soluciones 


Ejercicios 13.4, pagina 584 
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17. sin soluciones 






27. 


j: 12; n 


54 


7. nunimo: 1; maximo: 13 
9. nunimo: 0; maximo: 30 

11. nunimo: 25; maximo: y 5 

13. nunimo: y. La funcion objetivo no tiene maximo, ya que 
puede crecer sin cota al aumentar x. 

15. nunimo: "°. La funcion objetivo no tiene maximo, ya que 
puede crecer sin cota al aumentar xoy. 

17. 50 radios por satelite; 100 reproductores de DVD 

19. tres capsulas de X\ una de Y 

21. 1 300 pantalones vaqueros de disenador y 50 genericos a la 
tienda de lujo; ningun pantalon vaquero de disenador y 1 200 
de marca generica a la tienda de descuento. La ganancia 
maxima es $28 855. 

23. 17 kg de plantas acuaticas y 16 kg de plantas terrestres. 



Capitulo 13. Ejercicios de repaso, pagina 593 

A. 1. verdadero 3. verdadero 

5. falso 7. verdadero 

9. verdadero 

B. 1. inconsistente 
5. division larga 
9. segundo 


3. semipiano 
7. dependiente 
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C. 1. (-1,0), (6, -7) 

3 ( 4V? 4V?^ f 4VS tV3 \ MV? 4V?) / 4VS 4V?\ 

5. (100,2) 7. (e 2 , e _1 ) 

9. (0,0,0) 11. (-1,4, -5) 

13. (—2, gj) 15. 33 


17. longitud del lado del cuadrado: 
radio del ci'rculo: — — — ~ 0.14 


x- 1 x + 3 


4-77 
4(4 + 7 


= 0.03; 



' b<2-* 

35. 6 hectareas de mafz y 6 de 


33. nrinimo: 20; maximo: 3 


Ejercicios 14.1, pagina 601 


1. 3 X 3 

5. 1 X 1 
9. 5 X 7 
13. -9 

»[: o :;] 

25. igual 

29. x = 9,y = — 1, z = §, 


3. 3 X 2 
7. 3 X 1 

11. 7 
15. -f 

». L 1 i 


= 3, y = -4, z = 
= ±2, y = ±3 



Ejercicios 14.2, pagina 608 

1 . [- 6 4 4 U 8 - 8 2 1 

L 0 6 loj Lo 2 4J 

["4 -8 12l 17 -18 7l 

1.0 16 28 J ’ |_ 0 8 15 J 



33. c 2 3 = 9, c 12 — 12 


Una entrada de 1 significa que P 5 , P 6 , P 7 

o P g ha tenido solo un contacto secundario con X o Y. Una 
entrada de 2 significa dos contactos secundarios, ya sea con 
X o 7, y asf sucesivamente. 

120 20 1 

144 24 . Las tres entradas en la primera columna 

_288 48 J 

representan (en dolares) el impuesto estatal sobre las ventas de 
amplificadores, radios y bocinas, respectivamente, en la tienda 
de menudeo. Las entradas en la segunda columna representan 
el impuesto municipal sobre las ventas de amplificadores, 
radios y bocinas, respectivamente, en la tienda de menudeo. 
950 475 380“ 


760 190 475 

1 900 570 190 

950 950 950 


49. [385] 


Ejercicios 14.3, pagina 617 

1. M n = —2, M n = 3 ,M 21 = 0, M 22 = 4 ;A U = -2 ,A n = -3, 
A 21 = 0 ,A 22 = 4 

3. M n = 5 ,M 12 = 10,M 13 = 3 ,M 21 = —35, M 22 = 29, 

M 23 = -21 ,M n = -8 ,M 32 = -16 ,M 33 = 15; Au = 5, 

A 12 = — 10, A 13 = 3, A 21 = 35, A^ = 29, A 23 = 21,A 31 = -8, 
A 32 = 16, A 33 = 15 

5. -7 7. 12 

9. a 2 + b 2 11. 60 

13. -61 15. -862 

17. -abed 19. Teorema 12.3.2(b) 

21. Teorema 12.3.2(f) 

23. Teorema 12.3.2(v), donde -4 veces la tercera fila se suma 
a la primera fila 
25. Teorema 1 2.3.2(h>) 
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27. 101 
37. -5,2 

41. A1 sumar la segunda fila a 
1 1 

a b 

a + b + c a + b + c 

|1 1 

= (a + b + c) a b 

J'l 1 


29. 560 
39. -2, -1,3 
la tercera se obtiene: 


a + b + c| 


Con base en el teorema 12.3.2(iv), el ultimo 
determinante es 0 

43. -3 45. 0 

47. -6 49. -4 


Ejercicios 14.4, pagina 626 




11 . no existe la inversa 



5. no existe la inversa 

r° -i ii 

9. 0 1 0 

Li i -u 

r* i °i 

13. 0 \ 0 

Lo 0 -|J 


17. no existe la inversa 



0 


Ejercicios 14.5, pagina 634 



5 - (it) 


7. (3 a — 4, a); con a cualquier numero real 
9. (2, 1, -3) 

11. (- 1, a — 4, a); con a cualquier numero real 
13. (—fa + §, fa + 3, a); con a cualquier numero real 
15. (4,3,|) 17. (3, -1,0) 

19. sin solution 21. (0,0,0) 

23. (10a, 8a, a); con a cualquier numero real 
25. (1,2, 1,0) 

27. (19a + 27, -10a - 10, 2a + 3, a); con a cualquier 
numero real 

29. (—fa + f, fa — f , a) ; con a cualquier numero real 
31. sin solution 

33. 2Na + 2H 2 0 ->• 2NaOH + H 2 

35. Fe 3 0 4 + 4C -> 3Fe + 4CO 

37. 3Cu + 8NH0 3 -> 3Cu(N0 3 ) 2 + 4H 2 0 + 2NO 

39. /(*) = —2x 2 + 6x + 4 


41. * = —2 , y = 4,z = 6,w= -5 

43. h = g, i 2 = g, i, = g 45. x = 0.3, y = -0.12, z = 4.1 
47. a: = 3.76993, y = -1.09071, z = -4.50461, w = -3.12221 


Ejercicios 14.6, pagina 640 

1. x = 2,y= -1 3. x = \,y = -5 

5. Jt = §, y = — tf 7. x = 3,y = —3 

9. x = 2,y = 0,z=l 11. x = 3,y = l,z = I 

13. x = — 2,y = l,z = 0 15. x = f,y = j,z = 5 

17. x = 0,y = l,z = l,w = 0 19. x = 22, y = -12 

21. x = -65, y = 36 23. y = 0.4* + 0.6 

25. y = 1.1* - 0.3 27. y = 1.3571* + 1.9286 

29. 1,4,7 


31. (b) v = 3 

(c) 947.9 m; 1531 m/s 




Ejercicios 14.7, pagina 644 

1. * = 4, y = -3 3. * = 2, y = 7 

5. * = — f, y = — | 7. * = 4, y = —4, z = —i 

9. * = 4, y = 1, z = 2 11. * = y,y =|,z= 1 

13. * = 1, y = 0, z = -1, w = 2 15. * = 5, y = 3, z = 10 


1. (a) 


3. (a) 


Ejercicios 14.8, pagina 648 

P 35 15 38 36 01 

1.27 10 26 20 oj 

P 48 64 120 107 40l 

L32 40 75 67 25_| 

r 31 44 15 61 50 49 41 

5. (a) 24 29 15 47 35 31 21 

L 1 -15 15 0 -15 -5 -19 

7. STUDY_HARD 9. MATH_IS_IMPORTANT_ 

11. DAD_I_NEED_MONEY_TODAY 


15 22 20 


23 6 22 


13. (a) B'= | 10 22 18 23 25 2 25 

26 26 14 23 16 12. 


Capitulo 14. Ejercicios de repaso, pagina 649 

A. 1. verdadero 3. falso 


9. verdadero 11. falso 

B. 1. 3 X 6 3. a 32 = 10 

- ’-[14 

’•n 

C. 1. x= l,y= l,z = 0 

5. A n = — 14,A 12 = -18,A 13 = 13, A 2 j = 14,A 22 = 9, 
A 23 = —10, A 31 = — 7, A 32 = — 3, A 33 = 8 

9. 2 


11 . 6 


7. 128 

11 . aeg — cef 


«. ft 11 

17. x = iy = f 
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Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 15 


19. x = -1 ,y = -2 , Z = -5 21. x = -7,y = 8,z = 9 

23. x = H.y=-W 25 -68 

27. x= ±1,A“‘ = Ox 2 -! o] 

29. [2 -10 8] 31. [-32] 


72 132 

-18 — 33 J 


-13 f -f 


-2 f — T. 


Ejercicios 15.1, pagina 659 


9. 


3. 1, 3, 6, 10, 15, . . . 

7. -1,2, -3,4, -5,... 

11. -2,4,-8,16,-32,36,.. 
15. 3, i -3, -3, 3, . . . 

19. l,ii,4ik . . . 


17. 0, 2, 8, 26, 80, . . . 

21. 7,9,11,13,15,... 

23. d = -5; a„ = 4 - 5(n - 1); a„ +1 = a„ - 5, a, = 4 
25. r = -1; a„ = 4(-|)*“ I ; a n+ 1 = -|a„, = 4 

27. d = -11; a n = 2 - 1 1 (n - 1 );a„ +1 = a„ - 11, ^ = 2 
29. r = O.ly; a„ = O.l(O.ly)" -1 ; a„ +1 = (0.1y)a„, aj = 0.1 

33. 113 35. !, 


37. | 

41. 4, 7, 10, 13, . . . 

45. 6.6% 

49. 57 665 
53. 1,1,2,3,5,8,13,... 

Ejercicios 15.2, pagina 665 


39. 255 
43. $3 870 
47. $145 
51. 32 


13. 2- 


(-1)‘ 


?„ 3 ■ 2 k 
17. 35 
21. -748 
25. 66.666 
29. aj = |, a 10 = * 
33. 12 
37. n 2 + n 


11 . 2 (»+ 1 ) 

is. 


■ x n y{x + y) 
39. 500,500 
43. 72 m 


47. aproximadamente 69.73 ft 49. aproximadamente 55.6 mg 


Ejercicios 15.3, pagina 674 

1. converge en 0 
5. converge en \ 


3. converge en 0 
7. diverge 


11. converge 
15. converge 6 
19. converge en 0 

23. | 

27. 4 


3. -40 

7. 1 + V2+V3 + 2 + V5 


9. diverge 11. converge en V2 

13. diverge 
17. converge en 5 

21. I 

25. ^ 

29. | 31. V 

33. diverge 35. — ^ 

37. (a) S n = 1 — - ' - (b) 1 

39. 75 ft 41. V3 

Ejercicios 15.4, pagina 679 

1. (/) 2 = (l) 2 + 1, es verdadera. (ii) Supongase que S(k) 

2 + 4 + • • • + 2k = 1? + k, es verdadera. Entonces 
2 + 4 + 2* + 2(fc + 1) = fc 2 + it + 2(Jfc + 1) 

= I? + k + 2k + 2 
= (it 2 + 2k + 1) + (k + 1) 
= {k+ l) 2 + (it + 1). 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 

3. (i) l 2 = gl(l + 1) [2(1) + 1] = \2 ■ 3, es verdadera. 

(ii) Supongase que S(k), 1 2 + 2 2 I ■ ■ ■ + k 2 = 

\k(k + 1)(2 k + 1), es verdadera. Entonces 
l 2 + 2 2 + • • ■ + k 1 + (k + If = \k{k + 1)(2 k + 1) + (k + l) 2 

k(k + 1)(2 k + 1) + 6(k + l) 2 
6 

_(k+ \)[k(2k + 1) + 6(k + 1)] 

6 

_ (k + 1)(2* 2 + Ik + 6) 

6 

(* + 1)[(* + 2) (2k + 3)] 

6 

= 5<* + 1)K* + 1) + 1] \2(k + 1) + 1J. 
Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 

5. (i) j + \ = 1, es verdadera. (ii) Supongase que S(k) 

(' + \ + ... + \) + \. lt 
\2 2 2 2V 2 k 

es verdadera. Entonces 

/l I 1 1 \ 1 (1 1 l\ 2 

\2 2 2 2* 2* + 7 2 k+1 \2 2 2 27 2* +1 


Asf, S(fc + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 


1 


1 ' (1 + 1 ) 1 + 1 
1 1 1 _ k 

1 ■ 2 + 2 ■ 3 + + *(* + 1) “ k + V 

1 1 1 

Entonces 


, es verdadera. (ii) Supongase que S(k) 
verdadera. 


1-2 2-3 k(k+l) 

1 

h (*+ !)[(* + l) + l] 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 


k + 1 (k + l)[(ifc + 1) + 1] 
k(k + 2) + 1 
" (* + D(* + 2) 

_ 1? + 2k + 1 
~ (k + 1 )(k + 2) 

(fe + l) 2 


19. (i) Puesto que r > 1, la proposition r k > 1 cs v 
(if) Supongase que S(k): 

si r > 1, entonces r k > 1 
es verdadera. Entonces, para r > 1, 


Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 


(k + 1) + 1' 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 

9. (i) 1 = |(4 — 1) es verdadera. (ii) Supongase que S(k), 

1 + 4 + 4 2 + • • ■ + 4* _1 = j(4* — 1), es verdadera. Entonces 


Ejercicios 15.5, pagina 684 


(re + l)(re + 2 ) 2 (re + 3) 


27. verdadero 


29. falso 31. verdadero 33. j 
35. x 6 - 3x 4 / + 3xV - y 6 
37. x 2 + 4x 3/2 y 1/2 + 6xy + 4x^ + / 

39. x 10 + 5x 8 / + 10xV + 10x 4 y 6 + 5x 2 y 8 + y 10 

41. a 3 — 3 a 2 b + 3ab 2 - b 3 - 3a 2 c + babe - 3b z c + 3 ac 2 - 3 be 2 - c 3 

43. re = 6: 1 6 15 20 15 6 1; re = 7: 1 7 21 35 35 21 7 1 

45. 6ab 5 47. -20 x 6 y 6 

49. 2 240x 4 51. 2 002// 

53. 144/ 55. 252 

57. 0.95099 


= 5 4* — | 

= 3(4* +1 - 1). 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 

11. (i) La proposition (l) 3 + 2(1) es divisible entre 3 es verdadera. 

(ii) Supongase que S(k), k 3 + 2k es divisible entre 3 es verdadera; 
en otras palabras, k 3 + 2k = 3x para algun entero x. Entonces 
(k + l) 3 + 2{k + 1) = ifc 3 + 3/ + 3k + 1 + 2k + 2 
= / + 2k + 3/ + 3k + 3 
= (/ + 2k) +3(k 2 + k+l) 

= 3x + 3(Z + k + 1) 

= 3(x + it 2 + k + 1), 

es divisible entre 3. Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y 
(ii) la demostracion queda completa. 

13. (i) La proposition 4 es factor de 5 — 1 es verdadera. (ii) Supon- 
gase que S(k), 4 es factor de 5* — 1 es verdadera. Entonces 
5* +1 - 1 = 5* ■ 5 - 1 

= 5* ■ 5 - 5 + 4 
= 5(5* - 1) + 4. 

Puesto que 4 es factor de 5* — 1 y de 4, se desprende que es 
factor de 5 i+l - 1. Asf, S(k — 1) es verdadera. Por (i) y 
(ii) la demostracion queda completa. 

15. (i) La proposition 7 es factor de 3 2 — 2 1 = 9 — 2 es verdadera. 

(ii) Supongase que S(k), 7 es factor de 3 2k — 2 k es verdadera. 

Entonces 3 2( * +1) - 2* +1 = 3 2 * ■ 3 2 - 2* ■ 2 
= 3 2 * ■ 9 - 2* ■ 2 
= 3“- (2 + 7) - 2* ■ 2 
= 2(3 2 * - 2*) + 7 ■ 3“ 

Puesto que 7 es factor de 3“ — 2* y de 7 ■ 3“, se desprende que 

es factor de 3“ +2 - 2* +1 . Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y Ejercicios 15.7, pagina 699 
(ii) la demostracion queda completa. 

17. (i) La proposition, (1 + a)' > 1 + (l)a para a £ — 1, es verda 
dera. (ii) Supongase que S(k), (1 + a) k si + ka para a s — 1, 
es verdadera. Entonces, para a s - 1 , 

(1 + a) k+l = (1 + a)*(l + a) 

> (1 + ka ){ 1 + a) 


Ejercicios 15.6, pagina 692 

1. abc, acb, bac, bca, cab, eba 

3. Aquf (x, y) representa el numero de x en el dado rojo y 
el numero de y en el dado negro 

(1. 1) , (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), 

(2. 4) , (2, 5), (2, 6), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), 

(4. 1) , (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6), (5, 1), (5, 2), (5, 3), 

(5. 4) , (5, 5), (5, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6) 

5. 576 7. 800 

9. 120 
13. 9 900 
17. 6 
21. 78 
25. 24 
29. 66 
33. 90 
37. 56 

41. C(5, 3) ■ C(3, 2) ■ 5! 


11 . 6 

15. 20,160 
19. 1225 

23. 1 


27. (a) 5 040 (b) 2 520 
31. 252 
35. 10 

39. (a) 360 (b) 1 296 (c) 2 401 
^ 3 600 43. (a) 40 (b) 80 


1. {HH, HT, TH, TT} 

3. {1H, 2H, 3H, 4H, 6H, IT, 2T, 3T, 4T, 6T> 


= 1 + ka 2 + ka + a 
si + ka + a 
= 1 + (k+ 1 )a. 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 



0.00024 
C(39, 5) 


' C(52, 5) 

19. I ' ~ 0.999 


RESPUESTAS A LOS PR0BLEMAS SELECCI0NAD0S DE NUMERO IMPAR 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITUL0 15 


Respuestas a los problemas seleccionados de numero impar, CAPITULO 15 


25. 

29. 

33. 



| o 60% 


27. 

31. 

35. 


Capftulo 15. Ejercicios de repaso, pagina 702 

A. 1. falso 3. verdadero 

5. verdadero 7. verdadero 

9. verdadero 11. verdadero 

B. 1. 2x + 7, 2x + 10, 2x + 13, . . . 

3. l+j + j + j + j 5. | 

7. 2 700 9. 1 

11- B 


C. 1. 6, 3, 0, -3, -6, . . . 3. -1,2, -3,4, -5,... 

5. 1, 3, 14, 72, 434, ... 7. -§ 

9. H 11. C 

15. (i) 1 2 (1 + l) 2 = 4 es divisible entre 4. (ii) Supongase que S(k), 
k 2 (k + l) 2 es divisible entre 4 es verdadera. Entonces 
(k + l) 2 (k + 2) 2 = (k 4- 1) 2 (* 2 + 4k + 4) 

= &(k + l) 2 + 4 (k + l) 3 

es divisible entre 4 puesto que cada termino es divisible entre 
4. Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 


17. (i) 1(1!) = 2! — 1 = 1 , es verdadera. (ii) Supongase que S(k) 
1(1!) + 2(2!) +••• + k(k\) = (k+ 1)! -1, 
es verdadera. Entonces 

1(1!) + 2(2!) + • • • + k(k\) + (k + l)(k + 1)! 

= (fc+ 1)! - 1 + (k+ 1 )(k+ 1)! 

• (k+ 1)1(1 + k+ 1) - 1 
= (* + 1)!(* + 2) - 1 
= (* + 2)! - 1. 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 


19. (0(1 + {) = 1 + 1, es verdadera. (ii) Supongase que S(k) 

(1 + !)(I +i)(l +j)-"(l +{) = k+ 1, 

es verdadera. Entonces 

(i + l)(i + ‘)(i + ‘)-..(i + I)(i:^0 

= (k+ 1)(1 + tit) 

** (k + 1 + I) 

= k + 2. 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostracion 
queda completa. 

21. 40 23. 28 

25. (n + 1 )(n + 2 )(n + 3) 

27. a 4 + 16a 3 b + 96a 1 b 2 + 256 ab 3 + 256b* 

29. x 10 - 5 x s y + 10x 6 y 2 “ lOxV + 5 x*y* - y 5 
31. —175 000a 5 b 9 33. 210 x 6 y n z n 

35. 37th 37. | 

39. converge en 0 

41. HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT 
43. (a) 496 (b) 328 45. 120 

47. 720 

49. (a) 2 ■ 10! 12! « 3.48 X 10 15 (b) 22! « 1.124 X 10 21 
51. {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), 


(4, 4), (4, 5), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5)} 
53. i; 55. (iii) 

57. (a) | (b) i (c) g 

59. (a) 24 (b) 


[C(15, 5)] 4 C( 15, 4) 11,1 X 10 17 
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A 

Abel, Niels Henrik, 265, 290 
abscisa, 169 
adicion, 18 

con denominadores comunes, 54 
de dos funciones senoidales, 463 
algebra, 2, 47 
de los polinomios, 85 
teorema fundamental del, 283 
algoritmo de division para polinomios, 276 
amplitud, 399, 402 
de la funcion coseno, 398-399 
de la funcion seno, 398-399 
angulo(s) 
agudo, 360, 365 
central, 361, 390 
complementarios, 360 
coterminales, 356, 359 
cuadrantal, 361 
de depresion, 447 
de elevacion, 447 
de referencia, 380, 394-395 
propiedad de los, 381 
doble, formula para obtener el, 542 
entre vectores, 552 
lado inicial de un, 356 
lado terminal de un, 356 
medidas de, 356-364 
medio, formula para obtener el, 420 
obtuso, 360 

posicion normal de un, 356 
recto doble, 360 
suplementarios, 360 
vertice del, 356 
Apolonio, 481, 482 
arco 

coseno, funcion, 427. Vease tambien 
funcion(es) 
parabolico, 486 

seno, funcion, 425-426. Vease tambien 
funcion(es) 

tangente, 428. Vease tambien funcion(es) 
argumento, 14, 15, 16 

de un numero complejo, 468 


aritmetica de vectores, 543 
Arqufmedes, 521 
asmtota(s), 300, 302 

de una funcion racional, 300, 302, 303, 304 
horizontal, 302, 303, 320 
determinacion de, 304-305 
oblicua, 302, 304 
determinacion de, 307-308 
vertical, 302, 326 

determinacion de, 304 
axioma, 3 

B 

base 

de los exponentes enteros, 64 
de una funcion exponencial, 318 
de una funcion logarftmica, 324-325 
diez, 327 
e, 327 

reformulacion de la, 328 
bicondicional, 5, 8-9 
binomio, 84 

biunfvoca (o uno a uno), funcion, 243. Vease 
tambien funcion(es) 
inversa de la, 243-243, 245 
Briggs, Henry, 317 

c 

caida libre, objeto en, 224 
calculadora, uso de la, 

conversion de radianes a grados, 374 
exactitud de la, 445 
modo de grados, 374 
resolucion de triangulos, 444-445 
valores de las funciones trigonometricas, 
374, 444-445 
calculo proposicional, 3 
cambio de base, 335 
cancelacion, 99 
Cantor, George, 21 
caracoles, 529 
aplanado, 530 
con bucle interno, 530 
convexo, 530 


l'ND-1 



INDICE ANALITICO 


cardinalidad, 23-24 
cardioide, 529, 530 

caso ambiguo de la ley de senos, 455-456 
catenaria, 350 
catetos, 365 
adyacente, 365 
opuesto, 365 

Cavalieri, Bonaventura, 521 
Cayley, Arthur, 597 
centro, de una 

circunferencia, 175 
elipse, 489, 491 
hiperbola, 495, 496, 499 
cero(s), 

de una funcion, 204 
determination aproximada de los, 205 
reales de una funcion, 296 

aproximacion de un, en una funcion polinomial 297 
Chladni, Ernest Florens, 443 
ciclo, 398, 409 

compresion horizontal del, 400 
cicloide, 513 

circulares, funciones, 390-391 
signos de las funciones, 392 
cfrculo, 174-175 
con centro en el origen, 527 
con centro en un eje, 531 
unitario, 175, 390, 391, 433 
cociente, 52, 276, 470 
de diferencias, 238-239 
codification, 645 
coeficiente(s), 84 
binomiales, 682, 683 
matriz de, 628, 636 
principal de un polinomio, 84, 266 
cofactor, 612-613 
cofunciones, 367-368, 372 
combination, 689 
aritmetica, 235 
dominio de una, 236, 238 
de funciones, 235 

completion (completar) del cuadrado, 176-177 
composition de funciones, 238. Vea.se tambien 
funcion(es) 

componentes de un vector, 542 
horizontal, 546 
vertical, 546 
comportamiento 

en los extremos, 268-269, 303 
local, 269-270 

global de una funcion, 202. Vea.se tambien 
funcion(es) 

composition de funciones, 236-237 
compresion vertical, 214, 218 
conditional, 5, 7-8 


conectivos logicos, 4, 30 
biconditional, 5, 8-9 
conditional, 5, 7-8 
conjuncion, 5, 6 
disyuncion exclusiva, 5, 7 
disyuncion inclusiva, 5, 6-7 
negation, 5 
conjugado 

de un numero complejo, 282 
propiedades del, 142 
par, 282 

conjuncion, 5, 6, 18 
conjunto(s), 1-2, 48 

de postulados del sistema, 3 
de verdad, 19 
description de, 

por comprension, 22 
por extension, 22 
diferencia de, 34 
diferencia simetrica de, 35 
disjuntos, 38, 48 
elementos y, 21 
equipotentes, 24 
familia de, 27 
finito, 23 
iguales, 22-23 
infinito, 23 

intersection de, 30-31, 34, 48 
propiedades de la, 30 
no comparables, 26 
no disjuntos, 38-39 
operaciones con, 30 
potencia, 27-28 

solution, 112, 144, 158, 174, 582 
tecnicas de conteo y, 38, 41, 42 
teorfa de, 23 
terminologfa de, 48 
tipos de, 23 
union de, 31-32, 33 
dos, 48 
unitario, 25 

universal (o universo), 19, 25 
universo, 19 
vatio, 24-25, 48 
constante 

de crecimiento, 338 
de decaimiento, 339 
de la gravitation universal, 193 
de proporcionalidad, 190 
de resorte, 465 

funcion, 218, 230, 238. Vea.se tambien funcion(es) 
conteo, 38-39, 41, 42, 653, 686 
principio fundamental de, 687-691 
contingencia, 13 

continua, funcion, 230. Vea.se tambien funcion(es) 


HMD-2 


INDICE ANALITICO 



contradiction, 12 
contradominio, 407 

conversion entre grados y radianes, 360 
coordenada(s), 58, 168 
del punto medio, 61 
polares, 521-526 

convenciones sobre las, 522 
conversion de, 523-525 
pruebas de simetria en, 528 
secciones conicas en, 536-542 
Copemico, Nicolas, 355 
cosecante, 377, 407 
definition de, 407 
grafica de la funcion, 408 
coseno, 389, 390 
amplitud de la funcion, 398-399 
desplazada, grafica de, 402-403 
formula para el angulo doble, 542 
formula para angulo medio, 420 
grafica de la funcion, 350, 397-407 
hiperbolico, 349, 350 
ley del, 457-458, 460 
cotangente, 377 
definition, 407 
grafica de la funcion, 408 
periodo de la funcion, 408 
Cramer, Gabriel, 643 
regia de, 643-644 

creciente, funcion, 223. Vease tambien funcion(es) 
crecimiento demografico, 338-339 
criptografia, 645 
cuadrado 
perfecto, 95 
completarel, 176-177 
cuadrante, 168 

cuadratica, funcion, 218, 230. Vease tambien 
funcion(es) 
cuantificador, 19 
existential, 19-20 
universal, 19 
cuerda focal, 484 
curva(s) 

braquistocrona, 514 
cerrada, 511 
cicloidal, 513 
de rosas, 531 
parametrizacion de, 5 14 

solution alternativa de la, 514 
parametrizada, 510 
plana, 510, 514 
grafica de una, 510 
punto initial, 511 
punto terminal, 511 
rectangulares, 514 
tautocroma, 514 


Dantzing, George B., 559 
datacion con carbono, 340 
decaimiento radiactivo, 339 
decimal(es), 50 
finitos, 50 
periodico, 672 
periodicos o recurrentes, 50 
decodificacion, 645 

decreciente, funcion, 223. Vease tambien funcion(es) 
definida por partes, funcion, 228. Vease tambien 
funcion(es) 

DeMoivre, Abraham, 472 
demostracion matematica, 17 
denominador, 53 
mmirno comun, 100 
Descartes, Rene, 167, 168 
regia de los signos de, 54 
desigualdad(es), 58, 59, 112, 147, 178 
con valor absoluto, 150-153 
estrictas, 59, 158 
equivalentes, operaciones de, 145 
lineales, 144, 145 

con dos variables, 581 
resolution de, 145 
solution de la, 144 
no estrictas, 59, 158 
no lineales, 583 
polinomiales, 154-155 
reglas para resolver, 155-157 
rationales, 154-155, 157 
simultaneas, 147 
resolution de, 148 
triangular, 61 
desplazamiento(s), 
combination de, 212 
de la fase, 402 

horizontales, de una grafica, 211-212 
verticales, de una grafica, 211-212 
determinante(s), 597, 611-619, 641 
de los coeficientes, 636 
de n-esimo orden, 611 
de orden n, 611 
de una matriz, 612 
propiedades de los, 616 
diagonal principal de una matriz, 599 
diagrama 
de arbol, 686 
de Venn, 26, 30 
diametro, 484 
diferencia, 52 
de dos cuadrados, 87, 95 
de dos cubos, 95 
de conjuntos, 34 
simetrica, 35 
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dlgitos significativos, 67 
Diofanto, 111 
direction, 542 

directriz de una parabola, 482, 536 
discontinua, funcion, 230, 303. Vease tambien 
funcion(es) 

discriminante, 131, 508 
distancia, 170 

entre puntos en la recta numerica, 61 
formula de la, 170, 174 

disjuntos, conjuntos, 38, 48. Vease tambien conjunto(s) 
disyuncion 
exclusiva, 5, 7 
inclusiva, 5, 6-7 
dividendo, 276 
division, 54, 99 
de cero, 55 

de funciones polinomiales, 275-281 
sintetica, 278-280, 285 
gufa para la, 279 
divisor, 276 

dominio, 98, 200, 201-202, 203, 208, 243, 266, 300, 
318, 392, 407. Vease tambien funcion(es) 
de la variable, 83 
restringido, 247 

E 

ecuacion(es), 112 

con dos variables, 174 
conditional, 112 
construction de una, 118 
cuadraticas, 127, 142 
de movimiento, 465 
derectas, 183 

de una recta horizontal, 186 
de una recta vertical, 186 
de valor absoluto, 150-151 
diofanticas. 111 
en una variable, 112 
equivalentes, 113 

exponenciales y logarftmicas, 331-338 
solution de, 331-332 
lineal, 113, 127, 186, 187 
con dos variables, 560 
con n variables, 560 
con tres variables, 562 
operaciones que producen, 113 
parametricas, 509 

aplicaciones de las, 513 
pendiente-interseccion, 185 
polares, 526 

de conicas, 536-537 
graficas de, 526-534 
polinomial de grado n, 127 
punto-pendiente, 184-185 


ralces de una, 131 
ralz de la, 127 
solution de una, 112 
traduction de palabras en una, 118 
trigonometricas, 433-439 
eje 

de la parabola, 482 
de simetrfa, 219 
imaginario, 467 
mayor de una elipse, 490 
menor de una elipse, 490 
polar, 522 
real, 467 

rotation de un, 504-505 

x, 168, 180 

intersecciones con el, 178 

y, 168, 180 

intersecciones con el, 178 
elemento(s), 21, 48 
elevation, angulo de, 447 
elimination 

de Gauss-Jordan, 631-632 
metodo de, 563, 569 
elipse, 489-495, 536, 537, 538 
aplicaciones de la, 493 
centra de la, 489, 491 
ecuacion de la, 490 
eje mayor de la, 490 
eje menor de la, 490 
foco de la, 489 
vertice de la, 490 
elipsis, 49 
entero(s) 

positivos, 48, 49, 158 
impar, 72 
par, 72 

equipotentes, conjuntos, 24. Vease tambien conjunto(s) 
error, 259 

escala de Richter, 343 
escalar, 542 
producto, 603-604 
escalon, funcion, 229 
espacio 

bidimensional, 168 
muestral, 694 

espiral de Arqufmedes, 528 
espirales, 527 

estiramiento vertical, 214, 218 
evento(s), 694 
cierto, 696 

complemento de un, 696 
imposible, 696 

mutuamente excluyentes, 697 
union de dos, 697 
excentricidad, 492, 536 
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exponential, funcion, 318-324, 325. Vease tambien 
funcion(es) 
natural, 321-322 
propiedades de una, 320 
exponente(s), 64, 318 
enteros, 64 

leydelos, 65, 86,318-319 
rationales, 78 
expresion(es) 
algebraica, 83 
fraccionaria, 102 
rational propia, 575 
rationales, 98 
extremo relativo, 270 


factor(es), 92 

conjugado, uso de un, 74 
de funciones polinomiales, 282 
factorization, 92, 94 
de formulas, 95 
de polinomios, 92, 94, 95 
cuadraticos, 93 
metodo de, 127 
falacia, 15 

Fermat, Pierre de, 653 
Ferrari, Ludovico, 265, 290 
finito, conjunto, 23. Vease tambien conjuntos 
foco, 536 
de una elipse, 489 
de una hiperbola, 495 
de una parabola, 482 
Fontana, Gregorio, 521 
Fontana, Nicolo (Tartaglia), 265, 290 
forma escalonada por filas, matriz y, 628 
formula(s) 

cuadratica, 130 
de angulo doble, 419 
del coseno, 419 
del seno, 419 

de cambio de base, 335-336 
de conversion, 359 
de factorization, 95 
de la distancia, 170, 174 
de la longitud del arco, 361 
de mitad de angulo, 420 
de recursion, 655 
del punto medio, 171 
fraccion(es), 53 
equivalentes, 54 
impropia, 276, 579 
parciales, descomposicion en, 575 
propia, 276 
frecuencia, 465 
fuerza resultante, 547 


funcion(es), 199, 200 
arco coseno, 427 
arco seno, 425-426 
arco tangente, 428 
ceros reales de una, 204 
circulares, 390-391 
signos de las, 392 
combination de, 235 
comportamiento global de, 202 
composiciones de una, 238 
constante, 218, 230, 238 
continuas, 230 
creation de una, 25 1 
creciente, 223 
cuadratica, 218, 230 
de importe postal, 228 
decreciente, 223 
definidas por partes, 228 
diferencia de la, 238 
discontinua, 230, 303 
dominio de una, 201, 208 
entrada de la, 200 
escalon, 229 

exponencial, 318-324, 325 
natural, 321-322 
propiedades de una, 320 
grafica de una, 202, 218 
hiperbolica, 349-35 1 
impar, 210-211, 393, 409 
inversa, 242, 244 

propiedades de la, 244 
lineal, 218, 230 
logfstica, 339 
maximo entero, 229 
objetivo, 586 
par, 210-211, 393 
periodicas, 392 
piso, 230 
polinomiales, 218 
potencia, 208 
retiprocas, 407 
salida de la, 200 
suma de la, 238 
traduction de palabras a, 250 
uno a uno (biunfvoca), 243 
inversa de la, 243-243, 245 
valor absolute, 231- 232 
valor de la, 200 
funcion coseno, 397, 415 
formulas 

de diferencia, 415 
de suma, 415 

propiedades de la, 398-399 
funcion logantmica, 324-331 
contradominio, 325 
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dominio de una, 325 
propiedades de la, 326 
racional, 300-312 

grafica de una, 306-307 
reciproca desplazada, 301 
funcion polinomial, 265-275 
constante, 266 

grafica de una, 267 
cuadratica, 266, 290 
cubica, 266 

de cuarto grado, 265, 266, 290 
de grado n impar, 268, 270 
de grado n par, 268, 270 
de quinto orden, 266 
de segundo grado, 265, 290 
de tercer grado, 265, 290 
de un solo termino, 267 
grafica de una, 271 
lineal, 266 
potencia, 267 

rafces reales de una, 270, 289-296 
funcion seno, 39, 415 
formulas 

de diferencia, 415, 417 
de suma, 415, 417 
propiedades de la, 398-399 
funcion trigonometrica, 391 

calculo del valor de una, 381-382 
de angulos especiales, 371-375 
de angulos generales, 375-386 
de los numeros reales, 390 
graficas de la, 407-414 
inversas, 424 

propiedades de las, 424-425, 429-430 
uso de, 437 
valores de la, 390 

G 

Galilei, Galileo, 481, 482 
Gauss, Carl Friedrich, 265, 283 
geometrfa, 2, 3 
euclidiana, 371 
n-dimensional, 597 
Germain, Marie-Sophie, 443 
grado(s), 84, 266, 356 
conversion a radianes, 360, 374 
uso de la calculadora y, 374 
de un polinomio, 84, 127 
grafica(s), 144, 174, 178 
con un agujero, 309 
de desigualdades, 223 
de las funciones seno y coseno, 397-407 
desplazada, 222-223, 268 
desplazamientos horizontales y verticales 
(transformaciones rfgidas), 211-213 


del conjunto solucion, 581 
estiramientos y compresiones 

(transformaciones no rfgidas), 
214-215 

grafica de una funcion, 202, 218 
polares, 533 

por transformaciones, 222 
punto de inflexion de la, 224 
reflexiones, 213-214 
graficacion de puntos, 169 

H 

Hiparco, 355, 521 
Hipatia, 481, 482 
hiperbola, 495-504, 536, 537, 538 
aplicaciones de la, 501 
asmtotas de la, 497 
centra de la, 495, 496, 499 
ecuacion de la, 496 
eje conjugado de la, 496-497 
eje transversal de la, 496 
excentricidad de la, 500 
foco de la, 495 
ramas de la, 495 
vertice de la, 496 

hiperbolica, funcion, 349-351. Vease tambien 
funcion(es) 
hipotenusa, 365 
hipotesis, 17 
Hooke, Robert, 190 


identidad(es), 112, 350 
aditiva, 51, 141, 603 
de cofuncion, 368 
multiplicativa, 51, 141 
pitagorica, 368-369, 378-379, 391, 414 
por cociente, 366 
recfprocas, 366 
trigonometrica, 414 

igualdad 

de numeros complejos, 139 
de matrices, 599 

iguales, conjuntos, 22-23. Vease tambien 
conjunto(s) 

imagen 

de x, en funciones, 200 
especular, 179 

impar, funcion, 210-211, 393, 409. Vease tambien 
funcion(es) 

rndice, 72 

de la suma, 661 

induction matematica, 676-680 
principio de, 676-677 

infinito, conjunto, 23. Vease tambien conjunto(s) 
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interes compuesto, 342 
intersecciones 

con el ejex, 178, 203, 205, 220, 300 
con el eje y, 178, 203, 205, 220 
de conjuntos, 30-31, 34, 48, 147 
propiedades de la, 30 
intervalo 
abierto, 146 
cerrado, 147 
extremos del, 146 
no acotado, 146 
semiabierto, 147 
inversa 

de una funcion, 242, 244. Vease tambien funcion(es) 
propiedades de la, 244 
de una matriz, 620 
inverso 

aditivo, 51, 604 
multiplicative, 51, 620 


K 

Kepler, Johannes, 481, 482 

L 

Lacroix, Sylvestre Francois, 521 
Lauchen, von, George Joachim, 355 
Leibniz, Gottfried Wilhelm, 167, 199 
lemniscatas, 532 
ley(es) 

asociativas, 36 
conmutativas, 36 
de Boyle, 192 
de De Morgan, 34, 36 
de Hooke, 190 
de identidad y absorcion, 36 
de la Gravitation Universal de Newton, 192, 493 
de los cosenos, 457-458, 460 
de los exponentes, 65, 86, 318-319 
enteros, 66 
racionales, 79-80 
de los logaritmos, 327-328 
de los radicales, 72-73 
de senos, 453, 460 
de tricotomfa, 59 
del algebra, 36 

del enfriamiento/calentamiento de Newton, 341-342 
del movimiento planetario de Kepler, 493 
distributivas, 36, 86 
idemponentes, 36 
involutiva, 36 
Libby, Willard, 341 
limites de los valores 
de coseno, 392 
de seno, 392 
lineal, funcion, 218, 230 


logaritmo(s), 
de base 10, 371, 327 
leyes de los, 327-328 
natural, 317, 327 
logica, 2, 4 

logfstica, funcion, 339. V ease tambien 
funcion(es) 
longitud de arco, 361 


M 

magnitud, 542 
de un numero complejo, 467 
Malthus, Thomas R., 339 
masa, 465 

desplazamiento inicial de la, 465 
velocidad inicial de la, 465 
Matematica, 294, 329 
matriz (matrices), 597-602 
adjunta de la, 622 
algebra de, 602 
aumentadas, 627-636 
cero, 603 
columna, 599 
cuadrada, 598, 620 
de codification, 646 
de coeficientes, 628, 636 
de decodificacion, 646 
equivalentes por filas de una, 628 
fila, 599 

forma escalonada por filas, 628 
identidad, 607 
igualdad de, 599 

inversa de una, 620-627, 636-641 
multiplication de, 605-606 
orden de la, 598 
producto escalar de una, 603 
producto interno de, 608 
rectangular, 598 
reduction por filas de una, 628 
resta de, 604 
solution de, 637 
suma de, 602 
transposition de una, 600 
maximo 

entero, funcion, 229 
(minimo) de una funcion cuadratica, 
229, 587 
mayor que, 58, 59 
medida angular 
en grados, 356 
en minutos, 357 
en radianes, 358 
en segundos, 357 
formulas de conversion, 359-360 
menor que, 58, 59 
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Mere, Chevalier de, 653 
metodo(s) 

de completar el cuadrado, 129-130 
de eliminacion, 563, 569 
de factorizacion, 127 
de la bisection, 297, 298 
de la rafz cuadrada, 128-129 
de la tabla de signos, 155 
de mmimos cuadrados, 258 
de sustitucion, 561-562, 569 
para determinar/ 1 , 244-245 
peiu, 87 

mmimo comun denominador, 100 
minutos, medida de un angulo, 357 
modelo(s) 

matematico, 190, 224, 338 
exponenciales y logarftmicos, 338-349 
modus ponendo ponens, 15, 18 
modus tollens, 18 
monomio, 84 
movimiento 

armonico simple, 463, 465 
curvilmeo, 510 
multiplicacion, 54, 99 
de matrices, 605-606 
de numeros complejos, 140 
por escalar, 542, 603 

N 

Napier, John, 317 
negation, 5 

Newton, Isaac, 167, 481, 482, 493 
notation, 302 
algebraica, 47 
cientffica, 67 
de conjuntos, 376 
de intervalos, 146 
factorial, 681, 683 
matricial, 599 
por comprension, 48 
por extension, 48 
sigma, 259, 661, 683 
propiedades de la, 662 
numerador, 53 
numero(s) 
e, 321 

imaginario puro, 139 
irracionales, 49 
naturales, 48, 158 
primo, 296 
racionales, 49 

reales, 4, 47, 48, 49, 139, 265, 282 
negativos, 49 

parte imaginaria de un, 282 
parte real de un, 282 


positivos, 49 
no negativos, 49 

numeros complejos, 135, 138, 265, 282 
argumento de, 468 
conjugado de un, 282 
eje imaginario de un, 467 
eje real de un, 467 

forma trigonometrica de los, 467-469 

igualdadde, 139 

magnitud de un, 467 

multiplicacion de, 140 

parte imaginaria de los, 139 

parte real de los, 139 

potencias de un, 472 

propiedades de los, 140 

rafces de un, 472, 473 

resta de, 140 

suma de, 140 

unidad imaginaria de un, 282 


o 

operaciones 

con conjuntos, 30, 36 
con vectores, 544 
orden de una matriz, 598 
ordenada, 168 
origen, 58, 179-180 
de la recta real, 527 


P 

par 

conjugado, 286 

funcion, 210-211, 393. Vease tambien funcion(es) 
ordenado, 467, 522 

parabola, 179, 209, 218, 221, 267, 482, 483, 484, 536, 
537, 538 

aplicaciones de la, 485 
cuerda focal de la, 484 
directriz de la, 482, 536 
ecuacion de la, 483 
eje de la, 482 
excentricidad de la, 492 
foco de la, 482 
vertice de la, 484 
paraboloides, 485 

parametrizacion de curvas rectangulares y polares, 510, 
514 

parametro, 510 

eliminacion del, 511-513 
parte imaginaria de un numero complejo, 139 
parte real de un numero complejo, 139 
Pascal Blaise, 653, 681 
triangulo de, 681 
Peacock, George, 521 
pendiente de una recta, 183-184 
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perdida de soluciones, 435 
periodicas, funciones, 392 
periodicidad, 392, 408 

periodo, de las funciones trigonometricas, 392, 393, 
400, 402, 408, 465 
permutacion, 687 
pH de una solution, 344 
Pitagoras, 133 

teorema de, 49, 133, 170, 365, 368, 371, 372, 457 
piano 

cartesiano, 167-168 
complejo, 467 
xy, 168, 174, 183 
poblacion inicial, 338 

polinomial, funcion, 218. Mease tambien funcion(es) 
polinomio(s), 83-84 
algebra de los, 85 
cero, 84 

de grado n en la variable x, 84 
division de, 89 
en cuatro variables, 88 
en dos variables, 88 
en tres variables, 88 
factorization de, 92 
nulo, 266, 300 
producto de, 89 
dos, 86 
suma de, 89 
polo, 522 
porcentaje, 50 
de decrecimiento, 50 
de incremento, 50 
position de equilibrio, 465 
postulado, 3. Vease tambien axioma 
potencia rational de x, 78 
potencia(s), 64 

de un numero complejo, 472 
entera 

negativa de x, 64 
positiva de x, 64 
funcion, 208 
premisa, 14 
principio(s) 

de comprension o abstraction, 21 
de extension, 21 

de induction matematica, 677-678 
fundamental de conteo, 686-687 
de conteo, 686-693 
probabilidad, 694-701 
de un evento, 694 
lfmites de la, 696 
problemas 

de dimensiones, 125 
deedad, 118-119, 124 
de inversion, 119-120, 124 


demezclas, 121, 125 
de numeros, 124 
detrabajo, 122, 125 
develocidad, 120-121, 124 
diversos, 122-123 
producto(s), 470 

escalar de una matriz, 603 
intemo de una matriz, 550 
notables, 83, 86 
punto, 550-556 
interpretation ffsica del, 554 
propiedades del, 550 
programacion lineal, 559, 586-592 
progresion aritmetica, 655-656 
propiedad(es) 

asociativa, 30, 32, 51 
conmutativa, 30, 32, 51 
de cancelation, 53 
de cerradura, 51 
de identidad, 51 
de igualdad, 53 

de la diferencia de conjuntos, 34 
de la existencia de la identidad, 30, 32 
de la existencia de un elemento absorb( 
de la multiplication por cero, 53, 127 
de la sustraccion y negativos, 53 
del inverso, 51 

distributiva de la intersection respecto 
a la union, 33, 52 
distributiva de la union respecto 
a la intersection, 33 
uno a uno, 332-333 
transitiva, 59 
proporcionalidad, 190 
proposiciones, 2 
compuestas, 4 
equivalentes, 11-12, 13 
implication de, 16-17 
simples, 4 
prueba(s) 

de la recta horizontal, 243 
de la recta vertical, 203 
de simetrfa, 180 
punto 

crftico, 269 

de inflexion de la grafica, 224 
de prueba, 582 
medio, 61-62, 171, 172 


R 

rationalization, 74 
radian 

medida de un angulo, 356 
conversion a grados, 374 
uso de la calculadora, 374 


j, 30, 32 
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radical, 71, 72, 80 
leyes de los, 72-73 
radicando, 72, 201 

radio de una circunferencia, 175, 339-340 
rafz(es), 71 

cantidad de, 283, 289 
compleja, 282, 474 
cuadrada, 71-72 
principal, 138 
cubica, 71-72, 474-475 
de funciones polinomiales, 282 
de multiplicidad, 128 
m, 270-273, 283 
de un numero complejo, 473 
de una ecuacion cuadratica, 131 
division de, 275-281 
n-esima principal, 71 
racionales, 290-293 
real, 282, 289-296 
determinacion de, 290 
repetida, 270 
simple, 270, 283 

rango de una funcion, 200, 221, 243, 392. Vease 
tambien dominio y funcion 
rapidez, 547 

retiproca, funcion, 407. Vease tambien 
funcion(es) 
retiproco, 51, 620 
recta(s), 209 

con pendiente, 267 
crecimiento de la, 183 
de los numeros reales, 58 
distancia en la, 61 

de minimos cuadrados, 258, 260, 638 
del mejor ajuste, 259 
ecuacion de la, forma 

pendiente-interseccion, 185 
forma punto-pendiente, 184-185 
horizontal, 185, 267 
numerica real, 58 
paralelas, 187 
pendiente de la, 183-184 
perpendiculares, 187 
que pasan por el origen, 527 
recorrido de la, 183 
verticales, 185 

rectangulo auxiliar de una hiperbola, 497 
reduccion a una funcion seno, 463-464 
reflexion, de graficas, 213, 246 
regla(s) 

de calculo, 317 
de Cramer, 643-644 
de la adicion de la probabilidad, 698 
de los signos, 54 

para resolver desigualdades polinomiales, 155-1 


reglas de inferencia, 17 
adicion, 18 
conjuncion, 18 
modus ponens, 18 
modus tollens, 18 
silogismo disyuntivo, 18 
silogismo hipotetico, 18 
simplification, 18 
residuo, 276 
resta, 99 

restriction, 251, 586 
Rheticus, George Joachim, 355 
Richter, Charles F., 343 
rotation 

de ejes, 504-505 
ecuaciones de, 505 
elimination del termino xy, 506-507 
secciones conicas sin, 508 
de graficas polares, 533 
rumbo, 459 

s 

Saint-Vincent de, Gregoire, 521 
secante 

definition de, 407 
dominio de la, 376 
grafica de la funcion, 410 
periodo de la funcion, 408-409 
section conica, 481, 536 
rotada, 539 
sector, 361 

segundo, medida de un angulo, 357 
semitirculo, 177 
inferior, 203 
superior, 203 
semipiano, 581 
seno, 389, 390 

amplitud de la funcion, 399-402 
ciclo, 398, 409 

desplazado, grafica de, 402-403 
formula para el angulo doble, 502 
formula para el angulo medio, 420 
funcion, reduccion a una, 463-464 
grafica de la funcion, 350, 397-407 
hiperbolico, 350 
inverso, 425 
ley del, 453, 460 
casos ambiguos de la, 455-456 
periodo de la funcion, 400 
propiedades de la funcion, 399 
series, 661-667 
aritmeticas, 662 
convergentes, 667 
divergentes, 667 
geometricas, 664 
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finitas, 664 
infinita, 671 
suma de una, 672 
infinitas, 670 
suma de la, 670 
sigma, notation, 259 
signo(s) 

de un producto, propiedades del, 155 
algebraicos, 377 
de las funciones circulares, 392 
de un cociente, propiedades de, 157 
silogismo 
disyuntivo, 18 
hipotetico, 18 

Silvestre, James Joseph, 597 
sfmbolo(s) 
de infinito, 146, 147 
de desigualdad, 59 
simetna, 179, 208, 210, 270 
pruebas de, 180 

simplification, 18, 73-74, 81, 99, 100, 103 
sistema(s) 

consistente de ecuaciones, 560 
de coordenadas rectangulares, 167, 168, 390, 467 
de desigualdades, 580-586 
solution de, 581-582 
de ecuaciones, 258 
de ecuaciones lineales, 560 
solution de un, 560 
de ecuaciones no lineales, 569-575 
de los numeros reales, 5 1 

propiedades basicas de los, 5 1 
homogeneos, 566 
inconsistente, 560 
sobredeterminado, 258 
solucion(es) 
conjugadas, 143 
de desigualdades lineales, 144 
con dos variables, 580-586 
de mmimos cuadrados, 639 
de sistema de ecuaciones, 112 

exponenciales y logarftmicas, 331-338 
lineales, 560 

de triangulos rectangulos, 444-446 
de una matriz, 637 
extrana, 114, 333-334, 436 
factible, 586 
de pH, 344 
Sorense, Soren, 344 
subconjunto, 25, 48 
sucesion(es), 654-660 
aritmetica, 655 
convergentes, 667, 669 
de sumas parciales, 670 
definidas, 655 


divergentes, 667, 668, 669 
finitas, 654 
geometrica, 657 
infinita, 654 
lfmite de la, 668 
rango de una, 654 
razon comun de la, 657 
termino de la, 654 
suma, 99 

de errores cuadraticos, 259 
de dos cubos, 95, 96 
de los cuadrados, 259 
de funciones, 238 
de matrices, 602 
de numeros complejos, 140 
notation de, 259 
sustitucion 

hacia atras, 563-565, 629 
metodo de, 561-562, 569 
sustituciones trigonometricas, 414 
sustraccion con denominadores comunes, 54 


T 

tabla(s) 

de verdad, 5, 9-10 
de cuerdas, 355 

de valores de las funciones trigonometricas, 355 
tangente, 204, 376, 
definition de, 407 
formula de diferencia, 418 
formula de suma, 418 
formula para el angulo doble, 542 
formula para el angulo medio, 420 
grafica de la funcion, 350, 397-407 


de crecimiento, 338 
de decaimiento, 339 
tautologfa, 12, 13 
tecnicas de conteo 38-39, 41, 42 
temperatura ambiente, 341 
teorema 

de DeMoivre, 473 
de desarrollo, 614, 617 
de la factorization completa, 283 
de las rafces complejas, 287 
de las rafces rationales, 291 
de Pitagoras, 49, 133, 170, 365, 368, 371, 372, 457 
del binomio, 680-686 
del factor, 282 
del residuo, 277, 282 
del triangulo isosceles, 3 
del valor intermedio, 296-297 
fundamental del algebra, 283 
teorfa 

de conjuntos, 21, 23, 30, 47, 48 
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de la probabilidad, 21, 653 
de los determinantes, 597 
de los grupos, 21 
heliocentrica, 355 
termino 

constante, 84 
n-esimo, 654 
teorfa de conjuntos, 23 
tiempo, 465 
topologfa, 21 

transformation(es), 208, 410. Vease tambien grafica(s) 
combination de, 214-215 
no rigidas, 214, 238 
rfgidas, 211, 238 
triangulo(s) 
de Pascal, 681 
rectangulos, 360, 361, 460 
aplicaciones de, 446-453 
solution de, 444-446 
trigonometrfa del, 365-369 
tricotomfa, ley de, 59 
trigonometrfa, 2, 355, 443 
trinomio, 84 
tripleta ordenada, 560 

u 

unidad imaginaria, 138 
union de conjuntos, 31-32, 33, 48, 152 
universal (o universo), conjunto, 19, 25. Vease tambien 
conjunto(s) 

uno a uno (biunfvoca), funcion, 243 
inversa de la, 243-243, 245 

V 

vacfo, conjunto, 24-25, 48. Vease tambien conjunto(s) 
valor(es) 

absoluto, 59-60, 467 
propiedades del, 60 
absoluto, funcion, 231- 232 
de coseno, 371, 372, 373 
de la expresion, 83 
de las funciones trigonometricas, 390 
deseno, 371,372, 373 
de tangente, 373 
de verdad, 2, 10 


futuro, 342-343 
maximo, 587 
mfnimo, 587 
variable(s),4, 83 
dependiente, 200 
independiente, 200 
resolution de, 115 
variation, 190 
combinada, 190-191 
conjunta, 190-191 
directa, 190, 191 
inversa, 190, 191-192 
vector(es) 

angulo de direccion del, 543 
aritmetica de, 543 
cero, 543 

columna, 599, 608 
de base estandar, 546 
de desplazamiento, 542 
punto inicial del, 542 
punto terminal del, 542 
de position, 542 
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